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Chapitre 1

Introduction

Dans ce travail on étudie le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles d’un
fibré en cercles au-dessus d’une variété de Hodge. Le résultat principal de cette these est un
principe de séparation des variables (thm. 4.2.1, thm. 4.2.3) énoncé et démontré au chapitre
4. Le but est de décrire le spectre des formes d’un fibré en cercles comme résultant, via un
procédé explicite, du spectre d’un laplacien horizontal et d’un laplacien vertical, comme cela est
trivialement vrai lorsque 1’on a un produit riemannien, et comme cela est traité pour le cas des
fonctions dans [2]. La preuve de ces théorémes est basée sur I’analyse de notre configuration
géomeétrique, qu’on fait au chapitre 2 et sur une technique mise au point au chapitre 3. Les
applications de ce résultat, décrits aux chapitres 5, 6, 7, sont de deux ordres : calculs explicites
de spectres et étude de situations limites.

Lorsque la géométrie de la base n’est pas trop compliquée, il est possible de déterminer ex-
plicitement le spectre du fibré pour toutes les longueurs de la fibre. Cela est fait au chapitre 6
pour des variétés de Heisenberg et au chapitre 7 pour la sphere de dimension impaire munie de
métriques de Berger, vue comme S! fibré sur le projectif complexe. Ce sont a notre connais-
sances les premiers exemples de calculs explicites pour une famille continue non triviale de
métriques riemanniennes.

Lorsque la longueur de la fibre tend vers 0 ou vers infini, on étudie le comportement asymp-
totique du spectre. On retrouve dans notre cas particulier, mais en plus précis, des résultats obte-
nues par M. Rumin (lorsque la longueur tend vers infini) et par Colbois-Courtois (lorsque la lon-
gueur tend vers 0). Dans ce dernier cas, on obtient également une formule pour le développment
asymptotique de la trace du noyau de la chaleur.

Rappelons quelques faits et notations concernant le spectre des formes différentielles d’une
variété.

Lorsque [Z™, g] est une variété riemannienne lisse, compacte, connexe et orientée, nous no-
tons A?(Z) I’espace des p-formes différentielles C'*°.

Si
d:AP(Z) — APTY(Z)

est la différentielle exterieure nous considérons d* son adjoint formel afin de pouvoir former le
laplacien

A1 AP(Z) = AP(Z), A = dd* + d*d.

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

C’est un opérateur positif, autoadjoint et elliptique, donc il possede un spectre discret
0=X(Z,9) < M(Z,9) <No(Z,9) < ... X0 (Z,g9) < ...

Chagque valeur propre non nulle sera comptée avec sa multiplicité s’il y a lieu. La multiplicité de
la valeur propre nulle est un invariant topologique de la variété, le p-ieme nombre de Betti de Z
(voir [41] pour une introduction rapide au spectre du laplacien ainsi que [4] ; pour la géometrie
riemannienne nécéssaire voir [18]).

Les interactions du 0-spectre (i.e. le spectre des fonctions) avec la géometrie de la variété font
I’objet d’une vaste littérature. Pour ce qui est du p-spectre, p > 1, la situation est complétement
différente.

Une direction que I’on peut prendre, dans I’espoir de se faire une intuition (et de tester di-
verses conjectures) est de donner des exemples concrets ou le calcul du p-spectre est possible.
Les exemples (peu nombreux) connus a I”heure actuelle sont contenus dans le tableau suivant.

R™ /T tores plats [4]

S" sphéres de courbure constante [35]

pPC? projectif complexe canonique [35]

G | groupes de Lie compacts semisimples avec une métrique biinvariante [1]

Hopy variétés de Heisenberg, pour les 1-formes invariantes par S* [26]
espace symétrique compact simplement connexe

M et irréductible, pour les 1-formes [30], [31]

Gi(R") variété grassmanienne [15]

Remarque 1.1

A part les exemples du tableau précédent, le spectre des formes des espaces SO(n + 2)/
(SO(n) x SO(2)) et Sp(n+1)/(Sp(n) x Sp(1)) a été calculé dans [46]. Le calcul de [15] en
est une généralisation.

Les exemples de calcul du spectre du tableau précédent sont obtenus en utilisant la théorie
des représentations des groupes de Lie compacts ou nilpotents. Le fait que I’on travaille sur des
espaces homogeénes tres concretement donnés est crucial.

Notons que, a part les produits riemanniens et les tores plats, on n’a pas d’exemples de calcul
explicite du spectre d’une famille continue, non-triviale de métriques.

Dans ce travail on commence la recherche des configurations géométriques générales sus-
ceptibles de supporter des méthodes qui permettraient d’enrichir, d’une maniére uniforme, le
tableau précédent. Notre point de vue consiste a essayer d’obtenir de nouveaux exemples de
calcul du p-spectre a partir des exemples existants.

De maniére générale, soit

FsMBN

une fibration (toutes les variétés sont, pour nous, compactes, connexes et orientées). Les métriques
dont nous allons équiper M sont construites comme suit, & partir des métriques sur la base et
sur la fibre. Soit H une connexion dans M, i.e. une décomposition ortho-gonale

TM=HoV



ou V est le fibré vertical (tangent a la fibre) de la fibration.
Si h est une métrique sur le fibré V' et si g est une métrique sur N, 7" > 0, soit

gr=ho T p*y.
Notons qu’on a obtenu une famille continue de métriques sur M telle que
b: (M7gT) - (N7g)

soit une submersion riemannienne. Notre objectif est alors d’obtenir des résultats du type sui-
vant.

Principe de séparation des variables (PSV) :

Exprimer le p — spectre de (M, gr) par le biais d’une famille de fonctions analytiques
(algébriques) qui dépendent de T et des spectres de deux opérateurs sur V et H
naturellement associés a notre situation géométrique.

On peut également formuler une question analogue au principe de séparation des variables pour
les espaces propres de (M, gr) relatifs aux p-formes.

Bien entendu, il faut d’abord décider s’il est possible d’établir un principe de séparation
des variables. Ensuite, il faut identifier les opérateurs différentiels sur V' et H et les fonctions
algébriques (analytiques) qui expriment le spectre des formes de (M, gr).

Nous allons maintenant donner quelques exemples ou il est possible d’établir un principe de
séparation des variables.

(i) Le cas o M = (N, h) x (F, T?g), un produit riemannien, est bien connu.

(ii) Concernant la p-valeur propre nulle il est possible (sous certaines hypothéses) d’exprimer
son espace propre (le p-iéme groupe de De Rham) en fonction des espaces propres (pour la
valeur propre nulle) de la base et de la fibre. Ceci est le théoréme de Leray-Hirsch ([9]).

(iii) Lorsque notre fibration est associée a une fibration principale, nous avons un principe
de séparation des variables concernant le O-spectre d’un certain type de métriques gr ([2] et [7]).

Notons qu’une question dans le méme esprit que le principe de séparation des variables, a
été traitée dans [24] (voir aussi [23]). Les auteurs essaient de déterminer des parties du spectre
des formes de I’espace total d’une submersion riemannienne en partant du spectre de la base. Le
principe de départ est cependant trés limité. On demande sous quelles conditions toute forme
propre pour le laplacien de la base se reléve dans une forme propre pour le laplacien de I’espace
total. Comme les auteurs le démontrent, ceci n’a lieu que dans trés peu de cas. Une meilleure
approche est de demander qu’une forme propre de la base, sujette a certaines conditions, pro-
duise, via une application de plongement a détérminer, une forme propre (pas nécessairement
horizontale) de I’espace total (voir le chapitre 4). C’est dans cet esprit que nous allons travailler
par la suite, dans un contexte que nous préciserons.

Le résultat principal de notre travail consiste a établir un principe de séparation des variables
dans le cas d’une fibration en cercles au-dessus d’une variété de Hodge. Nous procédons comme
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suit.

En (2.1) nous donnons les formules qui relient le laplacien des formes au laplacien hori-
zontal dans le cas d’une structure sous-riemannienne de codimension 1. Nous examinons les
liens entre les différents opérateurs qui apparaissent naturellement dans ce contexte. Ce para-
graphe sert de référence pour les diverses configurations géométriques que I’on peut imaginer
en codimension 1 (structure de contact, espace fibré en cercles de courbure arbitraire). D’un
point de vue technique, les formules de (2.1) montrent la nécéssité des conditions que nous
imposerons par la suite.

Au paragraphe (2.2) nous nous plagons dans le cadre suivant : M sera I’espace total d’une
S!-fibration principale au dessus d’une variété de Hodge N. La fibration sera munie d’une
forme de connexion adaptée a la forme de Kahler de N. Dans ce contexte, on munit M de la
famille de métriques riemanniennes gr, T' > 0 et on étudie le laplacien des formes de (M, g7).

Notre configuration géométrique présente deux particularités importantes. La premiére, algébrique,
est que I’endomorphisme antisymmeétrique associé a la forme de courbure du fibré provient
d’une structure complexe, ce qui donne lieu a des résultats de structure pour les formes, comme
la décomposition de Lefschetz et la décomposition en bidegrées. La deuxiéme, géométrique,
est que la forme de courbure de notre fibration est paralléle par rapport a la connexion de Lévi-
Civita de la base (car la base est de Ké&hler).

Ceci entraine des formules de commutation simples entre les opérateurs différentiels qui
jouent un role dans la décomposition du laplacien des formes de (M, gr). Une partie des for-
mules sont obtenues comme conséquences de celles de (2.1), d’autres sont démontrées dans
ce contexte spécifique. Notons que ces formules sont les analogues de contact des identités
kahleriennes classiques (voir [48]) et ont été demontrées de diverses maniéres dans [45], [42].

Nous avons essayeé de les présenter d’un point de vue qui est a la fois ouvert a la généralisation
et qui démontre I’utilité des hypothéses qu’on fait dans le reste de ce travail. Ce paragraphe est
le point de départ pour la méthode que nous allons développer ; on y trouve répertoriées toutes
les relations de commutation qui nous serviront par la suite.

En (2.3) nous rappelons quelques faits concernant les groupes de conomologie de Dolbeault
de la variété M. Il s’agit de résultats classiques de [45]. Nous insistons sur le fait que ces
groupes peuvent étre vus comme des espaces propres pour le laplacien horizontal A, pour la
premiére valeur propre, qui est explicitement calculable (voir la proposition 2.3.1). Nous avons
donc un objet géométrique qui produit du spectre pour un opérateur différentiel. Ce phénomene
se reproduira également dans le cas du laplacien des formes de (M, gr).

En (2.4) nous donnons I’analogue de la décomposition de Hodge d’une variété de Kahler
dans notre cas. Let but est de répondre a une question naturelle qui se posera dés qu’on aura
donné I’énoncé de notre théoréme 4.2.1. On s’en servira également a des fins calculatoires dans
(6.2).

Le chapitre 3 constitue I’étape technique de base de notre travail. Nous y étudions un es-
pace de formes différentielles horizontales sujettes a certaines conditions. Cet espace apparaitra
naturellement en (4.3). On procede en deux étapes, toutes deux essentielles par la suite. Nous
commencons par obtenir des résultats de décomposition qui nous permettront de bien com-
prendre la structure de notre espace. Ensuite, on s’en sert pour montrer que I’espace qui nous
intéresse produit de formes propres pour le laplacien des formes de (M, gr).
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Au chapitre 4 nous allons présenter et démontrer nos résultats principaux, ainsi que quelques
conséquences immeédiates.

En (4.1) nous introduisons les définitions et notations qui nous serviront a donner nos résultats.

Au paragraphe (4.2) nous présentons le principe de séparation des variables dans le contexte
géomeétrique du paragraphe (2.2). D’abord, nous avons un résultat qui exprime, a isomorphisme
prés, les espaces propres du laplacien des formes de (M, gr) en fonction des espaces propres
du laplacien horizontal soumis a certaines restrictions. Il s’agit du théoréme 4.2.1. Notons que
nous avons des décompositions de nature légérement différente pour les degré inférieurs, res-
pectivement supérieurs a la moitié. Une conséquence immédiate en est I’expression des formes
harmoniques de (M, gr) en fonction de formes horizontales, résultat déja connu par N. Tanaka
([45]). On en déduit également qu’en dimension 3 le spectre des fonctions de (M, gr) et la
cohomologie de Dolbeault de M déterminent le spectre des 1-formes de (M, gr).

Le PSV que nous recherchons, contenu dans le théoréme 4.2.2, est une conséquence immédiate
du théoréme 4.2.1. Il implique que le spectre des formes de (M, gr) comporte deux parties :

e une partie qui s’exprime comme des fonctions algébriques de deux variables, universelles
dans la catégorie de variétés que I’on considere, que I’on applique a T" et au spectre du laplacien
horizontal A% en restriction a un certain espace.

e une partie cohomologique, dont les espaces propres sont produits par les groupes de coho-
mologie de Dolbeault. Les valeurs propres qui en font partie sont explicitement calculables,
sont universelles dans la catégorie et ont comme multiplicités (dans la partie du spectre qui les
concerne) les nombres de Betti-Dolbeault de M.

Notre résultat est complémentaire a celui de M. Rumin (voir [43]) qui se sert de la technique
du commutateur, dans le cadre plus général des variétés de contact, pour déterminer la limite
du spectre, respectivement de la trace du noyau de la chaleur pour le laplacien des formes de
(M7 gT)

Nous avons donc mis en évidence une classe de variétés de contact (des fibrés au-dessus
d’une variété de Hodge) ou le comportement en 7" du spectre des formes est donné par des
formules exactes.

En (4.3) nous allons essentiellement démontrer le résultat de décomposition annoncé au
théoreme 4.2.1. La technique consiste a montrer que pour une forme propre de A, le bas de
la décomposition de Lefschetz est toujours un élément d’un espace comme on en a étudié au
chapitre 3. Ensuite on procede par récurrence en nous servant des particularités algébriques de
la situation.

Le chapitre 5 contient des applications de nature générale du principe de séparation des
variables dans le spectre de A,,., énoncé et demontré auparavant. Le fait que nous avons séparés
les rbles des objets horizontaux et verticaux dans le spectre des formes de (M, gr) nous permet
d’envisager, en principe, de traiter tout probléme relatif au comportement en 7" de ce spectre.
Ainsi, en (5.1) nous présentons les applications que nous allons donner au principe de séparation
des variables.

En (5.2) nous explicitons le spectre cohomologique de (M, gr). Il s’agit de valeurs concrétes,
universelles dans la classe de variétés que I’on a considérées. Nous donnons la positions de
certaines valeurs du spectre cohomologique dans le spectre équivariant de (M, gr).

Le probléme des petites valeurs propres, pour notre classe de variétés, est étudié en (5.3).
Nous donnons des expressions exactes et universelles des petites valeurs propres du laplacien
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des formes de (M, gr) lorsque T — 0, ainsi que de leurs multiplicités. Ce résultat améliore,
dans notre contexte, celui de [12]. Il se situe dans la ligne qui consiste a caractériser le bas du
spectre des formes d’une variété a I’aide de sa géomeétrie et de sa topologie.

En (5.4) nous regardons dans un premier temps la limite du spectre de A,,. lorsque T' — 0.
Nous retrouvons, a I’aide des résultats de (4.2), la convergence de ce spectre vers le spectre
de la base, déja établie dans un cadre beaucoup plus général dans [36]. Ensuite, on donne des
équivalents asymptotiques, a ordre arbitraire, de la trace du noyau de la chaleur de (M, gr)
lorsque T — 0. 1l s’agit, a notre connaissance, de résultats nouveaux.

Au paragraphe (5.5), on détermine la limite du spectre des formes de (M, gr) lorsque T' —
oo. Nous mettons en évidence un phénomeéne d’effondrement du spectre en degré moitié. On
calcule la limite de la premiére valeur propre des 2p + 2-formes de (M, gr). Finalement, nous
répondons a une question de Berger dans le cadre particulier de notre classe de variétés.

Les chapitres 6 et 7 contiennent des applications calculatoires du principe de séparation des
variables. On s’appuie sur le fait que la connaissance du spectre du laplacien horizontal entraine
la connaissance du spectre de A, agissantsur les formes de M. Nous allons traiter les cas d’une
classe de variétés de Heisenberg et des sphéres de Berger.

En (6.1) nous rappelons quelques définitions et faits concernant les variétés de Heisenberg
munies de métriques invariantes a gauche. On restreint notre étude a la classe de variétés de ce
type qui entrent dans le contexte géométrique décrit en (2.2).

Au paragraphe (6.2) nous déterminons la partie du spectre du laplacien horizontal qui nous
intéresse, en utilisant la connaissance du spectre des fonctions (cf. [26]) et les résultats de (2.4).
Ensuite, on applique les résultats de (4.2) (théoréme 4.2.2) pour obtenir le spectre des formes
de la classe de variétés considérées.

Le chapitre 7 contient un calcul de nature difféerente comparé a celui du chapitre 6, dans la
mesure ou il n’est pas immédiat d’obtenir le spectre du laplacien horizontal.

En (7.1) nous décrivons la construction des métriques de Berger de la sphére S* 1, tout en
remarquant qu’il s’agit d’un cas particulier de la configuration de (2.2).

Le paragraphe (7.2) est consacré au calcul du spectre équivariant de la sphére cano-nique.
Nous commencons par donner une méthode plus simple (d’un point de vue technique) que
celle de [19] pour obtenir le spectre de la sphéere canonique, en nous servant de la description
de I’espace des formes différentielles de la sphere donnée dans [35]. On en déduit le spectre
équivariant de la sphere canoniqgue.

En (7.3) nous commencons par déterminer le spectre du laplacien horizontal, en nous servant
de la connaissance du spectre équivariant de la sphére canonique et du résultat de décomposition
du théoréeme 4.2.1. 1l s’agit donc d’une réciproque au fait que le spectre du laplacien horizontal
détermine le spectre de A, : le spectre équivariantde Ay, , To > 0 fixé, détermine le spectre du
laplacien horizontal. Nous donnons une formule de récurrence qui permet de calculer les multi-
plicités du spectre du laplacien horiozontal en fonction des multiplicités du spectre équivariant
de la sphére canonique. Le spectre des sphéres de Berger vient alors par application du principe
de séparation des variables.

Dans I’annexe A, nous montrons comment on peut calculer les multiplicités du spectre, res-
pectivement du spectre équivariant de la sphere canonique. Bien que ce ne soit pas un probléme
qui nous intéresse directement, on s’y penche pour compléter le calcul de (7.3). D’un c6té, on
voit que les formules de multiplicité de [19] sont éronnées. D’un autre c6té, il n’est pas clair
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pour nous que ces multiplicités puissent étre déduites du travail (essentiellement algébrique) de
[35].

L’annexe B essaye d’établir dans quels cas, sous les hypothéses du paragraphe (2.2), les
méthodes de I’analyse harmonique sont applicables pour obtenir des calculs du spectre. On
étudie donc le groupe des isométries de la famille (M, gr). Des relations intéréssantes entre les
champs de Killing de (M, gr) et les 1-groupes de cohomologie de Dolbeault de M sont mises
en evidence.
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Chapitre 2
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2.1 Ladécomposition du Laplacien

Dans cette section nous nous plagons dans la situation suivante. Soit (M™, g) une variété
riemannienne compacte, connexe et orientée. Supposons M munie d’un champ de vecteurs
unitaire (par rapport a g), noté R. Notons V' la distribution engendrée par R (qui sera appelée
la distribution verticale) et H la distribution orthogonale a V' (H sera appelée la distribution

horizontale). On a alors la décomposition

2.1.1

TM=HaoV.

Cette décomposition a un analogue pour les formes différentielles. Posons d’abord la

Définition 2.1.1
Soit p > 0. L’espace des p-formes horizontales de M est

AP(H) = A’(M) N Ker(ir)

ou 7 g désigne le produit intérieur par le champ R.

Soit# € A'(M) la1-forme associée a R via la métrique g. Nous allons démontrer I’existence

de la décomposition :

2.1.2

AP(M) = AP(H) @ [A2~!(H) A 6)].

9
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Bien que ce soit la conséquence d’un fait général d’algebre linéaire, nous allons en donner la
preuve qui nous servira d’ailleurs par la suite.

Démonstration :

Il suffit de voir que si « € AP(M) on a une écriture unique @ = a3 + as A 6 avec oy €
AP(H),ap € AP7'(H). Si une telle écriture existe, par application de ig, une antidérivation,
on obtient que iy = (—1)?"liga donc a; = a + (—1)?(igcr) A 6. Les formes a; et ay étant
horizontales, (2.1.2) est prouvée B

Soit maintenant g la restriction de g a H. Nous munissons M d’une famille de métriques
riemaniennes en posant pour 7" > 0

L’objectif de ce paragraphe est de calculer I’action du laplacien des formes différentielles de
(M, gr) sur la décomposition (2.1.2) (voir la proposition 2.1.4). Pendant les préliminaires qui
nous conduiront a ce but, nous allons mettre en évidence et étudier les propriétés de plusieurs
opérateurs différentiels propres a la structure sous-riemannienne que porte M (cf.(2.1.1)). Parmi
les plus importants, citons la différentielle horizontale d; introduite par la définition 2.1.3 ainsi
que les laplaciens horizontaux Ap, Al A2 (cf. la définition 2.1.4). Ensuite, nous allons ex-
pliciter les commutateurs qui figurent dans notre premiére formule pour I’action de A, sur
la décomposition (2.1.2) (voir la formule (2.1.13)). Pour cela nous utilisons le lemme général
2.1.1 qui nous conduira au résultat final que contient la proposition 2.1.5.

Vu le caractere trés général de ce paragraphe, il servira pour obtenir, dans un cas spécial,
celui d’un fibré au-dessus d’une variété de Hodge, (voir la section 2.2) des renseignements plus
précis sur le laplacien A,,.. De fagon heuristique, les résultats de cette section nous montreronta
quel point le contexte géométrique de (2.2) est nécéssaire pour obtenir le principe de séparation
des variables du chapitre 3.

Commencons par introduire les objets qui nous aideront a réaliser ce programme.

Définition 2.1.2
La courbure b € A?(H) de la distribution horizontale H est la composante horizontale (par
rapport a la decomposition (2.1.2)) de la forme df .

Remarque 2.1.1
Ona
dd=b+nN0

ou 7 est la 1-forme horizontale associée au champ horizontal —V g R via la métrique gz (V est
la connexion de Lévi-Civita de g ).

Démonstration :
Onavuque n = —ig(df). Soit X € x(H); alorsig(df)X =< VrRR,X > — < R,VxR >.
Mais < VxR, R >= X||R|[>=01
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La différentielle extérieure ne préserve pas I’espace des formes horizontales. Nous mesurons
ce phénomeéne par la

Définition 2.1.3
La différentielle horizontale

di : AP(H) — AP (M), p >0
est I’opérateur qui a une p-forme horizontale « associe la partie horizontale de dc.

L’ opérateur d;; hérite de d les propriétés d’étre d’ordre 1 et d’étre une antidérivation.

On examine le lien entre les opérateurs d et dy. Introduisons les opérateurs d’ordre 0

L:AI(H)— AT2(H), L:=-Ab
S:AI(H) — AT (H), S:=nA-

Soit L la dérivée de Lie dans la direction du champ R. Notons que I’espace des formes
horizontales est préservé par cet opérateur. Alors nous avons :

2.14

Proposition 2.1.1
Par rapport a la décomposition (2.1.2) nous avons sur AP (M)

_ dr (1)t L
215 d= ( e dias )

Démonstration :
Soita+ BA6,a € AP(H) et 3 € AP"1(H). Alors

dla+BA0) =da+dB A0+ (=1)P'BAdS.

Comme
da = dpa+ (—1)P(irda) A0 = dga + (=1)PLra A 0

et de méme,
dB = duf+ (~1)"'LrBAO

on conclut en utilisant le faitque dd =b+nA 60 R

La formule (2.1.5) nous permet de dégager les premiéres propriétés de la différentielle hori-
zontale. Tout d’abord, comme d(df) = 0 on arrive par (2.1.5) a

dgb = Lnet dgn = —Lgb.
Comme dy est une antidérivation on obtient
2.16 [du, L] = LS sur A*(H).
On a aussi
2.1.7 [du, Lr] = —SLg sur A*(H).
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Démonstration :
Par (2.1.5) nous avons pour e € AP(H) :

d(,CRCV) = dH(,CRCV) + (—1);”_1,6%& AB

et
,CR(dCV) = ,CR(dHCV + (_1)p—1£R N 9) =

= Lrdpo + (—1);”_1,6%@ A6+ (—1)p_1£RC¥ A Lg0.
Compte tenu de [d, Lg] = 0 on trouve [dg, Lr)la = (=1)PLra A Lg§. Mais
,CRQ = szG = ’LR(b+ n A 0) = ’LR(T] AN 0) = -1

ce qui nous permet de conclure B

Une identité importante relative a la différentielle horizontale est le calcul de son carré.

Proposition 2.1.2
Nous avons

218 d3; = —LLg sur A*(H)

Démonstration :
C’est une conséquence du fait que d? = 0. Soit « € AP(H). Par (2.1.5), on a successivement :

d(de) = d(dga + (—1)?Lra A ) =
=d(dga) + (=1)P(d(Lra) A0 + (—1)ILra A d) =
= dho + (=1)PT Lr(dra) A+ (=1)P(du(Lra) NG+ (=1)PLra Adf) =
=d4a+ (—1)P[dg, Lrla A0+ Lra A db.
Or [dg, Lgr) = —SLg par (2.1.7) et
LraAd)=LraA(b+nA0)=(LLR)a+ (—1)P(SLr)aAb.

Finalement d(da) = d3a + (LLg)a et on conclut par d* = 0 M
Par conséquent, lorsque b # 0, dg n’est pas une différentielle exacte.

Nous allons maintenant introduire la codifférentielle horizontale. Faisons la convention sui-
vante : si D : A*(H) — A*(H) est un opérateur différentiel, nous notons D* son adjoint formel
par rapport a la métrique g et a la forme volume de la métrique g, notée p4 ; on peut également
intégrer par rapport a p,,., la forme volume de gr, T > 0 fixé, car p,, est proportionelle a p,.
Nous démontrons alors :

Proposition 2.1.3

L’identité
d* (-nr-t . L
2.1. — H T2 R
9 dgT ( (_1)pT2 . L* d}{ +S*

est valable sur AP(M), par rapport a la décomposition (2.1.2).
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Démonstration :

Désignons par < -,- > la métrique gr. Soit o € AP(H) ety = v + 2 A 0 € AP~1(M) avec
v € AP7Y(H) ety € AP2(H). Alors:

S < &0y > pgp = [ <oudy > pg = fi, < o, dpyi + (=1)PLya > pg,+

+fM <, [(—1)p_1£R’Yl + (dH -+ S)’)’Q] NG > g -

Le deuxiéme produit scalaire étant nul (AP(H) et AP~'(H) A 6 sont orthogonaux pour gr) on
doit calculer seulement la premiére intégrale.

S < aydam + (—1)PLya > pg, = [, < dijo, 1 > pg, + (1P [}, < Lroy,ve > pg, =
= [y < dfhoa, v > pgp + (“1)PT? [, < L*a A0, 72 A O > g,

car le champ associé a 6 via gr est T%R. De nouveau, par I’orthogonalité de AP~'(H) et
AP~2(H) A 6, on obtient

/ < d;Ta,'y > Ugp = / < dﬁa + (—1)”T2L*a/\ 0,~v > Mgy
M M

La forme -y étant arbitraire, la formule est prouvée sur A?(H). Il nous reste & démontrer (2.1.9)
sur AP~1(H) A 6. La preuve sera omise car identique a ce qu’on a vu ci-dessus B

Par passage a I’adjoint dans (2.1.6)-(2.1.8) (c’est a dire en appliquant le méme genre de
raisonnement que dans la preuve de la proposition précédente) on établit les identités

2.1.10 [d%,, L*] = —S*L*
2.1.11 [y, L) = £55*
2.1.12 (d5)? = — L5 L*

valables sur A*(H). Notons que S* = iy,g.

En nous servant des opérateurs dy et dj;, on peut former, en analogie avec le cas riemannien
standard, plusieurs types de laplaciens.

Définition 2.1.4
Les opérateurs Ay, AL, A% . AP(H) — AP(H) définis par

Ay = dudy + diydy
Al =Ag+ L4k
Ay = Ay + 5 LrLY.

seront appelés laplaciens horizontaux.
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Il s’agit d’opérateurs d’ordre 2, positifs et autoadjoints.

Il nous est maintenant possible de donner une premiére formule pour I’action de A, sur la
décomposition (2.1.2). Notons que les laplaciens horizontaux Al et A% y apparaissent natu-
rellement .

Proposition 2.1.4
Nous avons sur AP (M)

) 113 A, = ( AL +T2LL*  (-1)D*+ G pr )
(=1)PT2D + (=1)PP A% + T2L*L + Q
ou les opérateurs D, P, ) sont définis par
D =[dyg,L*]+ SL*, P = [d}, Lr] + S*Lr
Q ={5*du} +{S, dy} +{5% 5}
et {-, -} désigne I’anticommutateur.

Démonstration :
Elle consiste a faire la multiplication formelle des matrices qui apparaissent dans (2.1.5) et
(2.1.9) en faisant attention au degré des formes H

Corollaire 2.1.1
Les opérateurs Al; et A% sont elliptiques.

Démonstration :

Lorsque D est un opérateur différentiel d’ordre 2, son symbole principal d’ordre 2 sera désigné
par o%,.

Par (2.1.13) I’opérateur Aj; s’exprime comme la somme de la restriction de A, a A*(H) et
d’opérateurs d’ordre inférieur ou égal a 1. Par conséquent

oz}{ = UingA*(H) cT*M — End(A*(H)),o'Z}{(C) = —|I¢|I2,.

Ainsi Al est elliptique, de méme que A%, son adjoint B

Remarque 2.1.2

Apg n’est pas un opérateur elliptique. Cependant, lorsque M est une variété de contact, H la
distribution de contact et R le champ de Reeb associé, il a été démontré dans [42] qu’il s’agit
d’un opérateur hypoelliptique.

Dans le reste de cette section nous allons essayer de donner une expression plus simple aux
opérateurs D et () qui apparaissent dans la formule (2.1.13). Nous aurons besoin du lemme
technique suivant.

Lemme 2.1.1

Soit (N™, g) une variété riemannienne connexe et w € A?(V). Soit G I’endomorphisme associé
dwviag:w=<-G >etL:AY(N)— A92(N) la multiplication extérieure par w (cette
notation est abusive ; a ne pas confondre avec (2.1.4)). On a alors pour & € A4(N)
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2.1.14 [d*, L|Ga = —Gda — G'a + (—1)1Ga A d*w

ou G' : AY(N) — A?T(N) est I’'unique morphisme de fibrés vectoriels qui vérifie :
(0) G'BAY)=(-1))GBAG'Y+G'BAGy, B € A(N),v€ A(N)
() GM(f)=0,f€C=(N)
(i11) G'Ya) =ix [d*w Aw— sd*(w /\w)],a e AM(N),a=<-,X >.

Démonstration :
Veérifions d’abord que [d*, L]|G + Gd est un opérateur d’ordre 0. Soit (f, «) € C*°(N) x AY(N).

Alors
([d*, L|G + Gd)(fa) = [d*, L|(fGa) + G(fda+ df Aa) =

=d*(fLGa) — Ld*(fGa) + fGda + G(df) A Ge.
Nous allons utiliser la formule (voir [14])
d*(h3) = hd"B — igraa nB; (h, B) € C*(N) x A*(N).
Par conséquent :
([d*, LIG + Gd)(fa) = f(d*"L)Gox — igpeq f LG — fL(d*Gar)+
+L(igrea fGer) + fGda + G(df) A Ge.
Comme
tgrad fL(Ga) = igrad f(Ga A w) = igraa fGa Aw + (—1)PGa A igreq fw =
= L(igrqa fGar) + (—1)!Ga A G(df),
(car igreq fw = G(df)) on arrive a
([d*, L|G + Gd)(fa) = f([d*, L|G + Gd)«
ce qui montre bien que notre opérateur est d’ordre 0.

Soitz € N et {e;}i=1,, un repére orthonormé local au voisinage de = qui soit géodésique en
z, c’esta dire que (V,e;), =0, 4,7 = 1,n. Rappelons qu’au point z on a

d=> e AV,
2.1.15 =1
d* ==Y i, Ve,
j=1

(voir par exemple [14]). Désormais tous nos calculs seront faits au point z. Soit & € AY(N).
[d*, L|Ga = & (Ga A w) — d*(Ga) Aw = Z(ieiveiGa) Aw — i, Ve, (Ga A w).
i=1
Mais ie, Ve, (GaAw) = i, (Ve,GaAw+GaAVe,w) = (ig;Ve,0) A\w~+ (—1)IV, Ga A ig,w +
te; Ga A Veg,w + (—1)1Ga A e, Ve,w ce qui fait que

[d*, LIGa = —Ka+ (—-1)!Ga A d*'w
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n

ot I'onaposé Ko = > (—1)4V,,Ga A i w + i.,Ga A V,w. Comme le produit intérieur est
=1

une antidérivation on s’assure sans peine que

K(BAv)=KBAGy+ (-1)’GBAKv, B € A’(N),vy € A(N).

Sachant que K — Gd est d’ordre 0, il nous suffit maintenant de démontrer la formule (2.1.14)
pour ¢ = 0, 1. Si f est une fonction sur NV alors

[d*, LIGf = d*(fw) = fd*w — igraqpww = fd*w — Gdf

donc G'f = 0. Si @ =< -, X > est une 1-forme notons d’abord que Vy(Ga) = GVya +

ix Vyw pour tout champ Y € x(N). Par ce fait on arrive 8 Ka = Gda — ix Y, Ve,w A dgw.
i=1

Comme Ve,w A tew = e, (Ve,w A w) — (G, Ve,w) Aw = 36, Ve, (w A w) — (4, Ve,w) Aw ON

obtient par (2.1.15) :

Ka = Gda - %d*(w Aw) + (d*w) ANw

On conclut en utilisant la définition de X W

Remarquons que la formule précédente est I’analogue des identités de Hodge sur une variété
kdhlerienne. On s’en sert pour obtenir des renseignements sur le commutateur [d%;, L] comme
suit. Soit F' € End(H) I’endomorphisme antisymétrique associé a la forme b via gg.

Proposition 2.1.5
On apour o € AY(H) (ici L est I’opérateur donné en (2.1.4)) :

2.1.16 [d%, L]Fa = —Fdga — Fla+ (=1)4Fa A d%b

ou F': AY(H) — A?(H) est I’'unique morphisme de fibrés vectoriels qui satisfait a
(i) FYBA > (—1)PFBA Fly+ F\B A Fy, § € AP(H),y € A7(H)
(@) FU(f) =
(i) F'(a) = ix[ s b AD— Ldi(bA b)],a e AYH),a =<, X >

Démonstration :

On applique le lemme 2.1.1 pour (M, g) (donc T' = 1 car g; = g) et pour la forme b. Alors
G € End(T M) estdéfini par G| = F, G|y = 0. Par conséquent Gia~(iry = F et Gax(myno = 0.
Compte tenu de (2.1.4) on obtient lorsque « € AY(H)

[d}, L]Fa = —Gda — G'a + (—1)?Fa A dib.

Or (2.1.9) entraine que [d}, L|F'a = [d}, L|F e + (—1)?[L*, L](F'e) A 6. D’un autre coté, par
(2.1.5) on obtient G(da) = G(dga + (—1)1Lra A 0) = Fdga. Donc

[dy, LIFa + (-1)[L*, L}(Fa) A = —Fdga — G'a+ (-1)Fa A dib.
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Nous avons maintenant a identifier les parties horizontales de I’égalité précédente. Décomposons,
al’aide de (2.2.1), G' : AY(H) — AT"'M comme G' = F' + F2 A f ol

F': AY(H) — AT (H), F?: AY(H) — AI(H)
sont des morphismes de fibrés vectoriels. Comme d}b = dj;b + L*b - 6 on trouve que

(%, L)JFa = —Fdga — Fla+ (—=1)Fa A dib.
Ga+p Vérifie (i) donc il en est de méme pour F''. Comme F' = 0 sur C*°(M), il nous reste
a voir que F* vérifie (iii). Considérons 3 =< -, X > € A'(H). Alors G*(8) = ix [d;b Ab—

id;(b/\b)] LOr dX(bAb) = diy(bAD) + L*(bAB) A6 et d3(b) = di(b) + L*(b) - 6 ce qui entraine
que

GL(B) = ix [d;,(b) Ab— Lt (b A b)] +ix [(L*b ‘b= LL*(b A D)) A 9]
= ix [d},(b) Ab— Ldt(bA b)] + [iX(L*b b= 1L (b A b))] A

par I’horizontalité de X. On a bien montré que F'4 = ix [ b AD— L (b A b)] m

Notons que cette formule a été déja établie, lorsque M est une variété de contact, dans [43].
Concernant I’opérateur @ il estimmédiat de constater que

—Q =Lvyr+ LY,z — ||VrR].

Il s’agit donc d’un opérateur d’ordre 0. Comme dans les cas qui vont nous intéresser par la suite
cet opérateur sera identiqguement nul, nous n’allons pas plus loin dans son étude.

2.2 Le cas d’une fibration au-dessus d’une variété de Hodge

Dans ce paragraphe on présente le contexte géométrique dans lequel nous allons établir le
principe de séparation des variables. C’est un cas particulier de la situation discutée au para-
graphe précédent dont nous allons étudier les propriétés spécifiques.

Concrétement, on va se placer dans la situation suivante. (N2 h,J) sera une variété de
Kéhler, compacte et connexe. Soit w € A?(N) la forme de Kéhler de N, w(X,Y) = h(X, JY).
Rappelons que w est paralléle pour la connexion de Levi-Civita de 4, donc fermée. Nous allons
supposer que NN est de Hodge, c’est a dire que la classe [w] est un multiple non nul d’une classe
entiére dans H2(N,Z) . Quitte a renormaliser la métrique 4 et a changer J en —.J, on peut
supposer que la classe [w] est entiere.

Soit maintenant S* < M 5 N le fibré principal dont la premiére classe de Chern est égale
a [w]. L’existence et I’unicité (& isomorphisme prés) de cette fibration est garantie par le fait que
la premiére classe de Chern réalise un isomorphisme entre les classes d’isomorphisme de fibrés
principaux en cercles et H*(N, Z).

Choisissons # € A'(M,R) une forme de connexion principale adaptée a la forme de Kéhler
de N i.e. telle que

df = T w.
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Soit H = Kerf la distribution horizontale associée a ¢ et soit R € x (M) le champ induit par
I’action du cercle.

Remarque 2.2.1

(i) (M, 0) est une variété de contact ; c’est également une variété fortement pseudo-convexe au
sens de [45].

(if) L’espace des formes horizontales ne dépend pas de la forme de connexion qu’on choisit
dans notre fibré. La connexion est nécessaire pour obtenir la décomposition (2.1.2).

Pour T > 0, on munit M des métriques gr définies au paragraphe 2.1. On obtient une famille
de submersions riemanniennes a fibres totalement géodésiques,

(M, gr) = (N, h).

Remarque 2.2.2

Tout autre forme de connexion 6; adaptée a w s’écrit §; = 6 + 7*a avec a € A'(N) fermée.
Donc, a priori, les métriques gr dépendent du choix de 6. Pour les classes d’isométrie de ces
métriques et autres informations complémentaires voir I’annexe B.

Le but de cette section est d’analyser, dans la situation décrite ci-dessus, les liens entre les
différents opérateurs qui apparaissent dans la decomposition de A, ( voir (2.1.13)). Toutes les
formules de commutation qui nous seront nécéssaires dans la suite de notre travail y figurent. On
va exploiter les nombreuses particularités de notre configuration géomeétrique comme suit. Nous
commengons par rappeler des faits sur la structure algébrique de A*(M) : la décomposition de
Lefchetz, la bigraduation complexe et les liens existants entre les deux. Ensuite, nous voulons
voir ce que devient la formule (2.1.13), qui donne I’action du laplacien sur la décomposition
(2.1.2), dans notre cas. A cet effet, nous obtenons d’abord, a partir de la proposition 2.1.5 les for-
mules fondamentales (2.2.15)-(2.2.16) qui décrivent les commutateurs [d g, L*] et [d%;, L]. Onen
déduit la formule pour la décomposition du laplacien A4, donnée en (2.2.19). Il s’agit d’adapter
a notre géométrie la formule (2.1.13) ; elle en sortira considérablement simplifiée. Nous faisons
ensuite quelques préparatifs qui conduiront a la preuve de I'identité (Jdg)* = (dgJ)? (voir
(2.2.24)), qui est d’une importance vitale pour nous : elle entraine que la décomposition de
Lefschetz et la bigraduation complexe de A*(H) sont préservés par le laplacien horizontal. En-
suite, a I’aide des formules établies précédemment, nous étudions les différentielles complexes
Om, O, qui seront définies au paragraphe 2.2.1 et les laplaciens qui leurs sont associés. Finale-
ment, au paragraphe 2.2.2 quelques formules utiles pour la suite seront donnés.

Nous procédons maintenant a la réalisation de ce programme.

Par construction, les métriques g, T > 0, sont invariantes par I’action du cercle. On utilise
I’action de S! pour étudier I’espace des formes de M. Pour z € St soit R, : M — M la
translation associée a z. Sauf spécification contraire, on va toujours travailler avec des formes
différentielles a valeurs complexes.

Définition 2.2.1
Soit ¢ > 0 et k € Z. On définit I’espace des g-formes k-équivariantes par

2.2.1 AM(M)={aeN(M): Ria=2F-a VzeS'}
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Notons que la dérivée de Lie Lg agit sur A} (M) par multiplication avec ik et que ces espaces
sont invariants par I’action du cercle. On a aussi

A (M) sont des sous-espaces fermées dans L?(AY(M));

222 L2(AY(M)) = 6 A (M), somme directe d’espaces de Hilbert.
kEZ

La complétion L? peut étre prise par rapport a toute métrique du type gr-.
De (2.2.2) nous déduisons que Lz est un opérateur antisymétrique :

2.2.3 L+ Lp=0.

On peut également définir les espaces des formes différentielles horizontales et équivariantes en
posantpourg > Oetk € Z

2.2.4 AY(H) = AS(H) N AL(M).

Ces espaces héritent de toutes les propriétés des espaces Af (M) et satisfont en plus une décomposition
(2.1.2) de type équivariant.
Une autre particularité algébrique importante de la situation géométrique considérée est liée
a la forme de Kahler de (N, g, J). Soit L I’opérateur d’ordre 0 défini en (2.1.4) (ici b = 7*w).
La propriété la plus importante de L est

225 [L*, L] = (r — q)1aeqm)
(voir [25], page 172). Elle donne lieu a la notion suivante.

Définition 2.2.2
Une g-forme horizontale est primitive ssi L*« = 0. L’espace de ces formes sera noté par S9.

Notons qu’il n” y a pas de formes primitives en degré supérieur a r i.e.
S'=0,g>r

et que 8" = Ker L (voir [25], page 180). Comme on va s’en servir constamment au chapitre 4,
énoncons les versions itérées de (2.2.5).

L, L) = s(r — g — s+ 1)(L)*"!
(L%, L) = s(r — g+ 5 — 1)(L*)°

Une autre conséquence de (2.2.5) est

2.2.6 _1 sur AY(H),seN.

2.2.7 L84 =0pour0<g<r.

Démonstration :
Soit € 879, Alors || L9 q|? =< L*L9 @, L« >. Or par (2.2.6) et le fait que « est primi-
tive, nous avons que L*L%* o, =0 W

Ces identités sont la source de la décomposition de Lefschetz de I’algébre des formes hori-
zontales que nous rappelons maintenant (voir [25], page 180).
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( 4

S2p+2 D @ Ls+182(p—s) si p < [g] -1
A2p+2(H) — < » s=0
@ LHS9sif<p<r-1
\ s=2p+1—r
(

2.2.8 »
@ LosHr-+ sip < [5] — 1
A2p+1 (H) = s=0 »
@D LiSHrItsi[f]<p<r.
\ s=2p+1—r

Tous les faits ci-dessus ont des analogues équivariants. Ceci est dd au fait que
2.2.9 [L, Lg] = 0 sur A*(H)
(c’est une conséquence du fait que Lz7*w = 0, car 7w est fermée et horizontale). On pose

Définition 2.2.3
Pour 0 < ¢ < r etk € Z soit S} I’espace des g-formes primitives et k-équivariantes.

L’algébre A*(H) posséde une bigraduation donnée par la structure complexe J qu’on rappelle
maintenant. Soit 7 : AY(H) — AY(H) I’endomorphisme défini par

J (@) (v1,...,v4) :=Za(v1,...,ij,...,vq) sig> 1.

j=1
Sur C*(M) onpose J =0 .
Nous avons
2.2.10 J estune dérivation de A*(H)etJ = Jsur A'(H).

La preuve de ce résultat est un simple exercice d’algébre linéaire. Notons que ces propriétés
déterminent complétement 7. Le spectre de J étant +: on obtient que les valeurs propres de J
sur A?(H) sont de la forme i(t — p),t 4+ p = ¢. Les espaces propres correspondants seront notés
A*P(H). Ces espaces ont des analogues équivariants, notés A?(H) par le fait que

2.2.11 [T, Lr] =0

(découle de (2.2.10) et de [J, Lg] = 0). Nous avons également des espaces de formes du type
(t, p) qui sont primitives resp. primitives et équivariantes et qui seront notés S resp. Sy”. Ceci
est d0 a I’identité

2.2.12 [L,J]=0

déduite de (2.2.10) et de [L, J] = 0. Pour les espaces A*?(H) nous avons une décomposition

de Lefschetz analogue a (2.2.8). Il faut toutefois noter que L envoie une (¢, p)-forme sur une
(t+1,p+ 1)-forme.

Remarque 2.2.3
L’endomorphisme J va apparaitre naturellement dans la formule de Weitzenbock pour le la-
placien horizontal (voir I’annexe B).
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On passe maintenant a I’étude des opérateurs différentiels asssociés a la distribution H. Dans
un premier temps, on va donner une expression plus simple pour (2.1.13) en particularisant a
notre cas les résultats obtenus dans la section 1.

Nous notons V7 la connexion de Levi-Civita pour la métrique gr. Alors
2.2.13 VEIR=0

(voir [6]) Par conséquent, I’opérateur S défini en (2.1.4) est nul, donc aussi Q. Les formules
(2.2.3) et (2.1.7) entrainent alors que I’opérateur P est également nul. Nous &tudions maintenant
le commutateur [dg, L*]. Notons d’abord que

dy(m*a) = 7*(da)

2.2.14 . (% ol %
dH(W 0‘) =7 (dha))

,a € AI(N).

Démonstration :

La premiére affirmation est évidente. Montrons la deuxiéme. Comme S! agit par isométrie sur
(M, gr) I’action de _Sl pr_éserve dy . donc dj; par (2.1.9). Il existe alors 8 € A“"(N) telle que
d (m*a) = 7* (. Soit maintenant v € AY~'(NN). Nous avons :

/ TP, TN > gy = / < dp(m*a), 7y > pg, = / < o, (dy) > g,
M M M
donc
/ <ﬁ,7>uh=/ <a,d7>uh=/ < dje,y > pin.
N N N
La conclusion s’ensuit Il
Comme les formes w et w A w de N sont paralleles, donc cofermées, on obtient par ce qui

précéde que dy;(m*w) = 0 et dy; [W*(w A w)] = 0. En notant que J? = (—1)?-4d sur AY(H) la
formule (2.1.16) nous donne

2.2.15 [dy, L] = (1)1 JdiJ sur AY(H).

Par dualité il vient que

2.2.16 [du, L*] = (—1)4Jd}J sur AY(H).
Donnons les versions itérées des deux formules précédentes sur AY(H), s > 0.
2.2.17 [dy, L*] = (—1)9+ s(JdgJ) Lo}
Etablissons un autre fait utile :

2.2.18 [dgr, Jd5; J) = (=1)4(r — q)Lg sur AY(H).

Démonstration :
Par (2.2.16) nous avons sur AY(H) : [dx, Jd5J] = (—1)Y{dmu, [du, L*]} = (-1)9d%, L*] . On
conclut par (2.1.7) et (2.2.5) &

Nous avons maintenant, a partir de (2.1.13), une expression simplifiée pour I’action de A,
sur la décomposition (2.1.2) :
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2.2.19 A, =

gr

( AT +T2LL*  —JdyJ

*
T2jdtJ AT+ TLAL ) sur A(M)

ol AT, = Ag — 75 L% (voir [43], page 2, pour une formule dans le cadre plus général des
variétés de contact).

Remarque 2.2.4
Par les formules de (2.2.14) on obtient que

2.2.20 Apgm* = W*Ah sur A*(N)

Dans la suite, nous allons établir d’autres propriétés des opérateurs différentiels horizontaux
qu’on a définis, propres a notre contexte actuel. Nous allons d’abord montrer un point technique
crucial pour le reste de notre travail. Il s’agit de I’identité (2.2.24).

Faisons deux remarques concernant la connexion de Levi-Civita de gr. Si X € x(V) soit
X* € x(M) le relevé horizontal de X par rapport a la connexion 6. Notons que X* est un
champ invariant par I’action du cercle, donc [X™*, R] = 0. Nous avons (cf. [6])

2.2.21 VEY* = (VxY) = Zw(X,Y)or- R, X,Y € x(N)
ou V est la connexion de Levi-Civita de A. Nous en déduisons
2.2.22 VEX* = —T(JX)*, X € x(N).

Démonstration :
VL X* est un champ horizontal car < VEX* R >= LR. < R, X* >= 0. Comme il s’agitd’un
champ invariant par S*, il existe Z € x(N) tel que VLX* = Z*. Soit Y € x(N). Alors

<Y, Z>om =<Y* Z*>=< VEX* Y*>=< VR Y*>= — <R, VwY*>.
On conclut par (2.2.21) &

Le fait dont nous aurons besoin est :

2293 Vir*w =0
. Virtw = —T;a/\ 0, a =<+, X >, X € x(M), horizontal.

Démonstration :
Soient Y, Z € x(NN). Nous avons

Vi w(Y*, Z%) = — [W*W(V£Y*, Z*) + mrw(Y, VEZ*)] =

= D [Pw((Y), 2%) + mw(Y, (J2))] =0,
Par ailleurs, VEr*w(R,Y*) = 0 par (2.2.13) et le fait que m*w est horizontale. Comme H est
localement engendrée par des relevés de champs de N on a que VEr*w = 0. L'autre formule

se démontre suivant le méme principe B

Nous pouvons maintenant démontrer I’identité :
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2.2.24 (diJ)? = (Jdg)? sur A*(H).

Démonstration :
Soit D : A*(H) — A*(H), D := (diJ)* — (Jdg)?. Pour montrer que c’est un opérateur iden-
tiguement nul on procede en plusieurs étapes.
(1) {dn, D} = 0.
Nous avons que dgD = di(dgJ)? — dp(Jdy)? = d%(JdyJ) — (dgJ)?dy et Ddy =
(duJ)2dy — (Jdy)?dy = (duJ)*dy — (JdgJ)d%. Or les opérateurs Jdy J, L, L commutent
deux a deux.
(it) D(a A B) = (—1)9Da A B+ (—1)’a A DG, (o, B) € AP(H) x AY(H).
C’est une simple conséquence du fait que dy est une antidérivation.
(#43) D est d’ordre 0 et D = 0 sur C*(M).
Par (2.2.15) on a
Ap, L] = (~1)*'D

sur AY(H). Or, par (2.2.19) nous avons que
A, (8) = ALB+T2LL*B + T*(JdiyJ)3 A O
pour toute forme 3 € A*(H). Par conséquent, apres calcul, on arrive &

(A, L] = [AY, L)+ T?LIL*, L) + T J[d}, L]J A 6

[l

Par (2.2.5) , (2.2.15) et le fait que L et Lz commutent, la formule précédente se met sous la
forme plus simple

2.2.25 Ay, L) = [Ap, LB+ T2(r — ¢)L + (=1)T%dpB A 0, B € A(H).

g1
Soit (f, ) € C°(M) x AY(H). Nous allons calculer [A g, L)(f«). Rappelons d’abord que, cf.
[14],

2226 Ay (h-B)=h-A,B8—2VT ., B+A, f-B,(hB) € CO(M) x A*(M).

grad
Cette formule nous permet d’obtenir facilement

[A L](f : a) = f ) [A L]a —2a A Vgrad f(ﬂ—*w)'

gr» ar>?
Comme V7,4 f(m*w) = —T;dHf A 0 par (2.2.23), il s’ensuit, moyennant (2.2.25) que

Donc D est un opérateur d’ordre 0, nul sur C*° (M), car D(1) = 0.

Nous allons maintenant réunir tous ces faits afin de pouvoir conclure. Par le fait que {D,dy} =
0 on obtient que D(dyf) = 0, f € C>*(M). Or D est d’ordre 0 et pour tout « € A'(H),,z €
M fixé, il existe f € C*°(M) avec (dg f), = «, donc D est nul sur A'(H). Comme A*(H) est
ponctuellement engendrée par les produits extérieurs des 1-formes horizontales nous pouvons
conclure par (ii). &

Au cours de la preuve de I’identité précédente on a également montré que
2.2.27 [Ag, L] = 0sur A*(H)
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autrement dit le laplacien horizontal préserve la décomposition de Lefschetz. Nous déduisons
de (2.2.24) un autre fait important :

2.2.28 [Ag,J] =0sur A*(H).

Démonstration :
A I’aide de (2.2.16) on établit les égalités valables sur A?(H) :

(dnJ)?, L*] = (=1)"*" dndy + J(dydm)T
[(Jdm)?, L*] = (—1)'dyydm — J(dud};)]

Il suffit maintenant d’en faire la difféerence pour conclure par (2.2.24) &

Remarque 2.2.5

(i) La preuve de I’identité (2.2.24) repose sur les propriétés algébriques le L et J et I’identité
fondamentale (2.2.15). Ce qui nous permet de conclure est le fait que w est une forme paralléle
de (N, h).

(i1) Une légéere modification de la preuve de (2.2.24) nous permet de donner une formule pour
la différence (dpJ)? — (Jdz)? lorsque w n’est pas paralléle. Naturellement, il nous faut tenir
compte du tenseur Vw dans I’analogue de la formule (2.2.23).

2.2.1 Les opérateurs Oy et Oy

On a vu (cf. (2.1.8)) que dy n’est pas une différentielle exacte. La structure complexe J
permet d’y remédier. L’intéret d’associer a d des différentielles exactes réside d’une part dans
le fait que techniquement il est plus facile de travailler avec des opérateurs de carré nul et d’autre
part dans le fait qu’a ces différentielles exactes on peut associer des théories de conomologie.

Définition 2.2.1.1
Soient O, O : AY(H) — AIT(H) les opérateurs définis par

On = 3(di + (—1)%Jdy J)
O = L(dy + (-1)7iJdy J).

Notons qu’il s’agit de I’extension au cas d’une variété de contact de la définition des opérateurs
0 et 0 qu’on utilise en géometrie kahlerienne classique.

2211

Ce sont des opérateurs différentiels de degré 1 et des antidérivations. Pour la clarté de I’ex-
posé, nous allons donner I’expression des adjoints de ces opérateurs :

o5 = Y(dy + (=1 YiJdyJ
2.2.1.2 o 2 (i + (1) ) ur AI(H).
On = 3(dy + (—1)%JdyJ)
Ils sont reliés par les formules
0% = (0)? =0, {0y,0n} = —LLkg,

2213 . -
{0n ,0n} ={0%, Ou} =0.
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Les trois premieres découlent de (2.1.8) et de (dyJ)*> = (Jdg)?* (cf.(2.2.24)) Pour les deux
derniéres, on se sert de (2.2.18) et (2.2.28). En particulier, comme O3y est une différentielle
exacte nous avons la

Définition 2.2.1.2
L’algébre de cohomologie de Dolbeault, F(M), est définie comme la cohomologie du com-
plexe (A*(H), ). L’algébre de cohomologie k-équivariante, k € Z sera notée H, (M).

Nous verrons plus tard qu’il n’y a pas lieu de considérer le complexe (A*(H), 0g).

Remarque 2.2.1.1 o
Lorsque J n’est plus intégrable 0y n’est plus une différentielle exacte. Cependant, il a été

montré dans [11] qu’il existe un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, noté ﬁ#, tel que Oy +
Jn" soit une différentielle exacte.

Notons que les identités (2.2.15-16) se traduisent dans le langage des opérateurs dy, O par

[aH7 L*] = _Zﬁ ’ [%7 L*] = Za;{

2214 0, L) = —idy, [, L] = iy,

Nous allons maintenant examiner I’action de 8y, 0y sur la bigraduation de A*(H). Faisons
quelques préparatifs qui nous seront également utiles par la suite.

Définition 2.2.1.3
Si X est un champ horizontal sur M soit

VA (H) - A*(H)
I’opérateur qui & une forme horizontale « associe la partie horizontale de V4o ot T > 0.

Remarque 2.2.1.2
(i) 1l est facile de s’assurer que la définition précédente ne dépend pas du choix de 7.
(i1) On a obtenu une connexion partielle

V7 AYH) - T'(H @ Q(H)).
Notons également que nous avons par (2.2.21) :
2215 Vi =1Vx,X € x(N).
(iii) L’endomorphisme J préserve Vi, X € x(M) horizontal. Il en est de méme pour 7.
Nous pouvons maintenant démontrer I’identité
2.2.1.6 [dg, T = (=) JdyJ sur AI(H).

Démonstration : B
Soitz € M et {e;};_r5 un repere orthonormé horizontal tel que (Ve;), = 0,4, j = 2r. Nous
déduisons de (2.1.15) et de la définition de la différentielle horizontale qu’au point = nous avons

2r
dH = — Z ei A Vg
i=1
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Nous allons maintenant utiliser cette formule. Tous nos calculs seront faits au point x. Soit
a € AN(H); alors:

2r 2r
—Jdpa = Zj(ei/\vga) = ZJei AVIa+eANTVIa
i=1

i=1

par (2.2.10). Or Vg et J commutent et nous pouvons écrire Vg = (—1)‘1JVZ;J |

Comme [J, J] = 0 et J est antisymmétrique nous en déduisons

(05, T = 10, [0, J] = —i0n
2217 . — ., SurA*(H).
[6;17*7] = _Za};ﬁ [aH 7*7] = ZaH
Donc I’action de 8y, 9y et de leurs adjoints sur la bigraduation de A*(H) est décrite par le
diagramme
At—l,s(H)
tOn
2.2.1.8 At+=1(H) & AbS(H) Ou, AbSHUH) -
}0n
At—l—l,s(H)

Associons & Og, Op les laplaciens A, , Ag—: A(H) — AY(H) définis par

2.2.1.9 Ao, = OnBy + 040, Ay = OnOn + On Or.
En utilisant (2.2.18) un calcul algébrique montre que
Ao, = 2(Ag —i(r — q)Lr)
Ay =2(Ag +i(r — q)Lr)

Le noyau de ces opérateurs sera relié aux groupes de cohomologie de Dolbeault et étudié dans
la section suivante. Par ces formules et (2.2.1.8) nous obtenons que Az préserve la bigraduation
de A*(H). Nous finissons cette section par

2.2.1.10 ur AY(H).

Remarque 2.2.1.3
Toutes les identités présentées dans cette section ont &té démontrées par d’autres moyens dans
[45]. Notre présentation a I’avantage d’étre ouverte a la généralisation (voir aussi la remarque

(2.2.5),(ii)).

2.2.2 Formules de commutation polyndmiales

Nous allons présenter ici quelques généralités sur les commutateurs du type [P(A ), dg] oU
P € C[X] qui nous serviront constamment par la suite. En utilisant (2.2.1.10) et le fait que

[Aay, 0n] = [Ag,,0m] =0

on obtient par récurrence sur le degré de P :
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T OuP(Ay) = P(Ay —iLr)x On P(Ap) = P(Ay +ilg)dn

A cause du fait que la dérivée de Lie Lz commute avec les opérateurs utilisés dans cette section,
toutes les formules que nous avons établies sont valables pour des opérateurs du type P(A%).

Les identités précédentes nous permettent de donner I’action de dg, 03; sur la décomposition
de Hodge d’un opérateur (elliptique) du type P(AL), P € C[X] :

o [KerP(A};)] C KerP(AT +iLg), % [KerP(A};)] C KerP(AL — ilg)

2.2.2.2
o [ImP(N,;)] C ImP(AT, +iLg), 3 [ImP(N,;)] C ImP(AY, —iLR).

Les formules (2.2.2.1) nous conduisent par addition aux identités valables sur AY(H) :

[P(An),dn] = |P(Aw) = S(P(Aw +iLr) + P(Ag — iLr)) | dr+

2223 |
+55 [P(AH —1Lgr) — P(Ar + z‘ﬁR)] JduJ
et
P(An),dy) = |P(Ar) = S(P(An +iLr) + P(Ag — iLy))| di+
2.2.24

+ 5% P(Ag — iLg) — P(Ag +iLr)| Jd .

2.3 Lesespaces H,Hi, Ho

Dans cette section, on étudie les noyaux des opérateurs A, Ag—, Ag_- et les théories de co-
homologie qui leurs sont associées. Notre motivation pour étudier ces espaces est multiple :
- ces espaces vont intervenir naturellement dans I’étude des espaces propres du laplacien A,
que nous allons faire au chapitre 4. Les résultats de cette section seront utilisés dés la section
suivante.
-I’espace # permet d’exprimer les formes harmoniques de (M, gr) a I’aide d’objets horizon-
taux (voir le corollaire 4.2.3) .
-ces espaces produiront, comme on va le voir au théoreme 4.1.2, des valeurs propres privilégiées
pour le laplacien A,,.. Lorsque T" — 0 nous obtenons ainsi les petites valeurs propres du lapla-
cien Ay, (voir le paragraphe 5.2).

Nous faisons quelques remarques sur ces espaces et nous démontrons le résultat de struc-
ture contenu dans la proposition 2.3.2. Nous rappelons quelques faits sur la régularité de nos
opérateurs, ce qui permettra de faire le lien avec les groupes de cohomologie de Dolbeault in-
troduits par la définition 2.2.1.2. Ces groupes de cohomologie sont sensiblement différents des
groupes de de Rham ; ils sont propres a la structure géométrique (CR-transverse) que porte M.

Les résultats qui seront mentionnés ici ont été obtenus pour la plupart par N.Tanaka dans
[45]. Nous commencons par introduire quelques définitions.
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Définition 2.3.1

Pour ¢ > 0 nous définissons
Hi = KerAgz- NS89
Hi= KerAy, NS?
H! = KerAyg N S?

On deéfinit également

H=EPH

q20

et, par analogie, H1, Ho.

Nous pouvons définir de maniére évidente des espaces Hy, H{ ,, H3,;, k € Z. La conjugai-
son complexe réalise un isomorphisme :

q q
Hip = Moy
Pour cette raison il n’y a pas lieu d’étudier I’espace #4.

Par un argument de positivité et (2.2.1.10) il vient que
Hi, =0sik(r—q) <0.

Notre point de vue concernant les espaces qu’introduit la définition 2.3.1 est illustré par le
résultat suivant.

Proposition 2.3.1
Soit k € Net0 < ¢ < r. Alors la premiére valeur propre de Ay agissant sur A{(H) est
k(r — q). Si k > 0, I’espace propre associé est H{ ;.

Démonstration :

Le fait que k(r — ¢) est la premiére valeur propre de Ay sur A{(H) découle de la formule
(2.2.1.10) et de la positivité de Ay, Ensuite, soit o € Af(H) telle que Apa = k(r — g)o. Par
application de L* et (2.2.1.10) on arrive a Ay-L*«a = —kL*«. La positivité de Ag_- entraine,
lorsque £ > 0, la primitivité de o B

Ensuite nous avons que :
2.3.1 HIC KerLpsig<r

Démonstration :
Soit o« € H4. 1l vient alors que dire = 0 ou encore d%« = 0. Ceci entraine que L(Lra) = 0,
d’ou Lra = 0 car c’est une forme primitive de degré ¢ < » B

On en déduit que

2.3.2 Hi=0sik(r—q)#0,
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autrement dit le noyau de Ay est constitué de formes invariantes par le cercle en degré plus
petit que 7.

Par (2.3.1) il vient que
2.3.3 HIC HIetHI C HE

avec égalité sig = r.

D’ autres propriétés des espaces qu’on a considérés sont :
234 Hi C Ker(dy) N Ker(dJ)
- H1C Ker(dy) N Ker(dyJ)

Démonstration : . o
Soit & € H. Nous avons donc 0y« = 0. Il suffit de montrer que 3« = 0. Or Oy = 0, v est
primitive, ce qui nous permet de conclure par (2.2.1.4). La deuxiéme inclusion est analogue l

On a aussi
2.35 H! C Ker(dy) N Ker(dyJ).

Démonstration :
Soit « € HY. Alors d;oe = 0 car Ay = dpdy; + dydy. Pour avoir dy;J(a) = 0 il suffit de
remarquer que J préserve H4 par (2.2.28) &

En degré r nous avons :
2.3.6 H" = Ker(dy) N Ker(dy;J)NS".

Démonstration :
L’inclusion” C ” vient par (2.3.5). Soit maintenant o € Ker(dy)NKer(dfJ)NS™. On s’assure
que la forme L(J«) est primitive, donc nulle car il n’y a pas de formes primitives en degré plus
grand que r. Il vient que [d;, L](Ja) = 0. Par la formule (2.2.15) ceci entraine que dpa = 0
d’ou AHCV =0mn

Remarquons que les espaces introduits par la définition (2.3.1) consistent en des formes pri-
mitives. lls déterminent complétement les noyaux des opérateurs A g, Az—, Ay, par le résultat
suivant.

Proposition 2.3.2
(i) T
KerAy = @ LH.

g=0
(ii) Sur les g-formes horizontales de M nous avons :

KerA@=’H‘fEBL[KeTAH] sig<r
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(iii) Soit Harm?(M, gr) I’espace des g-formes harmoniques de (M, g7). Nous avons une in-
clusion
H? C Harmi(M, gr), g <.

Par conséquent ¢, ¢ < r sont de dimension finie.

Démonstration :

(i) C’est une conséquence directe du fait que Ay préserve la décomposition de Lefschetz.
(ii) Lorsque g = r notre assertion découle de (i), car H] = H" et Az = %AH.
Supposons ¢ < r et considérons « € KerAgz_. Donc

(Agp+i(r—q)Lr)a=0
ce qui entraine
2.3.7 (Ag +i(r —q)Lr)L*a = 0.

A cause de la positivité de A il vient que
/ <iLlg)L*a, L*a >< 0.
M

Mais (2.3.7) s’écrit de maniére équivalente
Az A(L*a) = iLgr(L*a).

La positivité du laplacien Az nous donne
/ < ilr(L*a), L*a >> 0
M

donc f,, < iLgr(L*@), L*a >= 0. Il vient que L*a: € KerAy par (2.3.7). On conclut par un
raisonnement standard impliquant la décomposition de Lefschetz.

(iii) Soit @ € H9,q < r. Nous avons que Lra = 0, Aga = 0 donc par (2.2.19) il vient que
Aga=T?LL*a+T?JdiJa 6. Or « est primitive et H est stable par J, d’oll A,,a =01

Remarque 2.3.1

(i) On donnera plus tard une caractérisation compléte de Harm?(M, gr) a partir de H? (voir
le corollaire 3.1.1).

(ii) Par la proposition 2.3.2, (iii) et (2.3.1) il vient que les formes harmoniques de (M, gr)
sont invariantes par le cercle. Ce fait est également la conséquence d’un théoréme général sur
les formes harmoniques d’une variété qui possede une action isométrique d’un groupe de Lie
compact et connexe.

Le fait que la structure complexe J et par conséquent le morphisme 7 préservent les espaces
HI,HE, HI, 0 < g < r nous permet de définir des espaces de formes harmoniques (pour les
différents opérateurs qu’on considere) de type (p, ¢). Ces espaces seront notés H?4, H?, HE“.

Pour relier les espaces définis ci-dessus aux groupes de cohomologie nous avons besoin de rap-
peler quelques résultats analytiques concernant les trois opérateurs qui nous intéressent.



2.4. LA DECOMPOSITION DE HODGE DES ESPACES PROPRES DE AL 31

Faits : (cf. [42] et [45])

1. Le laplacien Ag_- est hypoelliptique sur A»¢(H),p # 0, 7.

2. Le laplacien Ay, est hypoelliptique sur AP4(H), q # 0, 7.

3. Le laplacien horizontal Ay est hypoelliptique sur AP4(H), [p — q| < 7.

Comme les opérateurs hypoelliptiques possédent une décomposition de Hodge, par une re-
marque de N.Tanaka (cf. [45]) nous obtenons I’existence des projections harmoniques et des
fonctions de Green pour ces opérateurs qui seront notées H2# , H2on | H™%a et GA# | GRon | G4,

Des raisonnements standards de la théorie de Hodge entrainent maintenant I’isomorphisme
entre I’espace de cohomologie de Dolbeault et le noyau de Ag—:

—=x

2.3.8 H (M) = KerAg,.
Une autre conséquence de I’hypoellipticité de Az est que

2.3.9 Les espaces HP?, p # 0,7 sont de dimension finie.

Remarque 2.3.2 Le fait que les espaces #{,,k € Z sont de dimension finie peut étre déduit
sans utiliser les résultats de régularité sus-cités. C’est une conséquence du fait que ces espaces
sont intreprétables comme des espaces propres du laplacien A4, (voir le théoréme 4.2.2).

Pour d’autres résultats voir [45].

2.4 Ladécomposition de Hodge des espaces propres de AL

Faisons d’abord une analogie avec la décomposition de Hodge standard. Nous avons
A" (M) = Ker(d*) ® Im(d).

Ceci entraine que les espaces propres de A,, se décomposent en deux parties, contenues dans
Ker(d*), Im(d) respectivement.

Nous nous proposons maintenant d’obtenir un résultat analogue pour les formes horizontales
de M (ou pour les espaces propres de AZ)en utilisant les opérateurs dp;, d%;.

Nous avons tout d’abord besoin d’un espace qui soit préservé par le laplacien AZ,. Comme
les espaces Ker(dy;) et Im(dg) ne le sont pas (voir les formules du paragraphe 2.2) I’analogie
n’est pas immédiate. L’espace que nous allons utiliser est introduit par la définition suivante.

Définition 2.4.1
Pour 0 < g < r soit
P1:= 8N Ker(dy) N Ker(dyJ).
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Nous pouvons définir également des espaces de formes équivariantes en posant :
Pl:=PiNAl(H), keZ, 0<g<r.

Introduisons aussi

P =P

>0

Remarque 2.4.1
La définition que nous venons de poser est motiver par I’exemple simple suivant. Soit o €
A'(N). Par décomposition de Hodge nous avons

a=df + 0

ou f € C*(N) et d*f = 0. La structure complexe J nous permet de décomposer 3 comme
suit :

B = Jdfy +

avec f € C*°(N) etd*J(#,) = 0. Ceci provient de la décomposition de Hodge de J3. Comme
d*Jd = 0 sur C*°(N) (cf. 2.2.18), il vient que d*; = d*J () = 0. Nous avons montré que

AY(N) = dC®(N) @ JdC®(N) & [Ker(d*) N Ker(d*J)] .

On voit apparaitre un espace du type défini précédement. Nous allons étendre ce cas particulier
a A*(H) dans ce qui suit.

L’espace P? que venons de définir est présérvé par le laplacien Ay, par (2.2.28) et (2.2.2.4).
Il est également préservé par la dérivée de Lie Lg, donc par le laplacien AZ.. C’est un espace
fondamental pour les problémes qui nous interesseront ultérieurement. 1l inteviendra de fagon
naturelle dans I’étude de I’espace E que nous allons faire au chapitre suivant ainsi que dans
I’expression des espaces propres du laplacien A, que nous allons présenter en (4.1) .

L utilité pratique de ce que nous allons faire par la suite apparaitra au chapitre 5, ou nous
seront confrontés au probléme suivant :

-supposons connu le spectre de A% en restriction a S9. Il nous faut déterminer le spectre de
la restriction de AL a P9.

La réponse a ce probleme est donnée, de maniére générale, par la proposition 2.4.1. Un
exemple concret sera traité au chapitre 5.

Posons maintenant quelques notations concernant les espaces propres du laplacien A%.. Nous
rappelons que cet opérateur posséde un spectre discret car il s’agit d’un opérateur elliptique, cf.
le corollaire 2.1.1.

Définition 2.4.2
Pourk € Z,0 < g <retAeRetT > 0 fixé définissons les espaces propres suivants :

El(N) = KeT(AT A)NSF
Fq( )= Ker( A) NP
F"’() ()m’HLm’H2
F9%()) := F (A) N HL

24.1
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On a une inclusion évidente
F{(\) C E{(N).
Par (2.3.6) nous obtenons que

0 si A#£LE
2.4.2 Fr(\) = _ 7 r
Hp si A=k
Nous en déduisons que
2.4.3 Frk(\) =0, keZ, A> 0.
Lorsque g < r nous avons
FION) si A£k(r—q)+ 5
2.4.4 F¥F()) = ¢ #kr=q) "
0 si A=k(r—gq)+5%;.

Nous allons maintenant énnoncer et démontrer le résultat concernant la décomposition de Hodge
des espaces propres du laplacien AZ.. On va en déduire que le spectre de la restriction de A% a
P détermine le spectre de AL,

Proposition 2.4.1
Pour tout 0 < g < r et k£ € Z il existe un isomophisme
245 EY(\) 2 FE2F(\) x FO- (A — k) x FSYP (O 4+ k) x FZ(N).

Démonstration :
On considere I’application .
F0n : EI(\) = FL ().
Une vérification de routine nous assure que c’est bien définie. Montrons qu’elle est surjective.
Si A # k(r — ¢+ 2), un inverse a droite est donné par
4(r —q+2)

(r—g+ 1)k (r — g +2)2 = X))
Si A = k(r — ¢ + 2), notre application est identiquement nulle car F{ **(k(r — ¢+ 2)) = 0,
donc surjective. En résumé, on a suite exacte

?

Ol =

LAg).

8%

0= KI()) < EY()) = FE* () =0
ol I'on a posé KZ(\) := Ker 858; N EX()). Etudions maintenant I’application
8 @ (On)* : K{(\) = F&YF (A — k) x FE (A + k).
Si A # k(r — ¢), onaun inverse a droite donné par
— 2 Onoy + 2
A+ Ek(r—q) e A—k(r—q)

sinon notre application est identiqguement nulle. On conclut que I’application est surjective, donc
on obtient une suite exacte

(041, 042) %042

0= FI() = KI) 87 potk(y — k) x F&4(0 + k) = 0.

L’ isomorphisme désiré s’obtient en combinant les deux suites exactes ci-dessus l
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Remarque 2.4.2 (i) Si £ = 0 ladécomposition (2.4.5) peut s’obtenir a partir de la décomposition
de Hodge de A*(V) (voir aussi la remarque 2.4.1). Lorsque & # 0 la différence provient du fait
que Ay ne commute plus avec dg, dj;.

(i) En utilisant la décomposition de Lefschetz et la proposition 2.4.1 on conclut que le spectre
du laplacien horizontal est déteminé par le spectre de sa restriction aux espaces Pj et recipro-
quement.

Par le fait que toutes les applications utilisées dans la preuve de notre proposition commutent
avec J, on a un résultat similaire pour les formes de type (s,%) comme suit. Introduisons les
espaces Ep (), FH (), F¥*()), E54%()) par analogie avec la définition 2.4.2 en utilisant des
formes du type (s,t). On a alors un isomorphisme linéaire

246 E;’t()\) — F}sz—l,t—l,k()\) % FTs,t—l,k()\ _ k) % F}sz—l,t,k()\ + k) % st,t()\)

En utilisant la méme technique que nous avons utilisée pour la démonstration de la pro-
position 2.4.1 nous pouvons obtenir une décomposition de Hodge pour I’espace des formes
horizontales primitives comme I’indique le diagramme suivante.

0

1

’P‘I

1

0 — Ker(dyJ)?N&! — &4 @y PIZNHLINHy =0
105 @00
(P 'NnHy)® (P NHT)
1

0
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3.1 Introduction

Ce chapitre se propose de développer une partie de la technique qui nous sera nécessaire
pour démontrer nos résultats. Le contexte géométrique est celui de la section 2.2. Nous avons
choisi de travailler de maniére relativement abstraite, en étudiant un espace de formes sujettes
a certaines conditions et qui sera noté E. Ceci car nous voulons construire un outil qui sera
utilisé a plusieurs reprises et pour mieux éclaircir les mécanismes qui permettront d’ établir le
principe de séparation des variables. Notre motivation deviendra plus claire au chapitre 4 ou
cet espace apparaitra naturellement lors de I’étude des formes propres du laplacien A, (voir la
section 4.3). Dans un premier temps le lecteur peut passer directement au chapitre 4 et revenir
au chapitre 3 au moment de la preuve du théoreme 4.2.1.

Le chapitre 3 comporte deux parties. Dans la premiéere nous nous intéressons a la structure
de I’espace E que I’on définit en 3.2.1. Nous montrons en 3.2.2 et 3.2.3 que I’espace E se
décompose en somme directe d’espaces propres du laplacien horizontal (propositions 3.2.2.1
et 3.2.3.1). La deuxiéme partie de cette section consiste a montrer que les différentes parties
de I’espace E produisent des formes propres de A, qui satisfont certaines conditions relatives
a la décomposition de Lefschetz. Ce programme est accompli aux paragraphes 3.3.1-3.3.4. Ce

35
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type de résultats constituera notre deuxiéme argument essentiel pour la preuve des résultats du
chapitre 4 (théoreme 4.2.1).

Bien que dans cette section on ait a faire a des objets assez compliqués, la technique utilisée
pour la preuve de nos résultats est élémentaire et trés calculatoire ; nous nous servons essentiel-
lement de la décomposition de Hodge pour des opérateurs elliptique autoadjoints bien choisis,
des arguments de positivité pour les opérateurs qui nous intéressent, ainsi que d’une bonne
utilisation des formules de commutation obtenues en 2.2,

3.2 Ladécomposition de I’espace F

3.2.1 Définitions et motivation

Le but de ce paragraphe est de présenter quelques propriétés de I’espace qu’introduit la
définition suivante.

Définition 3.2.1.1
Soit E I’espace des formes « € 89,0 < ¢ < r qui Vvérifient les conditions :

() di(Ja) =

(j2) P(A})dia =0

(j3) (QR)(AT)a = —T?*Q(AR) (drdy )
(js) P(AT)a € H*

(Js) Q(P — ilR)(AL)a € Hi

(jo) Q(P +iLg)(A)a € Hy

UP,QReERX],P=X~+a,Q=P-b,R=P(P-T?*r—q))—T?*X aveca e R,T >0
et0 < b < T?(r — q).

Remarque 3.2.1.1

(i) Dans le reste de ce chapitre 0 < ¢q < r sera fixé.

(ii) Les conditions (j1) — (js) sont satisfaites par le bas de la décomposition de Lefschetz d’une
formes propre pour le laplacien A,, (voir la section 4.3). Les résultats de ce chapitre montre-
ront que I’appartenance a I’espace E caractérise complétement une telle forme propre.

Nous allons maintenant démontrer que E est un espace de dimension finie. Ceci sera fait en
montrant que E est contenu dans le noyau d’un opérateur polynémial, elliptique et autoadjoint.
On a besoin du lemme technique suivant.

Lemme 3.2.1.1
Soit P e RIX],P =X +aet0<qg<r Siae S?satisfait (j2) alors

[P2(A};) + ﬁﬁz] dpda = 0.
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Démonstration : o
On applique successivement 8y, O a I’égalité P(AT)(d%a) = 0. Nous obtenons par (2.2.2.1) :

[P(A};) + wR] (Bpdige) =0
[P(A};) - wR] (Frdia) = 0.

En multipliant la premiére égalité par P(AL) — iLg, la deuxiéme par P(AL) +iLg eten en
faisant la somme on arrive au résultat B

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.2.1.1
Soit « € E. Nous avons :

3211 (P2(AT) + L2)(QR)(A)a = 0

Démonstration :
On applique P%(AT) + £% a (j3) et on utilise le lemme 3.2.1.1 W

Donc E est un espace de dimension finie, car sous-espace du noyau d’un opérateur elliptique
agissant sur les sections d’un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte.

Remarque 3.2.1.2

De maniere intuitive, I’équation (3.2.1.1) nous montre qu’il est possible détablir un PSV dans le
spectre de A,,.. Comme il sera établi au paragraphe 4.3, si A est une valeur propre de A,,., avec
forme propre («, 3), alors certaines composantes de « vérifient des équations du type (3.2.1.1)
avec P, @, R explicitement calculés en fonction de A. Autrement dit, les valeurs propres du
laplacien A,, sont parmi les solutions des équations du type

3212 w(pu,A) =0

ol w est un polyndme et x une valeur propre du laplacien A% Au niveau des formes propres,
cela correspond aux résultats de décomposition des propositions 3.2.2.1 et 3.2.3.1. Ensuite, on
se demande quelles valeurs, parmi les solutions des équations (3.2.1.2) sont effectivement des
valeurs propres pour le laplacien A,,.. Ce probléme est résolu par les lemmes des paragraphes
3.3.2-3.3.4.

On se prépare maintenant a énoncer et démontrer les résultats concernant la décomposition
(a isomorphisme pres) de E en espaces plus simples.

Vu le fait que ce chapitre est concu comme un outil permettant d’établir un PSV dans le
spectre de A4, (voir les théoremes 4.2.1 et 4.2.3) notre premier but est de comprendre la struc-
ture de E en termes d’espaces propres du laplacien A%, On recherche donc une décomposition
de I’espace FE, a isomorphisme prés, dans une somme directe d’espaces du type suivant :

3913 Ker [w(A}}, ﬁR)] ,w € C[X,Y], éventuellement en intersection avec un espace

delaforme PNHLINHy, PNHL, Hi, Ha NHT
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(ces restrictions seront des conséquences des conditions (j;) — (j2) et (j4) — (Js)). Le travail a
fournir est d0 & la présence, dans I’équation (j3), de I’opérateur d g d3;.

La technique employée pour décomposer E en espaces du type voulu consiste a utiliser
I’équation (3.2.1.1). Nous allons faire des décompositions de Hodge par rapport a des facteurs
bien choisis de I’opérateur qui figure en (3.2.1.1) et regarder, ensuite, ce que les conditions
(1) — (4s) impliguent quant aux composantes de ces décompositions.

Dans le paragraphe qui suit nous allons réaliser une premiére partie de ce programme.

3.2.2 Une premiere décomposition de E

On va clarifier partiellement la structure de I’espace E. Plus précisément nous allons démontrer
le résultat suivant.

Proposition 3.2.2.1
Nous avons une décomposition en somme directe orthogonale :

3221 E=E o E,®I.
Les espaces E1, E,, I sont introduits dans la définition ci-dessous.

Définition 3.2.2.1
Soit 0 < g < r. Nous définissons alors :

3222 E\ = Ker [Q(A};)] NPIAHE

3223 By = Ker [R(A};)] NPIOHE NHSE

L’espace “’intermédiaire I, est défini comme étant I’espace des formes o« € S? qui vérifient
(j1) — (j2) ainsi que :
(i) (P*(A%) + L) =0

3224 ,
(i2) (r — @) P(AT) o + d¥dpa = 0.

Remarque 3.2.2.1

Les espaces E; et E, sont du type (3.2.1.3). De plus, la dérivée de Lie Lg ne figure pas dans la
définition de ces espaces. On peut donc exprimer ces espaces en fonctions des espaces propres
du laplacien AZ,, avec les restrictions imposées par la définition 3.2.2.1.

La démonstration de la proposition 3.2.2.1 va s’articuler autour du lemme suivant, qui précise
quelques propriétés des espaces F1, F», I.
Dans la suite de ce chapitre nous allons supposer que ¢ < 7.

Lemme 3.2.2.1
(i) Nous avons I’inclusion :
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3225 By C Im [P?(A};) + Eﬁz].

(if) La somme E; @ E, @ I, est directe et contenue dans E.

Pour I’instant nous allons admettre le résultat du lemme précédent qui sera démontré a la fin de
ce paragraphe. Ce faisant, nous pouvons donner la preuve de la proposition 3.2.2.1.

Démonstration de la proposition 3.2.2.1
Soit U : E — AY(H) I’opérateur défini par

U= (r — q)P(Af) + dydy.
Définissons
Ey:={aePINH': (QR)(A)a =0,Q(AY)a € Hi NnH; ).
Nous allons montrer que U(E) C E.

Soit o« € E. Tout d’abord, comme dz« est primitive (par (1)) nous avons que Ua € S9.
Nous allons montrer que U« € P?. Rappelons d’abord que (cf. 2.2.2.4)

[P(AR), dy] = (—=1)*Lr(JdyJ).

Par conséquent nous avons
T
» P(AT)a =0

par (j1) et (jz) et
dy JP(A)a = —Lp(Jde)

par j;. On en déduit que
diUa = (r — q)di P(AT) + (d%)*dpo = LrL*(dga) = 0.
De la méme maniere
HJ(Ua) = —(r — q)Lr(Jd}0) + df Jdfd .

Or
Ay Jdydpa = (=) J(Jdy ) dpa = (=) T (dy ) 2dpra =

= (1)1 Jd, [(Jd;,J)dHa] = (r — q)Lpdya
par (2.2.18) et (j1). Il vient que d3;J(Uca) = 0 et donc Uc € PY.

L’identité (js) étant équivalente a

3.2.2.6 QAT [PX(AT) + L3 |a = T?Q(AF) (Ua)
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par (3.2.1.1) nous obtenons que Ua € Ker(QR)(AL).

Il nous reste a prouver que Ua € H*. L’application de P(A%) +iLr a (js5) resp. P(AT) —
iL g & (js) nous donne moyennant (3.2.2.6) que

QAL Ua € Hi N
Puisque ddga € H*, par (4,) nous avons que Ua € H*, ce qui achéve la preuve du fait que
U(E) C Ey.

On va maintenant calculer le noyau de I’application U : E — Ey. Il est immédiat de remar-
quer que
Il g KGT(U)

Nous allons montrer qu’il y a égalité. Soit o € FE telle que Ua. = 0. Alors « satisfait automati-
quement les conditions (j1), (j2), (i2). Pour que « soit dans I; il nous reste a voir que « satisfait
(41), fait que nous allons établir dans ce qui suit.

Comme dpdj € Ker [P2(A}}) + E%z] (par le lemme 3.2.1.1) on obtient en appliquant
P*(AY) + L a(js) que

[PHAT) + 23] ((r — 9 P(AT)a+ Aga) = 0.
Par (3.2.2.6) nous avons
QAT [PA(AT) + L3]a =0,
La soustraction de ces deux relations nous conduit a
[PQ(AE) + Eé] ((r—¢)b+Ap)a=0.
L’opérateur (r — ¢)b + A g étant positif (b > 0) ceci entraine que
[P?(A};) + z%z] acH.
Mais P(AT)a € H* par (js) et Lrae € HE (car Lr(H) = 0 a cause du fait que g < 7). Nous

avons donc (P? + L%)(AT)a = 0, c’est a dire que « satifait (4;).

On a montré que Ker(U) C I, donc Ker(U) = I,. En résumé, nous avons montré I’exis-
tence d’une suite exacte v
0—-1 - E—= E.

Une conséquence en est que
dimE < dimEy + diml;.

Concernant I’espace Ej il est immédiat d’établir I’exactitude de la suite

AT
0= B, < By "5 E,,
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On en déduit
d’LmE() S dsz1 + dimEg,

donc
dimE < dimE, + dimFE, + diml,.

Nous achevons la preuve de maniére évidente par le lemme 3.2.2.1, (ii) &

I nous reste a démontrer le lemme 3.2.2.1. Ce lemme nécessite également un lemme préparatoire,
que nous allons énoncer et prouver. On va donner a la fin la preuve du lemme 3.2.2.1.

Lemme 3.2.2.2

SoitP e RX|,P=X+aet0<qg<r.

(i) Soit @ € &7, vérifiant les conditions (j;) et (j2). On considére la décomposition de Hodge
(par rapport a I’opérateur elliptique et autoadjoint P2(A%) + (Lz)?)

a=a'+a?
avec o' € Ker [P2(A}}) + (ER)2] eta? € Im [P2(A}}) + (ﬁR)2)] . Alors o appartient a
P9 et dydyya’ & Ker [P?(A};) + (zR)2] .
(i) Dans les hypothéses de (ii), si « € Hi N H; il en est de méme pour o

Démonstration :
(i) Par (2.2.2.1) on a que

%0l € Ker P(AT) [P(A};) - MR)]
%02 € Im P(AT) [P(A};) - 2z‘£R]

Comme P(AT)8%5a = 0 et P(AL) préserve la décomposition de Hodge de P(P —2iLg)(AT)
nous avons P(AT)d%a2 = 0, c’est a dire 0a? € KerP(AL). Or

KerP(AG) C KerP(AR)|[P(AT) — 2iLx)|
donc 8%a? = 0. Par un argument similaire on obtient que dpa® = 0d’ oll o® € PY. Pour
la deuxiéme assertion, notons que P(AZ)d%a! = 0, car d;a? = 0. On applique le lemme
3.2.1.1.
(i) Montrons par exemple que « € H; implique o; € Hi (la preuve de I’autre assertion est
complétement analogue). Soit h € H,;.

Nous décomposons
h = hy+ hs

avec h; € Ker [P2(A}}) + E%z] et hy € Im [P2(A}}) + ﬁ%z]. Comme Ay, commute avec
P2(AT)+ L%, nous avons que hq, he € ;. En tenant compte du fait que Ker [PQ(A}}) + ﬁ%z]

et I'm [PQ(A}}) + ﬁ%z] sont perpendiculaires nous avons :

/<h,a1>=/ <h1,a1>=/ < h,a>=0
M M M
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carh, e Hyetae Hi l

Démonstration du lemme 3.2.2.1:
(i) Soit & € E5 . Nous décomposons

o= + o
avec oy € Ker [PQ(A}}) + ﬁ%z] etag € I'm [P2(A}}) + ﬁ%z] . Nous avons alors

a € PINHLINHy

par le lemme 3.2.2.2, (i) et (ii). Il vient, par la définition de E3, que o € P9 N H{ N Hy. De
plus, comme R(AZ) préserve la décomposition de Hodge de P2(A%) + £% nous avons, par la
définition de E, que oy € Ker R(AL). Compte tenu de I’identité

(r — ) P(AT) — Ap) [R(AT) — (PA(AF) + £3)] =
= ~T*(r — ) (P(AF) + L}) + 4T, Ay,

3.2.2.7

nous arrivons a
AaHAEal =0

autrement dit Ag—c;; € H,. Or o est orthogonale a Hy, ce qui implique < Ag—ay, @y >r2= 0.
Il vient que o;; € H, d’0l oy = 0 (car on avait déja o € Hi).
(i) Supposons que

o+ o + g = 0

avec o; € E;,1 = 1,2, a3 € I;. Nous avons donc, par application de Q(A%) [P2(A}}) + E%z]
et en tenant compte des définitions des espaces E, I :
QAT [PA(AT) + Loz =0.

Or ay donc Q(AY) sont dans I'm [P2(A}}) + ﬁ%z] par le lemme 3.2.2.1, (i). Il vient que

Comme oy € KerR(AL) (par la définition de Es) ceci entraine par “division” de R(A%) a

Q(A%) que
b(b—T*(r — q))ay = T*AL .

Puisque b(b — T?(r — q)) < 0 nous devons avoir AT,a, = 0 donc ap € H N KerLg. Or
HNKerNLr C Hy

(vérification immédiate) d’ol «;; € H,. La forme «ay étant orthogonale aux espaces Hi, Ho il
faut que ap, = 0.
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Ensuite, puisque a; + a3 = 0 nous avons a3 € E;. En particulier le fait que dj;as = 0
implique que (i2) s’écrit
(r — q)P(A) o + A3 = 0.

Compte tenu du fait que a3 € KerQ(AL) on arrive a
(r — ¢)bas + Apgaz = 0.
Carb > 0onadonc ag € H d’ou a3 = 0 par la définition de E;.

Nous avons montré que la somme E; @ E, @ I; est directe. Concernant la deuxieéme partie
de I’énnoncé il est évident que Ey, E» sont contenus dans E.

Soit « € I;. Visiblement, « vérifie (1) — (j3). La condition (j,) est satifaite car (cf.(is))
1

Quant a (j4) — (j5) notons que (iz) s’écrit de maniére équivalente :
(r = Q)(P(A}) — ilr)a+ 205, = dudjo
(r — q)(P(A%) + ilr)a+ 200, 0 = dpdya
Vu que Imdy C Hi NH;y (acause du fait, établi en (2.3.4), que 71, H2 sont des sous-espaces

de P) on en déduit que
(P(A%) —ilr)a € Hi

(P(AT) +iLlgr)ax € Hy
donc « Vérifie (js) et (js). Nous avons montré que o € I; B

3.2.3 L’espace I;

Rappelons qu’a I’aide de la proposition 3.2.2.1 nous avons obtenu une premiéere décomposition
de E comme suit :
E=E O E®I.

Or, I; n’est pas du type (3.2.1.3). Afin de pouvoir donner un résultat complet sur la structure
de E il nous faut donc étudier I’espace ;. Dans ce paragraphe nous allons prouver le résultat
suivant.

Proposition 3.2.3.1
Il existe un isomorphisme

3231 I, 2 E;® E,® E!.
Les espaces Es, E, EY sont définis ci-dessous.

Définition 3.2.3.1
Introduisons trois espaces par :
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Es =PI 'NHLNHy N KerP(AL)

3232 Ey = Ker [P (%) - iER] NH
E! = Ker [P(A}}) + wR] N Ho N H.

Bien clairement les espaces ci-dessus sont du type (3.2.1.3). Au cours de la démonstration
de notre proposition nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 3.2.3.1
Soit o € S? telle que Ay, € PYou Ay € P4. Alors o € PY.

La démonstration de ce lemme sera donnée, pour la complétude, a la fin de ce paragraphe.
Donnons d’abord la preuve de notre résultat principal.

Démonstration de la proposition 3.2.3.1
Soit o € I;. Comme d};Ja = 0 nous avons

dbo = 20ha =207 o € Hi N HF NPT L,
Par (j2) on a que dj;« € E5. Nous avons donc une application bien définie
f : Il_>E37f = d;{

Il est immédiat de voir que le noyau de cette application est E5 @ Ej. Donc pour montrer
(3.2.3.1) il suffit de voir que f est surjective.

En effet, soit u € F5. Posons

1 —
o= 5(3Hu1 + Onrus)

A _ .
avec u; = G %y et uy = G™r . Par le lemme 3.2.3.1 on a que u, us € P41, Il vient alors
que « est primitive. Nous avons alors

205 o = ﬁ(ﬁul + Onus) = Agur =u

k& % % A~ o . .
car Og u; = 0 et 0y Opus = —0x0ny us = 0. De la méme maniére il vient que

20 =u
donc
djo=u
et
dy(Ja) = 0.

Pour avoir « € I il nous reste a vérifier que « satisfait (i,) et (iz).
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e ¢ satisfait (i)
Le fait que u € KerP(AL) implique que uy,u, € Ker P(AT) donc, par (2.2.2.1),
Opu, € Ker [P(A};) — iﬁR]
et
Ongug € Ker [P(A};) + iﬁR].
Il en découle immédiatement que « satisfait ().

e v satisfait (i)
Nous avons

(r—q)P(AY) + diydpa = (r — q) P(Af)a+ Apa — dydfo =
= (r —q)P(AL))a+ Apga — dyu.

Or _
(r — q)P(AD)a + Apa = (r — ¢) P(AL) (Brus + Ogus) — Apa =

20 £ (Bprus — Orua) + Au(Frwr) + 525 (Omw) =
= AgOnur + Ao, Onus = gu + Ogu = dyu.

Par conséquent notre « vérifie (i1) et (i2), donc f est est surjective &
Finissons ce paragraphe avec :

Démonstration du lemme 3.2.3.1 :
Supposons que A, « € P? (I’autre cas étant analogue). Donc 03, Ay, o = 0 et ﬁAaHa =0.
Il vient clairement que 8%« = 0. Ensuite, puisque 8 A, = (Mg, +iLg) sur les g-formes,
on obtient

(Ao, +iLR)0x o =0.

Ceci entraine, par la positivité de Ay, que
/ < iﬁRﬁa, ﬁa >< 0.
M
Or Ay = Ay, +i(r —q+1)Lg surles g — 1 formes, (cf. (2.2.1.10)) donc :
A@(ﬁa) =i(r — q)LrOH o
Il s’ensuit que fM < Ag(ﬁa),ﬁa) ><0d0oldg a=0M

3.2.4 Reésumeé des résultats obtenus

Les propositions 3.2.2.1 et 3.2.3.1 nous donnent une décomposition, a isomorphisme pres,
de I’espace E comme suit

3241 FE=2FE0E®E;®FE,@E].
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La facon dont I’espace E est construit est maintenant clarifiée. Nous avons atteint notre but
quant a la décomposition de E, car les espaces ci-dessus sont du type (3.2.1.3).

Désormais , de toute la discussion que avons faite sur E on retiendra uniquement ce résultat.
Les espaces qui figurent dans la décomposition précédente sont beaucoup plus simples que
I’espace E, comme le démontre la comparaison avec la définition 3.2.1.1. Comme nous I’avons
remarqué auparavant, il s’agit d’espaces propres du laplacien AT, sujet a certaines restrictions.

Nous pouvons passer a la deuxiéme partie de notre étude de I’espace E.

3.3 Laréalisation de I’espace E

3.3.1 Quelques définitions

Nous allons maintenant faire la liaison entre I’espace E et les espaces propres du laplacien
A,,, T > 0fixé. Vu ladécomposition 3.2.4.1 nous allons plonger les espaces E, Es, E3, E, EY
dans des espaces propres du laplacien A,,. Ces plongement vont avoir des propriétés relatives
a la décomposition de Lefschetz. L’intérét de ceci réside dans le fait que I’espace des formes
qui vérifient les conditions (j1) — (js) du début de cette section pourra étre vu comme constitué
de formes propres du laplacien A, ; ces plongements joueront un role crucial dans la preuve
de notre résultat principal (voir le chapitre 4, section 4.3).

Nous allons préciser maintenant notre programme. Posons d’abord :

Définition 3.3.1.1
Lorsque p > 0 soit
EA(AET)

I’espace propre du laplacien A, associé a la valeur propre A.

Si F'est I’un des espace 1, Es, E3, EX, EY et s > 0 nous allons construire des plongements
linéaires

3.3.1.1 [ F — Exry(A2H21o)
et
3.3.1.2 g: F = Eyr) (A2t

ou A(T) et u(T") seront déterminés explicitement.

Nous allons donc donner une méthode permettant d’obtenir des formes propres du laplacien
A,.., pour des valeurs propres que nous calculons, a partir de formes et valeurs propres du la-
gT_
placien AZ.

L’ importance de ces plongements réside dans le fait que déterminer la structure d’un espace
propre du laplacien A,, reviendra a prouver que toutes les formes propres du laplacien Ay,
s’obtiennent moyennant cette méthode. Ceci sera fait dans la section 4.3, ou I’on utilisera une
autre propriété cruciale des plongements f et g. Nous allons énoncer briévement cette propriété,
au signe pres. Les énoncés précis seront donnés plus tard.
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(i) Si« € F, alors le premier facteur (dans la décomposition 2.1.2) de f(«) acomme s+ 1-iéme
composante dans la décomposition de Lefschetz la forme a.

(i) Si « € F alors le premier facteur de g(«) a 0 comme s + 1-iéme composante dans
la décomposition de Lefschetz. La s-ieme composante de la décomposition de Lefschetz du
deuxiéme facteur de g(«) est égale & « (ou J ).

Nous allons aussi positionner les images de f et g par rapport aux espaces des formes fermées
resp. cofermeées.

Donnons un apercu de I’idée technique qui nous permettra de construire ces plongements
dans le cas des 1-formes k-équivariantes. Si f € C'°°(M) est une fonction propre k-équivariante
pour le laplacien horizontal, nous cherchons une 1-forme horizontale « telle que o + f - 6 soit
propre pour A,,.. Une fagon de construire o a partir de f est de poser

o= CleHf + CQdHf

et de déterminer les coefficients c;, co pour que « soit propre pour A,,..
Bien sdr, lorqu’il s’agit de p-formes, p > 2, la situation est plus compliquée, mais le principe
restera le méme.

Désormais nous allons identifier I’espace des p-formes sur M avec des couples de la forme
(o, B) ol v € AP(H), B € AP~1(H). Afin de pouvoir formaliser les idées ci-dessus nous intro-
duisons un nouveau type de formes différentielles sur M par

Définition 3.3.1.2

Soitr—1>p>0etp> s> 0fixé.

(i) Soit 7,° I’espace des p-formes différentielles sur M, («, (), qui possédent une décomposition
de Lefschetz de la forme

s+1
o= L'e;
Z'?O
g=> L.
=0

(i1) Nous définissons également des projections :

It . T, — SP2572 T (@, B) := g1
2. 7;5 — 872571 12, B) := B,

(iii) Finalement, nous posons
R, =T, NKer I,

Dans la suite nous serons concernés la plupart du temps avec des formes de degré pair. Faisons
quelques remarques dans ce cas.

Remarque 3.3.1.1
(i) Lorsque [5] < p <7 — 1, il convient de supposer, dans la définition précédente des espaces

i QUE2p+ 1 —7 < s < p; la sommation sera faite alorssur2p+2 —r <t < s+ 1let
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2p+ 1 —r < s < s. Ceci en raison de la décomposition de Lefschetz (2.2.8) et de la formule
(2.2.7). Cette convention sera faite implicitement par la suite.
(ii) Les espaces 7, sont préservés par tout opérateur qui commute avec L et L*.

L"utilité premiere des espaces 7y, 5 est qu’il réalisent une filtration de A?P2(M)
Topt2 © Tapya S -+ C Topyo = ATT2(M).

Cette propriété sera importante pour le mécanisme récursif de la preuve du théoréeme 4.1.1 (voir
la section 4.2). Ensuite, nous avons I’inclusion évidente

8 8
Ry ST,
ainsi qu’une filtration
2p+1 0 1
SPH =Y, CRy C...CRE s

Nous pouvons maintenant commencer les calculs qui nous permettront de réaliser I’espace
E.

3.3.2 Reéalisation de I’espace Iy

Nous allons énoncer et démontrer le lemme de "réalisation” pour I’espace ;. On a com-
mencé par cet espace car les calculs ultérieurs seront semblables a celui que nous allons faire
maintenant, ce qui permettra des analogies utiles. Cela explique les notations qu’on a adoptées
pour les applications qui réalisent le plongement de I; dans des espaces propres de A,

Lemme 3.3.2.1
Soit s > 0 fixé. Posons
MT)=T*(s+1)(r—q—3)—a .

Nous avons des applications linéaires :
(i)

f3 L — E)\ (A?s-l—?-l—q) NImd
3321 3(T

f5(u) = d((L* ) N)

Siu € I alors f3(u) € Ty, 9,, avec
I (f5(w)) = (=1)%u.
(i)

3322 95 : [y = By (AZT ) N Im df

g3(u) = dg, (L”IJU))

Lorsque u € I; nous avons g5(u) € R, ,,, et

IT*(g5(w)) = (—1)*Ju.
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La preuve de résultat, ainsi que celle des résultats analogues des deux sections suivantes est un
long calcul. De plus, nous avons besoin d’un lemme préparatoire qu’on va énoncer et prouver.
La démonstration du lemme 3.3.2.1 sera donnée a la fin du paragraphe.

Lemme 3.3.2.2
Soit & € I, q < r. Nous avons les identités :

3323 (dJ)?e = (=1)L [P(A}})a] .

3.3.24 dpP(AT)o + (—=1)1Lg(JdyrJ)a = 0.

Démonstration :
Nous allons nous servir de la description de I; donnée par la preuve de la proposition 3.2.3.1.
Les élements de Ej et EY vérifient visiblement (3.3.2.3). Nous prenons maintenant « de la

forme )
o = (0w + Omus)

avec u; = G u, uy = Gy ol u € Es. On a alors
2(dHJ)2C¥ = 2(JdH)2C¥ = (JdH)2%’U,1 -+ (JdH)23Hu2

Or

Comme sur les g + 1-formes nous avons 8y — Oy = (—1)%.Jdy.J on en tire
(Jdp)*0mur = (=)0 0y Opur = (—1)7i0y {0, O yur = (=1)%LLRO U, .
Nous avons vu dans la preuve de la proposition 3.2.3.1 que
Opgu, € Ker [P(A};) — iﬁR]
donc
(Jdu)?Fgus = (—1)"L[P(A};)(8Hu1)].

Ensuite, nous avons

(JdH)2aH’LL2 = (JdHJ)@GHuQ = (—1)(17;8[{%8[{’1142 = (—1)(17;8[{{%, 8H}u2 =

= (—1)‘1+17JL£R8Hu2 = (—1)qiLP(AJI;)u2
car us € Ker [P(A}}) + iﬁR] . La formule (3.3.2.3) vient maintenant facilement.

Démontrons maintenant (3.3.2.4.). Il est facile de remarquer que cette formule est équivalente

P(AT)dga = 0.

Nous allons omettre les détails, car la preuve de ce fait est formellement identique a ce que nous
avons fait précédemment B
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Démonstration du lemme 3.3.2.1 :
() Nous allons montrer que f; (u) est propre pour tout w € I;. Nous avons

AL +T2LLY  —JdgJd 0
T?Jdyd AL +T?L*L Lu

~ (s #en ) = (g ) +5o (2 )

par (2.2.6) et le fait que u est primitive. Par conséquent :
s _ —LS(JdHJ)’LL _ dH (_1)qL —LS(JdHJ)’LL _
(AQT_)\3(T))f3 (u) =d ( LSP(AJI})ZL ) - ( (_1)q+1£R dH LSP(AJI})ZL -

_ s ( (—(dHJ)2u+ (=1)ILP(AT)u ) _0

Ay (LuNb) = (

—1)q£R(JdHJ)U -+ dHP(A’II;)’U,
par (3.3.2.3) et (3.3.2.4).

Regardons la décomposition de Lefschetz de f5 (). Nous avons

o/ 0 _ dr (—1)7L 0 _
so=a )= (e, Ca" ) ()
= (=1L u + L (dgu) A 6.
Or dyru est primitive a cause du fait que dj;Ju = 0. Ceci montre a la fois que f3(u) € Ty} 04,
et que
IT(f5(u) = (=1)%u.
(ii) Soitw € I;.On a

T?JdyJ AL +T?L*L 0

( LY (P(AT) Ju) ) <L8+1Ju>
T?(JdgJ) L+ Ju 0

AT + T?2LL* —JdgJ Lt Ju
N ()

Il vient que

v ETEPEDR Y
(Ag, — A3(T))g5(u) = dg, ( T2(Jd J)L*+ Ju ) B

o d G¥ia LH(P(AR) )\
(=)IT2L*  dy T?(Jdy J) LS Ju

_ ( (d L+ [p(A};)(Ju)] + LrJ(d5 L)y )
(—1)‘IT2(3 +1)(r—q-— S)LS(P(A};)Ju) + T2(d§{J)2LS+1(Ju)
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par (2.2.6). Or

(a5 L) [P(AR) (Ju)| = 124 [d P(AR)Ju| = (s + 1) LoJdy P(AR)u =

= L1 |dy P(AR)Tu = (s + 1)LrLe (drrJu)
par (2.2.17) et (3.3.2.4). Egalement par (2.2.17) nous avons

dy L = ¥ dhu + (1)1 (s + 1)L (Jdg J)u
donc
(di Lo+ [P(A};)(Ju)] + LRJ(dG L Yy = L+ [d“;,P(A};)Ju] + LT LR Idiu =0

car Ju est horizontalement cofermée.

De nouveau par (2.2.17) et d% (Ju) = 0 on obtient
(d5 )2 L5+ Ju = (Jd%)2 L5 Ju =
= (Jdp J)(dy L) Ju = (=1)*(s + 1)J (d}; L) (dru) =
= (=1)4(s + 1)JL*(d¥dpu) + s(s + 1)JLs — 1)(Jdy)?u.
En nous servant de (3.3.2.4) et du fait que w Vérifie (i) il vient que
(d% 2L Ju = (=) (s + 1) (r — g — s) L* P(AL) Ju

donc
95(u) € Exyry(ALI*2).

Concernant la décomposition de Lefschetz de g5(u) nous avons

; oo [T Y G Lp L' Ju
g3 (u) - Ygr 0 - (—1)qT2L* d?{ 0 -

(d L) Ju
T\ (—1)ITRLA L

) = — (s + DI (Jdgu) + (~1)7T%(s +1)(r — g — ) *(Ju) A 6.

Or dgu est une forme primitive ce qui permet de conclure aisément ll

3.3.3 Réalisation de I’espace E;

Nous allons énoncer et démontrer un résultat analogue au lemme 3.3.2.1, pour les espaces
du type E;. La preuve sera faite par calcul direct, en tous points similaire a celui du paragraphe
antérieur.
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Lemme 3.3.3.1
Soit s > 0 fixé. Posons

MIT)=T*(s+1)(r—q—s—1)—a+b
w(T)=T?s(r—q—3s)—a+b.
Nous avons des applications linéaires
(i)
ff B — E)q(T) (Ag;—2s+2) N Imd;T

définie lorsque r — g — s — 1 # 0 par

3331 fi= 0 gt Lt'dyGAn,

r—g—s—1"917
Siu € FE; alors
fi(u) € Tjiogq et I (7 (u)) = u.
(i)
93+ By = By (A1) N I'md définie pour s > 1 par :

3.33.2
g5 = (r — q)d[(o, (JdHJ)Ls—lc:AH] .

Lorsque u € E; nous avons g5(u) € Ri,, . et

IT*(gi(w)) = (-1)""u.

Démonstration :
(i) Soit u € E,. Posons v; = G2#u et v, := dyv,. Remarquons que vy, v, sont primitives et
que Agv; = u caru € HL. Un calcul semblable & celui fait au lemme 3.3.2.1 pour I’application
g5 nous conduit a

(Agr = M(T)) fi(u) =

_ _r (A L )Q(AR)vz + (=1 Lr(JdfJ)L** vz
T2(-1)"* (s + 1)(r — ¢ — s — YQ(AT) L*vo + T*(djJ)2L* vy |

r—g—s—1

Nous avons
3333 QAT vy = Q(AT)dyv = (=1)1Lr(Jdr )
car v; € Ker Q(AL). Il vient alors par (2.2.17) que

(dEL)Q(Am)ve = (=1)1LR(dE L") (Jdp T vy =

= (—=1)2LR(LE Y (Jdp J)vr + (=1)4(s + 1) L* (Jd g J)?v1).

Or d¥(JdpJ)vy = (1) (r — q)Lgv; (par (2.2.18) car v; € P9) et (JdgJ)?vy = LrLv,.
Par conséquent on arrive a

3334 (dELTYQ(Ar)vy = (s + 1 — 7+ q) LR L vy,
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Ensuite, toujours par (2.2.17) nous avons
(Jdi )L+ oy = J(d5 L) Jug = J(L5 iy + (—1)4(s + 1) (JdgJ)L¥) Jvy =
= LY ((Jd%J)dgv) + (—1)9(s + 1) L L* o,
En utilisant (2.2.18) nous obtenons que
(Jdy Ddgv, = (=1)7 (r — q)Lry
ce qui entraine
3.3.35 (Jd%J) L5ty = (=1)4(s + 1 — 7 + q) LR L* 0.
On conclut par (3.3.3.3) et (3.3.3.4) que
(d5 L ™HYQ(AT vy + (=1 Lr(Jdy J) L vy = 0.
Il nous reste a calculer (d%J)2L** v,. En utilisant (3.3.3.5) nous avons
(dy )L uy = (—1)¥(s+ 1 — 7 + q) Lr(df L™ )v =
=—(s+1)(s+1—r+q)LrL(JdyJ)v;
par (2.2.17) et le fait que v; € P9. Ceci et I’identité (3.3.3.5) nous conduisent a
T*(—=1)" (s + 1)(r — g — s — NQ(AL) Livy + T*(dJ)?L vy = 0

On a bien montré que ff(u) € E\(A22+?*%%). Nous étudions maintenant la décomposition de
Lefschetz de f{(u).Ona

(=paHt s+1
fi(u) = —=4_g* L5y, = dy; 5 Lr L+ ly, _
e L O :

( (@5 L+ )0, )
TS\ ()T s+ 1) (r—q—1—8)Loy |
Or, de nouveau par (2.2.17) on a
(d3 LYo = (d LY dgvy = LY (ddgvr) + (—1)4(s + 1) L (Jdg)?v, =
= Ly + (=1)4(s + 1) L*(Jdg)?v;.

Comme
3.3.36 [(derd)?, L¥]) = (1)1 dgdy + J(d%dg)J sur AY(H)
(voir la preuve de (2.2.28)) il vient par le fait que v, € P9 que

L*(dgJ)?v, = (=1)T Agv, = (=1)% 1y,

Par conséquent, la forme
(7" — q)(dHJ)2v1 + (—1)qL’LL

est primitive, ce qui fait que la décomposition de Lefschetz de f;(u) est
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2337 Ji(n) = CESED 1 [ — ) (Jdur0r + (~1)0 L] + L+
(=) (r — q)(s+ 1) Léva A 6.

(i) Cette fois, pour u € E; nous allons poser u; := G2#u et uy := (JdgJ)u,. Notons que
u1, ug SONt primitives et que Axu; = wu car nous avons u € H=-. Un calcul analogue a celui
gu’on a fait au lemme 3.3.2.1 pour I’appplication f3 nous donne :

— LY dgJ)?us + (—1)1 LA Q(AT Jus
(Bor =@ =00 oy 00+ (1 Lt ]
On s’assure sans peine que
(diJ)?uy = LrLdguy, (JdgJ)us = LrLuy

et que
Q(A};)uQ = (—1)q+1[,RdHu1

(car Q(AT)u; = 0). Il vient facilement que
(Agr = m(T))gi(u) = 0.

Occupons-nous de la décomposition de Lefschetz de ¢¢(u). Ona

w=c-ogd O J=w-g O CUTE b=
& B e Ls_luQ B e (_1)q£R di LS_IUQ B

= (1) (r — q)L*us + (r — q)L*'dpuy A 6.
Nous avons dgus = (Jdg)?u,. Par (3.3.3.6) et le fait que u; € P? on obtient
L*dgus = L*(dgJ)*uy = (—1)" Aguy = (-1)7u.

Par conséquent, la forme
(r — q)dgus + (—1)?Lu

est primitive, ce qui fait que la décomposition de Lefschetz de g% (u) est
gi(u) = (=1)(r — q)Loup + L* [(7" — q)dpus + (—1)qLu] A0+
+(=1) LSy A 6.

3.3.3.8

3.3.4 Réalisation de I’espace F,

Comme nous I’avons fait pour les espaces I; et E; nous voulons maintenant réaliser I’espace
E, comme un espace de formes propres pour le laplacien A,,.. Pour ce faire il nous faut un
résultat préparatif.
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Lemme 3.3.4.1
Soitw € R[X],w := P — T?*(r — q). L’opérateur
B:=(r—quw(AL) - Ay : Ey, — E,
est bijectif.

Démonstration :
Il est clair que B est bien définit. Comme E; est de dimension finie, il suffit de montrer que B
est injectif. Soit ¢ € E, telle que B¢ = 0. Il vient alors que

1
ATV = ——AgC.
w(Ag)¢ — HG
En utilisant ceci dans R(AZ%)¢ = 0 (voir 3.2.2.7) il vient aprés calcul
Az-Ap, (=0
ce quientraine( =0car( e Hi NH; A
Nous allons utiliser la notation
GB.=B7':E,— E,

pour I’inverse algébrique de B. Nous sommes en position de démontrer le résultat suivant.

Lemme 3.3.4.2
Soit s > 0 fixé. Nous avons des applications linéaires :
(i)
Ey, - E AZe+at2) N I'm d définie par :
334.1 fi B2 = Exyn( ) P

f3 = (r — @d((JduJ) L*, w(A}) L°)GP
Siue Eyona

f3(u) € Tos+q+2 et IT" (f3(u)) = (=1)%u.

(i)
33420 95 : By = Exyy(AZHH9) 0 I'm df, . définie pour 7 — g — s # 0 par
3.4. . o )
gS = r(q qs d;T(T2(2+1)L i (A’II;)7L dH)GB

Pour v € E5 nous avons

g;(u) € Rgs—l—q—l—l et H2(g;(u)) = u.
Démonstration :
(i) Soit u € E,. Posons u; = GBu et uy = (JdyJ)u,. Notons que u; € E, et que uy est
primitive, Bu; = u. On calcule maintenant

A Léu, AT +T2LL*  —JdgJ Luy

T\ Lw(AT)uy) | T2JdyJ AL +T?L*L Lw(AT)u, |
_ (AL + T?LL*) Loy — (JdgrJ) L w(AL)uy
C\ T2(JdyJ)LPug + (AL + T2 L) L w(A)uy )
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Or, par (2.2.6) nous avons
L*Louy = s(r — g — 8)L* 'ug, L*L¥Tuy = (s + 1)(r — ¢ — s) L°u;.
Ceci entraine que
(AT + T?L*L) L w(A)uy = LS (Pw)(AL)uy + A3(T) Low (AL )uy =
=T2L* ATy + M\3(T) L w (AL u,
car u; € Ker R(AY) (rappelons que R = Pw — T?X). On a aussi
(Jdg H)w(AL)uy = w(ALY(JdgJ)uy — J[ Ay, dg]Ju; =
= w(AL)uy + (—1)?Lrdru,;.
Par ces faits il vient que
Léuy T?sL%ug + (—1)9T LpLodruy
(Bor = %5(1)) ( Lrw(Af)u ) B ( T2(Jd§{J)I(ﬁu2)+ T°L* Afu ) '
Il nous reste donc a calculer (Jd% J)L*us. Nous avons par (2.2.17) :
(Jdi J)Liug = (=) I (d% L) (dgJuy) =
= (=D J(Ledy + (—=1)9sL~ Y (JdyJ))dgJu, =
= —L*(Aguy) + (1) s Y (dpr J)u; .
Par conséquent :
(A — As(T)) ( o ) N ( T*sLous + (=1)""'LrL* (dnw) ) .
g Liw (AT Yu, — L% L5uy + (- 1) T2 s LY d g J)?uy
A partir de cette derniere relation, par application de d, un calcul facile montre que
(Dgy = As(T)) f3(w) = 0.
Etudions maintenant la décomposition de Lefschetz de f5(u).Ona:

LS’UQ
£ = (r = 9)d ( LAt ) -
LS’UQ

B dy  (=1)iL B
S ( (~D™Ln  dy ) -
Liw(AT Yu,

_ ( L[ )@ d)Pur + (~1) LAgu | + (<17 Blw) ) |
(r — @) Ldpgw(A)uy + (=) (r — )L Lp(JdgrJ)uy

Comme la forme
(7" — q) (dHJ)2U1 + (—1)qLAH’U,1
est primitive, il est immédiat de voir que la décomposition de Lefschetz de f5(u) est :
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3.3.4.3

fs(u) = L* [(7" — Q) (dpd)?u; + (—1)‘1LAHu1] + (=1)9LH ut

+ [(T - Q)Lsde(A’II;)ul + (—1)q+1(7" — q)Ls[,R(JdHJ)ul] N
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(ii) Soitu € Es. Posons v; = GBu etw, = dyvy. Il s’agit visiblement de formes primitives. Par
construction on a Bv; = w. En utilisant (2.2.6) nous obtenons

g+1
A ( Eea GO ) _
9T -

LSUQ

AL +T2LL*  —JdgJ
B T?JdyJ AL +T?L*L

q+1

T2 s+1

( q+1
s—|—1

—1)e+1
T2(s+1)

Ls+1 (A’II;)’UI

LS’UQ

Par (2.2.17) et le fait que v; € P? implique w(AZ)v, € P9 nous avons

(Jdy J) L w(A) (vr) = (=1)7(s +

1)LsdH’LU(A’II;)’U1 =

= (=1)4(s + 1) L*w(AL) vy — (s + 1) L*Lr(Jdg J)v;.

Comme R = Pw —T?X etv, € Ker R(AZ) nous avons

(AT +T?(s+ 1)(r — g — 8))w(AL)v, =

= )\3( ) (AT)’Ul + T2AH’01
Tous ces faits nous conduisent a
g+1 s
s L w(Ah)u )

LSUQ

(Agr = A3(T)) (

s+1

(=pott Ls—I—IATU _ Ls(JdH) v
T*(r —

—s— 1)Ly + (=1)IL*Lp(JduJ)n

Par application de d7_ on trouve

(Ag, — A3(T))

):

95(u) = 0.

(_1)q+1

s+1

o

)

(AT + T (s + 1)(r — q — 8)) L* M w(AL)v, — L*(Jdy)*v,

(Jdy )L w(A) v, + (AL + T2 (s + 1) (r — g — s — 1)) Lovy

As(T)w(AR)vn + (Pw) (Ao =

Ls-i—l,u2

(=1)7L** ! (LRvy)

) |

Etudions la décomposition de Lefschetz de g5(u). Par la définition de notre application il vient

d* (=1)¢ )q
gs(u) — —(r—q) i
2 e\ (-1)0TRL d;,

DIt o1
—(r—q) T2 s+1 (di L Yw( Aoy + ¢
— L L Ly (AL, + (d’}{LS)UQ

r—g—s
s+1

(

_1q

1)a+1
T?(s+1)

L L v,

Ls+1 (A};)’Ul

LSUQ

) |
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Mais

(d L w(AR)vr = (=1)T (s + 1) L*(Jdr J)w(Af v
par (2.2.17) et le fait que w(A%)v; € P2 Nous avons également que (par (2.2.17) et (2.2.6))

Ly = (s +1)(r — g — s) L,

et
(d5 L¥)vy = L*Agvy + (=1)9sL¥ Y (dpJ)?vy.
On en tire
» 4 T L (Jdp T yw(AG) v + R0 [ (L pd )
gau) = ———
2 rT—qg—s\ (=1)9sL! [(r —q)(dgJ)*v + (—1)qLAH1)1] —(r—q—s)L*By,

Comme les formes (Jdg J)w(AT vy, Lrdgvr, (r—q)(diJ)?v1 + (=1)4LA v, sont primitives
et Bv; = u nous pouvons conclure B
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4.1 Introduction et définitions

Dans tout ce chapitre on va travailler dans la situation géométrique considérée a la section
2.2. Notre objectif est d’essayer de séparer les composantes horizontales et verticales dans le
spectre de A, tout en essayant de déterminer le comportement en 7' de ce spectre. Dans le
cas d’un fibré, cela revient a voir comment on peut relier le spectre de la base (ou plut6t d’un
opérateur défini sur la base) et le spectre de la fibre au spectre de I’espace total.

Pour la valeur propre 0 nous savons, dans le cas d’une fibration (par le théoréeme de Leray-
Hirsch), que I’espace propre associé se sépare en composantes horizontales et verticales qui
correspondent, grosso-modo, a la cohomologie de la base et a celle de la fibre. Pour un fibré en
cercles la méme réponse peut étre déduite de la suite de Gysin.

Toutefois, I’intuition que peut nous procurer I’étude de la cohomologie de de Rham dans
la résolution de notre probleme est bien limitée ; une raison est que les formes harmoniques de
(M, gr) sont dans le noyau de Lg. Cependant, nous allons voir que I’on peut récupérer certaines
valeurs propres de A, a I’aide de ces espaces de cohomologie.

De fagon heuristique, notre motivation est la suivante. Nous savons (cf. (2.2.1)) que I’espace
des formes de M est déterminé par les formes horizontales. On réduit alors I’étude du spectre
de A, a I’étude du spectre d’un opérateur horizontal ; par la formule (2.2.19), A% semble
étre I’opérateur adéquat. Notons que le spectre de A, ne sera pas égal (sauf dans le cas des

59
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fonctions) a celui de A% ; ce dernier va effectivement déterminer le spectre de A, mais par
I’intermédiaire de fonctions algébriques qui dépendent de T et du spectre de AZ,. La géométrie
de notre variété M (qui est d’ailleurs produite par la géométrie de V) joue également un role
dans cette théorie, par I’intermédiaire des groupes de cohomologie de Dolbeault qui produiront
du spectre pour A,

Cette démarche peut étre comparée avec ce qu’on fait classiguement dans I’analyse harmo-
nique des groupes de Lie compacts : sous certaines hypotheses, on réduit I’étude d’un laplacien
a un opérateur de Casimir via la théorie des représentations. Dans notre cas, I’opérateur qui
détermine le spectre de A, est AT, = Ay — 7 £%. L’opérateur —L% est un opérateur de Ca-
simir.

Introduisons quelques objets qui serviront a énoncer le théoreme principal de ce chapitre.
Soient0 < p <r—1,0 < s < pnaturelsetT" € R . Définissons les polyndmes h$ , b3 ,, b3 ,, hi . P, Ry €
R[X, Y] par

B, =X +T*(s+1)(cp+s) =Y by, :=hi , +T*(s +1)

hs, :=hi, —T*(c, +5), hi,:=h3, —T?s

Ps:=hs,-h§, —T°X, RS :=hi{,-hj, —T°X
ou, par définition, ¢, = r—2p—1. Lorsque A € Ry introduisons une famille d’espaces vectoriels
définis par

E; ,(\) ={a e P9 NH{ NHy : PI(AT, N)a =0}
E; ,(N) ={a e P9 NU NHy - b (AT, N =0}
Fi,(A) = {8 € PPN U NHy : Ry (AF, N)B =0}
Fy () = {8 e PRr=9T nH N Uy« hy (AT, A3 =0}

& () = [Hf“"s) + ’Hg“”—s)] NHE N Ker b (AT, \)
411 &5, (A) = 12?9 0 Ker [hgm(A}}, N — wR]

3, (N) = H37) O HE O Ker b3, (AT) +iLa]
(A = [’Hf‘p‘““ + ’Hﬁ""s)“] NHEN Ker S, (AT, A)

Lp
f3,(0) = HI® O 0 Ker [t (A%, ) — iLg]
15,00 = H2P~9H 9L 1 Ker [hip(A}}) + wR] .
Nous allons également définir (dans un souci de concision) les espaces
€ (A) =5, (A) @ e5,(A) @i ,(A)
8p(A) = ¢l ,(A) ® f5,(A) © 5,,(A)

Pour 0 < ¢ < r, définissons aussi

4.1.2
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4.1.3 Fi(T) := Ker(ATL, = \) NP1,

Remarque 4.1.1
Les espaces définis en (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) sont préservés par I’action du cercle.

4.2 Le principe de séparation des variables dans le spectre des formes de
(M7 gT)

On dispose de tous les élements nécessaires pour énoncer nos résultats. Nous avons alors le
théoréme suivant, qui détermine a isomorphisme pres I’espace propre de A, en fonction des
espaces définis ci-dessus.

Si V est un espace vectoriel, nous allons noter V2 le produit cartésien V- x V.

Théoréme 4.2.1 (PSV pour les espaces propres des formes de (M, gr))
(1()Si0 <p < [5]—1alors

E\(AZ*?) 2 P (T) o [BY,(\) @ Ff,(\)|@
4.2.1 P 2 P 2 P
o(@ B, We|F,0)] ) @ (& Fr,0 e [B5,(0] ) & (@ &0 @ &),

La partie fermée de Ex(A22+?) est isomorphe a
0 0 5 ? r
422 (B9, @ FS,(0)] @ (5_91 B, (Ve[ F3,(0)] ) @ D ().
La partie cofermée (pour la métrique gr) de Ex(A22+?) est isomorphe a
2p+2 5 s s ? 5 s
423 FZ(T) @ (@0 Fr,(e[E,0)] ) @ D &0

(ii) Sir —1 > p > [5] la decomposition est

E\(AZ+?) = F2OPTNT) @ BP0V @ BT T (W)@

Lp
P 2 P 2
s o8 mwelmm])e( & Foe[m,0])e
P P
o( e T e () @ S e @ FHW.
§s=2p+2—r §s=2p+2—r

La partie fermée de cette décomposition est donnée par

P 2
RO me B e ( @ B0 e B0 e
4 2 5 §=2p+2—r

p
el Mo TTNe B &)

2,p 3,p
§=2p+2—r

La partie cofermée (par rapport a gr) de Ex(A22+?) est isomorphe &
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P 2 P
226 ERPTNe( O e B0 )ed e @ F0).
§=2p+2—r §=2p+2—r
La démonstration de ce résultat sera donnée dans la section 4.3. 1l est possible de donner un
théoréme analogue au théoréme 4.2.1 dans un cadre équivariant. Nous devons seulement noter
que les espaces et les isomorphismes qui y interviennent sont préservés par I’action du cercle
(voir la section 4.3).

Dans le reste de cette section le théoreme précédent sera admis et nous allons en discuter
quelques conséquences immédiates.

Par dualité de Hodge, le théoréme 4.2.1 nous donne la structure de I’espace propre EA(AEI;“), 0<
p < r. La formulation de ceci sera laissée au lecteur. Signalons que pour p = 7 on retrouve le
cas des fonctions. Néanmoins, le résultat concernant les 1-formes sera énoncé plus bas.

Le théoréeme 4.2.1 nous dit essentiellement que I’espace propre des p-formes de (M, gr)
s’exprime en fonction des espaces plus simples, dans le sens qu’il s’agit des espaces constitués
de formes horizontales. L’apparition de polyndmes dans la définition de ces espaces est due a la
géomeétrie de notre fibré (a comparer avec le cas d’un fibré trivial).

Afin de mieux comprendre I’énoncé de notre théoréme examinons le cas le plus simple, celui
des 1-formes.

Corollaire 4.2.1
Nous avons un isomorphisme

427 E\(AL,) & FL(T)® [FY(T) n 1| @B ().
La partie exacte de Ex(A} ) est isomorphe &

4.2.8 FYT)NH*

La partie cofermée (pour la métrique gr) de Ex(A} ) estisomorphe &
4.2.9 FYT) ® E2y(N).

Démonstration :
Par dualité de Hodge, les laplaciens A} et A2" sont isospectraux. On applique le théoréme
421pourp=r—101

Pour visualiser encore mieux le théoréme 4.2.1 dans le cas des 1-formes notons que F'y(T)
est I’espace propre du laplacien A, sur les fonctions (car A, = AT sur A°(M)) et E7;())
est I’espace des fonctions f € C®(M) N Hi N Hy qui vérifient :

(AL — )AL +T?*r - \)f —T?ALf =0.

Une version plus intuitive du PSV pour les espaces propres de (M, gr), le cas des 1-formes,
s’obtient lorsque notre variété M est de dimension 3, i.e. r = 1 .Dans ce cas, par dualité de
Hodge, on s’intéresse uniquement au cas des 1-formes. Nous avons :

Corollaire 4.2.2
Supposons que r = 1 et soit A € R, . Nous avons un isomorphisme
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4.2.10 Ey(A},) 2 [Ker(&5+ ) N1 @ [F(T) n#H*| @ By

Démonstration :
Par (4.2.7) il suffit d’examiner I’espace F}(T). Or, P! = H' par (2.3.6) et le faitquer = 1 W

On peut faire une analogie avec le spectre des 1-formes d’une surface de Riemann qui est
détérminé, a cause de la dualité de Hodge, par le spectre des fonctions et les formes harmoniques
comme le démontre le résultat suivant.

Théoréme 4.2.2
Lorsque » = 1, le spectre des fonctions de (M, gr) et la cohomologie de Dolbeault de M
déterminent le spectre des 1-formes de (M, gr).

Démonstration :
Il faut juste remarquer que, dans I’isomorphisme (4.2.10), les espaces Fy(T') et E? 4()) sont
constitués de fonctions B

Remarque 4.2.1
L’isomorphisme (4.2.10) est d’autre nature que la dualité de Hodge.

On continue avec les observations concernant notre théoréme, tout en revenant au cas général
(r arbitraire).

Remarque 4.2.2

Nous avons une légére différence de structure entre le spectre des 2p + 2-formes avec 0 < p <
[5] — 1 et le spectre des 2p + 2-formes avec [5] < p < 7 — 1. Ceci est du, comme on le verra
dans la section 4.3, au fait que le début de la décomposition de Lefschetz de A**2(H) est de
nature différente dans les deux cas (cf.(2.2.8)).

Remarque 4.2.3

Par le théoréme (4.2.1) les espaces propres du laplacien sont déterminés par les espaces propres
du laplacien A% en restriction aux espaces P4,0 < ¢ < r. Nous avons donc une analogie avec
le cas d’une variété kahlerienne ou nous savons que le spectre des formes primitives de degré
inférieur ou égal a la moitié détermine la totalité du spectre (voir la section 2.4).

Une autre conséquence du théoreme 4.2.1 c’est qu’il nous permet de décrire les formes harmo-
niques de (M, g7) comme suit (ce résultat figurait déja dans [45]).

Corollaire 4.2.3
Nous avons :
(Sio<p<[E]-1

4211 Harm®2(M, gr) = H>T2
(i) Si [5] < p <r — 1 unisomorphisme

4.2.12 Harm+2(M, gr) = #2077,
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Démonstration :
(i) On va se servir de (4.2.1). Examinons les espaces qui y apparaissent lorsque A = 0.
L opérateur b5 (A7, 0) étant strictement positif pour 0 < s < p nous avons que

E3,(0) =0etef ,(0) =0.
Ensuite, I’opérateur h3 ,(A7;, 0) est strictement positif pour s > 1 ; lorsque s = 0 son noyau est

égal a H. Il vient que
F5,(0) = 0etf;,(0) =0

pour 0 < s < p. Pour montrer que les espaces E7 ,(0), F7,(0) sont réduits a zéro lorsque
0 < s < p nous notons que

P3(AY,0) = (AL +T%s(cp + 5))*> + T's(cp + 5)(¢cp + 25 + 1)
RS (AR, 0) = (A, +T%s(cp + 5 — 1)) + T*s(cy + 5 — 1) (¢, + 25)

et on utilise le précédent argument de positivité. Concernant I’espace e ,(0) remarquons qu’on
asur #20 .

(cp+ 5+ D) B,(AF) = iLr| = (6 + ) AT + T2s + 1)(cp + 5+ 1)?
ce qui entraine immédiatement que
eip(o) =0.
Des arguments similaires nous conduisent a
e3,(0) =0,§;,(0)=0,i=2,3,0< 5 < p.
Par (4.2.1) il vient alors que
Harm(M, gr) = F2PY(T) = H2P+2,

Comme H2? 2 est naturellement contenu dans Harm(M, gr) nous pouvons conclure.
(i) La preuve est complétement analogue a celle donnée en (i) H

Remarque 4.2.4

Le résultat précédent posséde un intérét du point de vue spectral. Nous allons voir que les
espaces H, donc les groupes de cohomologie de de Rham de M, produisent des valeurs propres
privilégiées de (M, gr). Lorsque T — 0 nous obtiendront ainsi toutes les petites valeurs propres
de (M, gr) (voir le paragraphe 5.1)

Nous allons maintenant montrer comment on peut obtenir un PSV pour le spectre du laplacien
des formes de (M, g7). Faisons d’abord quelques préparatifs.

Définition 4.2.1
(i) Pour 0 < g < r soit
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le spectre de AZ en restriction a P9,
(ii) Pour 0 < g < r soit
O-ged(T)
le spectre de I’opérateur A%, agissant sur I’ espace P9 N Hi N Hy.
(iii) Lorsque 0 < g < r soient

21(T)
le spectre de I’opérateur AT, — iL en restriction a I’espace HY ;
D3(T)
le spectre de I’opérateur
AT +ilg
en restriction a I’espace Hi N H{ ;
D3(T)

le spectre de I’opérateur A% en restriction a I’espace (H? + Hi) N H*.
(iv) Finalement, on note pour 0 < ¢ <'r

DY(T)
le spectre de I’opérateur AZ; en restriction a I’espace HY + H3.
Pour 0 < p < [5] — 1,0 < ¢ < 2p+ 1 on définit une famille de fonctions
fip 110,00[x]0,00[= Ry ,1 < i < 4

en posant

flp(x T =

+7 -

42.13 f3p(2,T) =2+ T2[ % p+p—1-[51]) + T;_q] Tzt T2(r4—q)2
f3,p(x7T) =z+T*(p+
fi(@,T) =2+ T*(p-

ou par définitionc, =r — 2p — 1.

Remarque 4.2.5
Il est immédiat de s’assurer que les fonctions définies ci-dessus sont strictement croissantes en
la premiére variable sur ]0, oof.

On associe aux fonctions définies en (4.2.13) les ensembles suivants.

0ip(T) = {fip(T) : p € 07,4(T)},1 = 1,2

03,(T) = {fi, (1, T) : p € 07,4(T)}
4.2.14 bip(T) = {5, (1, T) : p € DYT)}
5p(T) = {fip(1,T) : p € DYT)}
b3(T) == {fip(n, T) : p € D(T)}
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Etant donnée une collection, notée C, du type défini en (4.1.2) et A € R, on définit la multiplicité
de A dans C comme le nombre des apparitions de A dans C ; c’est 0 si A n’est pas élement de C.
L’union de C avec une autre collection du méme type, disons C’, qui sera notée

c+<C

sera leur réunion comme ensembles avec la convention que la multiplicité d’un nombre dans
cette union est la somme des multiplicités de ce nombre dans chacune des collections de I’union.
Enfin, nous allons noter 2C I’'union C + C.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui nous permet d’obtenir le spectre du lapla-
cien A,,. en fonction du spectre de A%,

Théoréme 4.2.3 (PSV dans le spectre des formes de (M, gr))
Soit 0 < p < r — 1 naturel. Nous avons :
(i) Si0 < p < [5] — 1 le spectre de A>** est donné par I’union

3p p

2p
oPT) + o™ (T)+ 3 205,(T)+ X of(T)+
g=0 i=1,2, ¢=0,2p+1

4.2.15
+ X (1),

i=1,3 ¢=0,2p+1

Le spectre des 2p + 2-formes fermées correspond a I’union

p—1
> D) + ot (1) + X 205 (T)+
4.2.16 =12 ¢=0p =
p
+ 20 W) + (T + b (7).
q:

La partie cofermée du spectre de A+ est donnée par I’union

__ip
i=1,2 ¢g=0,p

p
T)+ Y 200(T) + X ot (T)+
4217 ) =
+ 20 [0 (T) + b3 (D) + g1

(ii) Si p > [5] le spectre de AZ2+2 est I’union de

2(r—p)-3
NP4 M)+ Y WM+ Y oD+
4.2.18 =0 i=1,2 ¢=0,2(r—p)—2

+ 2 io(T)-

i=1,3 q=0,2(r—p)—2

Le spectre des 2p + 2-formes fermées est donné par I’union
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r—p—2

Y 205 (T)+ X op(T)+

q=0 i=1,2 q=0,r—p—1

<8 s +sm] + v,

4.2.19

Le spectre des 2p + 2-formes cofermées est donné par I’union :

r—p—2

P + o T+ Y 203D+ Y o TN (D)+
q=0 i=1,2 ¢=0,r—p—2

4.2.20

_pl

+y The @) +h )] + > )

9=

Ce résultat est I’analogue spectral du théoréme 4.2.1 . Sa preuve sera donnée dans un instant.

Le théoréme précédent montre que le spectre des formes de A,,. se sépare en deux parties :
une qui provient du spectre de la restriction de AL a I’espace P N Hi N Hy et une qui est
produite par les groupes de cohomologie de Dolbeault. Pour cette raison il y a lieu d’introduire
la définition suivante.

Définition 4.2.2
Le spectre cohomologique des 2p + 2-formes de (M, gr), noté h*+2(T') est défini par

DT + ¥ IMsi0<p<[]-1
i=1,3 ¢=0,2p+1

4221 wP(T)={ =

D37 PHT) + > HI)siff]<p<r-—1
i=1,3 ¢=0,2(r—p)—2

Remarque 4.2.6
Le théoreme 4.2.2 précise la partie qui provient des formes fermées (resp. cofermées ) du spectre
cohomologique. Ces spectres seront notés §27+2(T') et ¢?**2(T’). Nous avons :

4222 PH(T) = 32 B5,T) + b34(1) + 5357 (1)
Si0<p<[§]—1let
4223 PrT) = i pism) +is ] + % B (Tysiffl <p<r—1

si [3] < p < r — 1. Concernant le spectre cohomologique des formes cofermées on a

4.2.24 P(T) = DFA(T) + Z [b”’“( ) + 0357 (T) + B35, (T))
lorsque 0 < p < [Z] —1et
4225 () =0T+ D) w0+

g=0
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lorsque [5] <p <7 —1.

Le spectre cohomologique est contenu dans le spectre des formes de (M, gr). Les formes qui
produisent ce spectre sont des formes harmoniques ou des éléments des groupes de cohomolo-
gie de Dolbeault. Cette partie du spectre sera analysée en détail en 5.1.

La signification du théoréme 4.2.3 est donc que le spectre cohomologique et le spectre de
AT en restriction a Ker(dy) N Ker(dyJ) déterminent, via les fonctions définies en (4.2.13) le
spectre des formes de (M, gr).

On finit ce paragraphe en donnant la démonstration de notre dernier théoréme.
Démonstration du théoréme 4.2.3 :

Une vérification élémentaire nous assure que les espaces définis en (4.1.1) jouent le role d’es-
paces propres pour les collections définies en (4.2.14). En effet, si I’un des espaces

B ,(N),i=T1,2,¢,()),j=1,3

[
est non réduit a zéro alors, en déterminant les racines des polyndmes de variable A qui inter-
viennent dans la définition de ces espaces, on obtient que

PN+ o NT) si i=1

Ae a3~ \(T) si. =2
bir—"(T) si j€{1,2,3}.

On a une correspondance similaire pour les autres espaces qui fait intervenir cette fois des
collections dont I’indice supérieur est du type 2(p — s) + 1. On conclut donc par le théoréme
4.21)m

4.3 Deémonstration du Théoréme 4.2.1

4.3.1 Lastratégie
Faisons d’abord le rappel suivant (voir la définition (3.3.1.1) et aussi (2.2.8))

Rappel 4.3.1

Soit0 <p<r—1,snaturelstelsque 0 < s <psi0 <p<[f]—let2p+1—7r < s < psi
5] <p<r—1. Alors:

(i) 73,42 est I’espace des couples de formes (o, 8) € A**2(H) x A**+'( H) avec décomposition
de Lefschetz de la forme

(5" Liaw, 3 Lig) si0 < p < [5] - 1
@p)=4 =,

(Y L, Es: Lgjysi[f]<p<r-—L1

i=2p+1—r j=2p+1-r
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(i) R3, o est I’espace définit par

RS

spa2 = Ker(IT) N T

2p+2

ouIT" : 75, , — S*7%° est donnée par :

Hl (a, /B) == as+1.
Nous rappelons aussi que nous avons une filtration (voir le paragraphe 3.3.1) :
431 Topta € Tipia C Topro C -+ C Thyun = APF2(M).

Précisons que Ty, }, = S?P*2 et que, lorsque [5] < p < r—1, nous avons Ry5 1, ™" & S2r-n-1,
L’idée de départ vers la preuve du théoreme 4.2.1 est d’utiliser cette filtration pour étudier
les espaces propres de Aﬁ’;”. Commencons par prendre («, 3) une forme propre de A,,.. On

montre qu’on peut se ramener a une forme propre dans 7‘2’;;12. Ceci revient a étudier le quotient

Ex(AZ)/ | EAZ) N T35,
En général, nous allons montrer que I"étude d’une forme propre du type 73,42 peut se ramener a
I’étude d’une forme propre du type 7‘2;;12. En d’autres termes, nous allons étudier les quotients

432 [0 1 T o) B0 0 |

On va montrer que ces guotients sont isomorphes a des sommes directes d’espaces comme
on en a définis en 4.1.1.
Cette étude est structurée comme suit. Dans un premier temps, nous allons décrire I’espace

[BAAZ?) N T |/ [EA(A272) N RS, .

En d’autres termes pour, nous montrons que pour I’étude d’une forme propre du type 7, ,, on
peut supposer que a1 = 0. Ceci sera fait au paragraphe 4.3.2. Le résultat qui décrit la structure
de notre espace est la proposition 4.3.2.1.

Au paragraphe 4.3.3 nous ennoncons et démontrons le résultat qui exprime, a isomorphisme
pres, I’espace

[E)\(AE;;—"?) N R§p+2] / [E)\(Azg+2) A 7;;112]

comme somme directs d’espaces du type définit en 4.1.1. 1l s’agit de la proposition 4.3.3.1.

A I’aide des résultats des paragraphes 4.3.2 et 4.3.3, on obtient, au paragraphe 4.3.4, une
description compléte du quotient (4.3.2). Ceci nous permet de donner la preuve du théoreme
4.2.1, par récurrence, en utilisant la filtration (4.3.1).

Comme annoncé auparavant, un usage massif sera fait des formules développées en (2.2),
ainsi que des résultats du chapitre 3.
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4.3.2 Lespace Ex(AZP)N Ty,

En nous appuyant sur la technique que nous avons developpée au chapitre 3, le premier pas
vers la preuve de notre théoréme peut étre résumé comme suit.

Etant donnée (o, 8) € T, une forme propre pour A2”*? nous allons montrer que o4
est élément d’un espace du type E (défini en 3.2.1) qui s’obtient a partir de polyndmes P, @, R
convenablement choisis. Cela va nous permettre d’appliquer les résultats de décomposition des
paragraphes 3.2.2 et 3.2.3.

Cependant, pour mieux comprendre les origines de notre théorie nous allons tout d’abord
montrer que si (o, 3) est une forme propre, il existe des polyndmes universels en AZ et A qui
s’annulent sur le bas de la décomposition de Lefschetz de . Remarquons que I’appartenance a
un espace du type E garantit ce genre de résultat (voir (3.2.1.1)).

Nous avons le lemme fondamental suivant.

Lemme 4.3.2.1
Soitp > 0et0 < s < p.Si (e, B) € Tso, st une forme propre de A2*+2 pour la valeur propre
A alors

4321 [(hg,p)%A};, ) + E%z] (ht - P(AT, Nayir = 0.

Remarque 4.3.2.1

(i) L’opérateur polyndmial, en Lr, AL et \) qui apparait ci-dessus sera appelé polyndme ca-
ractéristique de A, sur les formes différentielles du type 7, 5.

(i) La preuve du lemme ci-dessus contient tous les éléments nécessaires pour démontrer, en-
suite, que a1 vit dans un espace du type E. C’est I’équation (4.3.2.1) qui nous donne I’idée de
décomposer la forme ;. ; suivant les facteurs du polyndme caractéristique. La premiére partie
du chapitre 3 représente la formalisation de cette idée.

Démonstration du lemme 4.3.2.1 :
Par (2.2.19) on obtient le systeme différentiel :

AT o+ T2LL*a — (JdrJ)3 =\«
4322 { H (Jdu )

ATB+ T2 LB+ T*(JdyJ)a= X8
Pour 0 < i < p définissons
of = (L)' € NP0 (H) and B = (L*)'8 € A*P-IH(H).

On a facilement

s s—1
as“:(s+1)!H(r—2p+s+j)-as+1 etﬂszs!H(r—2p+s+j)-ﬂs.
=0 =0

En particulier, o**! and 3* sont primitives. Par application de (L*)**! resp. (L*)® & (4.3.2.2) et
en tenant compte de (2.2.6) et (2.2.16) on obtient aprés calcul



4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2.1 71

4323 { B (A%, Mot = —(s + 1) B
(dyJ)a*tt =0
resp.
13 (AT, Nt + T2 Lo+t = (JdgJ)B* — sdy 3!
o {’QAAEVUﬂ%=—T%J@ﬁnaa

On va voir que les 2 systémes précédents contiennent toutes les informations concernant ;.
On continue la preuve par étapes.

Etape 1 : L’&limination de o de (4.3.2.4).

Par application de Jdj;J a la premiére équation de (4.3.2.4) on obtient, moyennant le fait que
Ja+1 est horizontalement cofermée, I’équation

h;,p(Aj[;,)\)(Jd;{J)as = _'CRd;{as _ TQdHas-I—l + (Jd;{dHJ)/BS _ SHS

ou, par définition, H,; = (d% J)26°~" . Eny remplagant (d% J)a? donnée par la seconde équation
de (4.3.2.4) on arrive a

(hi;l) . hg,p) (A’II;, )\)ﬂs — T2£Rd;{as + T4dHa5+1_
—T%(JdydpJ)B® + sT*H,

qui ne contient pas de terme en o®.

4.3.2.5

Etape 2 : Polyndmes annulateurs pour d¥o**! et dydi ot .

De nouveau par le fait que Jo*! est horizontalement cofermée, par application successive de
dy; et dj;J ala premiére équation de (4.3.2.3) on trouve

h (AT N dyas ™ =0
4.3.2.6 27p( " ) "
Lrdiaf™ + (s + 1)(dyJ)?6° = 0.

La premiére équation de (4.3.2.6) et la deuxiéme équation de (4.3.2.3) nous permettent d’appli-
quer le lemme 3.2.1.1 a la forme o*** et au polyndme P = hg (-, A). Il vient que :

43.2.7 ((h3,)* + LR (AT, Ndndfra ! = 0.
Finalement, notons que I’application de d%;J a la seconde équation de (4.3.2.4) conduit a

4.3.2.8 hip(AJI;U )\)(d}}!])ﬂs —T2. ﬁRJas—I—l + »CR(Jd;{)ﬂs-

Etape 3 : L’équation fondamentale pour o***.

On collecte d’abord quelque faits.
() diHs = Lr(JdyJ)B°.
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L_g preuve en est évidente. Ensuite on démontre que
o dy(JdiduJ)B° = — 1508, (A%, N dudiot+
+(cp + 25) Lr(Jd5 ) B — A(df?).
En effet, remarquons que
dir(JdyduJ)B°* = J(dy J)*(duJ)B° = Jdjy (Jdjy Jdm) T B°.
Par (2.2.18) il s’ensuit que notre quantité est égale a
—J(dydp)JdyB° + (¢p + 28)Lr(Jdy J) 3.
Mais en utilisant la seconde équation de (4.3.2.6) on a
J(dydn)JdyB° = Ap(dfB°) + JdJ(dfJ)*6° =
= Ay (dyf°) — ;5 Lr(JduJdy)a T
Comme I’application de dy a la premiéere équation de (4.3.2.3) nous donne que
—Lr(JdgJdy)o’™ = hy (AL, Ndpdjot

I’assertion (ii) est démontrée.

Définissons Q3 € R[X, Y] par Q5 := hf, - h§, — T°X. On applique la codifférentielle a
(4.3.2.5). En faisant usage de I’identité (2.2.2.4) et des faits énoncés ci-dessus, on est conduit
apres calcul a

(AT, N) = L3 d5p® = 2L - b, (AT, M) (JdT) 5o+

+T?% - L0 + T Agast! + mhs (AT M) (dpdy)atTL.

4.3.29

Maintenant par la premiére équation de (4.3.2.3) on trouve

4.3.2.10 W0 = —hs (AT, Nt

Par (4.3.2.8) et I’identité précédente on arrive a
4.3.2.11 hi, (AT N (JdyJ) 3 = —ﬁ%ﬁRhiP(AE,)\)a”l.

En remplagant les valeurs de d}; 5° et h$ (A}, A) (Jdy,J) 3° données par (4.3.2.10) et (4.3.2.11)
dans (4.3.2.9) on établit apres calcul

43.2.12 (B3, - B)(AT, Nartt = —T2h3 (AG, N (drdi)as ™.

L’équation caractéristique (4.3.2.1) vient maintenant par (4.3.2.7) et par le fait que o**! est un
facteur non nul de a;.; B

Remarque 4.3.2.2

D’un point de vue technique le tout premier pas vers le principe de séparation des variables
est I’élimination de la forme 3 du systeme (4.3.2.2). Le formalisme nécessaire pour la suite est
motivé par les équations obtenues au cours de la preuve du lemme 4.3.2.1.
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On s’attache maintenant & comprendre la structure de la forme a4 .

Définition 4.3.1
Nous définissons les espaces

E5,(N) et I3, ()

comme étant les espaces E1, I; introduits par la définition 3.2.2.1, lorsque

g =2(p—5),P=h3,(X),b=T*s +1).

En utilisant la démonstration du lemme précédent, nous montrons maintenant que la forme
o411 appartient & un certain espace du type E. Ceci va nous permettre d’obtenir des résultats de
décomposition concernant la forme ¢, 1, moyennant la proposition 3.2.2.1.

Lemme 4.3.2.2
S_oit (o, B) € 7’?‘;“ une forme propre pour AP+ avec v.p. A. Alors :
(1) 511 appartient a I’espace E qui s’obtient en prenant

q=2(p—s),P=h3,(-,\) etb=T?(s +1).
(i) 541 Se décompose de maniéere unique comme
Cst1 = 0‘2-1-1 + 0‘3-1—1 + 0‘?-1—1
ol agy, € B} ,(N), by € E5,(N), a4, € I3 ,(N).
Démonstration :
(i) La forme «, satisfait les conditions :

(j1) par la deuxiéme équation de (4.3.2.3);
(j2) par la premiére équation de (4.3.2.6);

(j3) par (4.3.2.12);

(j4) par la premiére équation de (4.3.2.3), car I'm d; C H* .

Remarquons que par (4.3.2.10) et (4.3.2.11) on a

43213 hs (AT, N B° = — 5t [hip(hg,p—wR)] (AT Ao+,

= T 2(s41)

Or
B (N5 N0 = " [ (AT - iLr),

donc a4, (qui est un multiple non nul de o +1) satisfait (js) par le fait que Imdy C Hi.
De nouveau par (4.3.2.10) et (4.3.2.11) nous obtenons

432.14 1 (AT, N0 = gy [hip(hgyp + iﬁR)] (AT N)a,
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Comme
B (AT, N0 = 8y b, (AT) + iLr]

et Imd% C Ha nous avons que o, satisfait également (jg). Donc a,,; est un élement de E.
(ii) Il suffit d’appliquer la proposition 3.2.2.1 pour P = h3 (-, A),Q = hi (,A) et g =
2p—s)<rn

Pour compléter le résultat de décomposition du lemme 4.3.2.2, nous avons besoin de sa réciproque
dans le sens qu’il nous faut voir que les espaces Ef;]’,f()\), €3 ,(N), I{ ,(A) produisent des formes
propres pour AEIT’“. Il s’agit d’un cas spécial des lemmes 3.3.3.1, 3.3.4.2 et 3.3.2.1, comme
suit.

Lemme 4.3.2.3

Supposons que le nombre naturel s vérifie0 <s <psi0 <p<[f]—let2p+1—-7r<s<p
si[f]<p<r—-1.

Les applications suivantes sont des injections linéaires :

() f£, : Ef ,(A) = Ex(A%Z*) N I'm d donnée par :

43215 fi, = do (JdugJ)L*, b3, (DY, N L*) 0 G,

ou G est I’opérateur de Green de — —; e Qn + B3 (AT, A) sur A*(H) ;
(il) f5, 0 £5,(A) = Ex(AZT) N Im d* définie pour ¢p + s> 0 par

43.2.16 fipi= 2= df o (L dp,0) 0 G2 sicy + 5 > 0.
(iii) f5, : I} ,(A) = Ex(AZ*?) N I'm d définie par

4.3.2.17 fip,=do(0,L?)

Pour i = 1, 3, I’image de I’application [fip estcontenue dans 7, ,. Nous avons

1
II" o Zp = 182(11—3).

La démonstration de ce résultat sera ommise car simple conséquence des lemmes 3.3.3.1,3.3.4.2
et 3.3.2.1. A I’aide de la décomposition du lemme 4.3.2.2 et du lemme précédent nous pouvons
avancer dans I’étqde des formes propres du type 7y, ,, dans le sens que nous serons capables
de décrire le quotient

[BAAZ?) N T |/ [EA(A272) N RS, .

Il'y a cependant un probleme suplémentaire a résoudre, dd au fait que I’application f3 , n’est
pas définie pour c, 4+ s = 0. Nous avons :

Proposition 4.3.2.1
(i) Lorsque ¢, + s > 0 nous avons un isomorphisme

43218 Ty N EA(AZP) 2 Bf, () @ £5,() @ I1,(3) © [RS,. 1 EA(AZ)];

(if) Dans le cas ¢, + s =0o0na
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#3219 Tipes N EA(AR) 2 B, (0) @ £5,(0) @ I1,(0) @ ;T 77H(D).

Démonstration :
i) Par les lemmes 4.3.2.2 et 4.3.2.3, I’application quid .+ B A0 € T, N Ex(A?*2) associe
2p+2 gr

(0‘;-17 0‘?-1—17 0‘?-1—17 a+ NG - ff,p(ai—l—l) - fQS,p(a§+1) - f?f,p(ag—l—l))

nous donne I’isomorphisme désiré.
(ii) Par le méme raisonnement qu’en (i) , mais en considérant cette fois I’application qui a
a+ B A0 € Ex(AZPT?) N Ty, , associe

(0‘;-1-17 0‘?-1—17 a+ NG - ff,p(a;—i—l) - f?f,p(ai’+1))
nous obtenons un isomorphisme
Topra N EX(AZ) = B (AN D I} ,(N) @ U,
ou I’espace U, est défini par
U ={a+BAN0 €Ty N EA(A?;”) P € &5 ,(N)
Il nous reste donc a démontrer I’existence d’un isomorphisme
~) S 2(r—p)—1

U, =& (N @ F.r P

Remarquons d’abord que ¢, + s = 0 ssi [5] < p < r — 1 par la décomposition de Lefschetz
2 = LoH182—s) 4 [L582(p_s)+1] AB.

Soit v € U,. Nous avons donc

=L+ (LY) A

avec ¢, ¢ primitives et ¢ € £;5,(A). Nous allons exploiter le fait que o: + 3 A 6 est propre, donc
vérifie le systéeme (4.3.2.2). Des considérations élementaires conduisent a

(A +T*(s+1) = N)p+ ;5dy =0
(AT — Xy +T%*(s +1)dgp =0

ou encore, comme ¢ € €5 (A), a

T*(s +1)¢p+ A7dpy =0
4.3.2.20 (54 Do+ it

(AT — A\ + T?*(s + 1)dg¢ = 0.
Considérons maintenant I’application

pily = E5,(N), p(v) = (di ).

Nous allons montrer que p est bien définie, calculer son noyau et montrer qu’elle est surjective.

e p est bien définie.
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Il est clair que (d3;J)y € Kerdy; car 1 est primitive. Comme ¢ € Ker(dj;J) il vient que
(Jdi)*p = (dyJ)*p =0

donc (d}J)y € Ker(dyJ).
Il nous reste a voir que

(d% )y € Ker [A}; - ,\].
On applique d};J a la deuxieme équation de (4.3.2.20). Il vient que :
(A = N D)y +T2(s + 1)dy Jdr¢ = [An, di J]6.

Or

par (2.2.18) et le fait que ¢ € Ker(d%J). Comme
[Am, di Y = Lr(Jd5p)
(par (2.2.2.4)) on trouve
(A =Ny D)y = T?(s + 1)*LrJé + Lr(Jdjy) = 0
par la premiére équation de (4.3.2.20).
o Ker p= FXrP7(T)
Soit v = L¥*'¢ + Ly A 6 € Ker(p). On applique d% a la deuxiéme équation de (4.3.2.20).
Nous obtenons :
(A% = Ndiy + T?(s + 1)dfydnd = [Au, diglp = —Lr(Jdf J)3p = 0.

Or, par la premiére équation de (4.3.2.20), nous avons que d%¢ € Ker(AL —)) donc dydp¢ =
0. Comme ¢ € Pr=1-2 ceci implique ¢ € # donc ¢ = 0. Par conséquent ¢ € F."~~1(T),
Réciproguement, on a une inclusion évidente

Ff(r_p)_l(T) — Ker p,i) — Ly A 6.

Par ce qui précéde, cette inclusion nous donne I’ isomorphisme désiré.
e p est surjective

Soit u € &5 (A). et v := G*#u. Nous définissons les formes primitives

1
T T(s+1)

Soit y := L¥*1¢ + L) A 6. Montrons que

¢ = Lr(Jv), ¥ := —Jdgv.

p(7) = u.
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En effet :
p(y) = (&) = dydgv = Agv = u

caru € HL.
Montrons que
v € Up.

Nous avons que v € &5 ,()), un espace préserveé par I’opérateur Lr.J donc ¢ € &5 ,()). Nous
devons maintenant vérifier que (¢, v) satisfait (4.3.2.20). Nous avons que

Y = —(dyJdn)v = (s + 1)Lr(Jv)

par (2.2.18) et le fait que v € PXP=%) donc la premiére équation de (4.3.2.20) est satisfaite.
Pour la deuxieme, on a

—(AY = MY = (A% = N (Jdgv) = Jdg (A — Nv+ J[Ag,dglv =
= —dH(,CRJ’U) = T2(8 -+ 1)dH(}5

carv € Ker [A}; - A] et [Ar, dilv = Lr(JdyJ)v par (2.2.2.3).

On conclut que v € U,, ce qui montre que p est surjective. par conségquent nous avons
I’isomorphisme (4.3.2.19) &

La démonstration de la proposition précédente nous fournit I’application qui réalise I’espace
F2r=p)=1(T) comme espace propre de A?+2, Nous allons maintenant déterminer s’il s’agit de
formes fermées ou cofermées.

Lemme 4.3.2.4
Supposons que ¢, + s = 0 (et donc [§] < p < r — 1). L’image de I’application injective
fo  BXTVTNT) = AR
définie par
fp(a) = (0, L*a)
est contenue dans Ker(d).
Démonstration :
Soit a € Ff(r_p)_l(T). Nous avons alors (cf.(2.1.5)) :
d(L*(c) A 6) = —L*(a)+ [Ls(dHa)] A0,

Ora € SHr—P~1 = 8¢ car s+c, = 0. Alors L**'a = 0 par (2.2.7). Ensuite, dgro. € S™~(¢~Y
car dj;a = d(Ja) = 0. De nouveau par (2.2.7) nous avons que L*(dpga) =0 W

Faisons un bref réesumé des résultats obtenus dans ce paragraphe. Lorsque ¢, 4+ s = 0, nous
avons une description compléte de I’espace

E (AEIT)H) N 2i;+2
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donnée par la proposition 4.3.2.1, (ii).
Dans le cas ¢, + s > 0, la méme proposition, (i) caractérise le quotient

(B8 0 T ]/ [BAE ) N Ry )

4.3.3 Lespace Ex(AZT)NR,.

Comme annoncé auparavant, pour la preuve du théoréme 4.2.1, nous devons déterminer
I’espace quotient
2p+2 2p+2 -1
[BAAZ?) N Ty | /[ Er (a2 n T334
En vue des résultats de la section précédente, il nous reste a calculer I’espace

[BAAZ2) RS, |/ | Ba(a24%) n T 2h .

Ceci fera I’objet de ce paragraphe. Nous allons travailler dans I’esprit du paragraphe précédent.
On commence par établir I’existence d’un polynéme caractéristique pour la forme 3;, lorsque
(0, B) € Bx(AZ2) (RS, 1o

Lemme 4.3.3.1
Soita+ B A0 e EA(AEIT’”) NR3,.o. Laforme g, verifie I’équation :

4331 [(hip)2(A};, ) + Eﬁz] (h3, - R2)(AT, \)B, = 0.

Démonstration :

Nous allons reprendre les équations obtenues dans la preuve du lemme 4.3.2.1 dans notre situa-
tion actuelle, c’est a dire cz 1 = 0.

Par la premiere équation de (4.3.2.3) nous obtenons que

43.3.2 XG55 =0.

Ensuite, I’équation (4.3.2.8) devient

4.3.3.3 b (AT, M) (dyJ) B = 0.

En reconsidérant I’équation (4.3.2.5) nous obtenons

4334 (hS - B3 ) (AR, N)B° = T*Lrdye® — T*(Jdydy J)3° + sT*H,.

Par conséquent on a besoin d’équations annulatrices pour dj o, (JdgdsJ)3¢ et Hy. On co-
différentie la premiere équation de (4.3.2.4). Nous avons

h3 (A die = di(JdpJ)B° — sLap* + Lr(JdyJ)a’.
Or
dE(JdHJ)ﬂS = (Cp + S)ﬁRﬂs
par (2.2.18) et le fait que 3° est horizontalement cofermée. Vu ceci et en remplagant dans notre

avant-derniére équation la valeur de (Jd% J)a?® donnée par la seconde équation de (4.3.2.4) on
arrive apres calcul a
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4335 hs (AL, Ndya® = —&hs (AT, \)Lrf.

Par le lemme 3.2.2.1 appliqué a la forme J3° (ici P = h3 (-, A)) nous avons
4336 [(hip)%A};, N + ﬁ%z] (JdudtyJ)B* = 0.

Agissons maintenant avec (d%J)?(L*)*~! dans la seconde équation de (4.3.2.2). En tenant
compte que (d%J)? commute avec AZ et L* nous obtenons :

(AT — X H, + T2(d% J)? [(L*)sm] — T?Lpdiye’ = 0.
Or
(L*)°LB = LB* + s(cp + 5 — 1)H,

par (2.2.6) donc il nous reste a calculer (d%.J)2L3%. Ona:

(diJ)2LB* = (Jdy)*LB* = (Jdy J)(diL)B* = (Jdy J)(Ldy 8 + (Jdr J)B°) =

= J(d5dg)J B = —AxBs — Jdpdi J5°.
Ces faits nous conduisent a
4.3.3.7 s (A%, N Hy — T? Lrdye® — T*(Jdpdy J) 35 — T?Ay8° = 0.

Nous appliquons h§ (A7, A) a (4.3.3.4) et nous tenons compte de (4.3.3.5). Il s’ensuit aprés
calcul que

4338 B (A ) [B(AT, N * — T2 (T 1)) = 0.

On conclut par (4.3.3.6) car 3¢ est un multiple non-nul de 3, &

Nous allons maintenant étudier la structure de la forme 3. On a besoin de la définition
suivante.

Définition 4.3.3.1
Soient
7-"254,()\) et Ig,p()\)

les espaces qui s’obtiennent des espaces E1, I; introduits par la définition 3.2.2.1 en prenant
g=2(p—s)+1,P=hi,(-A), etb=T(c, + ).
Nous avons alors un lemme analogue au lemme 4.3.2.2.

Lemme 4.3.3.2
Supposons que ¢, + s > 0. Soit (c, B) € Ex(AZT*)NRS,,,.Ona:
(i) B, appartient a I’espace E qui s’obtient lorsque

g=2(p—s)+1,P=hi,(-,\) etb=T>(c, + s).

(i1) La forme J 3, se décompose de maniere unique :
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4339 JBs =B+ B2+ 153
avec 8} € F¢, (), B2 € Fs, (), B2 € I3 ,(N).
Démonstration :

(i) La forme J3# vérifie les conditions :

J1) par (4.3.3.2);
J2) par (4.3.3.3);
J3) par (4.3.3.8);
ja) par la deuxiéme équation de (4.3.2.4) car Imd; C H*.

P

Par (4.3.2.5) et la deuxiéme équation de (4.3.2.4) nous avons
hs o (AT, MO = ghshs (AT, N (B3, (A, X) + iLr)°
1 (N, N1 0" = =35 (AT N (1, (AF, V) = iL)B°

ce qui montre que J,, donc J3;, satisfait (j) et (j5) car
h;,p(A’II;7 )‘) ;{as = a;{ [h;,,p(A’II;, )\) + ’L,CR:| o’ € Ima;{ - H;‘

et
B (AT, N0y o = O[3, (AT, X) — iLr|o* € ImDy” C My

(ii) On applique la proposition 3.2.2.1 avec ¢ = 2(p —s) + 1 (ona g < 1), P = hi (-, A) et
Q = hg,p('? )‘) u

Remarque 4.3.3.1
Nous n’avons pas besoin de traiter ici le cas ¢, + s = 0, car dans cette situation nous avons
déja déterminé I’espace Ex(AZT2) N Ty 5.

Donnons le résultat, analogue au lemme 4.3.2.3, qui permet de réaliser les espaces qui inter-
viennent dans le lemme précédent comme espaces propres pour A%+2,

Lemme 4.3.3.3

Les applications suivantes sont des injections linéaires.

(i) g3, : FY,(A) = EX(AZ*?) N I'm dy, définie pour ¢, 4+ s > 0 par

4.3.3.10 g1, = L g o (%L”lhip(D}}, A), L*(dg)) o Gy

cp+s 79T (s+1)

ol G, est I’opérateur de Green de Cp}r% A% — hi (DY, \) agissant sur A*(H) ;

(ii) g5, : F5,(A) = Ex(Us,,5) N I'm d définie par
43311 g5, = (cp+25) do (0, (JdpJ)L*"") 0 GPrisi s > 1;
(iii) g3, : I3 ,(A) = Ex(AZ*T2) N I'm d définie par

43.3.12 g?‘ip = m d;T o (Ls—l—l, 0)
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Pour ¢ = 1, 3 I'image des applications g7, est contenue dans R3, ,,. Nous avons
I’ o gf,p = 152(p—5)+1-

La démonstration du lemme sera ommise car simple conséquence des lemmes 3.3.3.1, 3.3.4.2
et 3.3.2.1. En nous appuyant sur les lemmes précédents nous pouvons décrire I’espace

[EAAZ) RS, | /| Ba (8242 N T |
a I’aide de la proposition suivante.

Proposition 4.3.3.1
(i) Lorsque s(¢, + s) > 0 nous avons un isomorphisme

43313 R8N EAARP) 2 () @ F3,(0) @ 13,00 © | Tih N Ex(A272)].
(i) Pour ¢, + s > 0, s = 0 nous avons un isomorphisme
4.3.3.14 Riprn N EX(AZH2) = FPYA(T) @ FL (X)) ® F3,(A) @ I3,()).

Démonstration :
(i) Par les lemmes précédents, I’application qui a

a+ B A0 E RSN EN(AZT)

associe
(gipﬂsa g;,;;(ﬁs): gg,p(ﬂs)a Q-+ ﬁ NO— gf,p(ﬂs) - g;,p(ﬂs) - g?s,,p(ﬂs))

est un isomorphisme.
(ii) Nous sommes visiblement dans le cas 0 < p < [5] — 1. Si

a+ B A0 E Ry, N ENAZT)
nous avons un isomorphisme
Ropsa N EA(AZy = P (N @ I3 ,(\) @ O,
ou, par définition,
Qp ={a+BA0 Ry, NENALY): B e F) (N}

Bien entendu, I’isomorphisme en cause est défini par

a+BA0 = (97,(8), 95,(8), + BN~ g0, (8) — 95,(8))-
Il nous reste donc a prouver que
43.3.15 Q, = FL (A @ FP**(T).
En effet, sia + 8 A 0 € Q, le systéme (4.3.2.2) devient :

AT — (Jdgd)B = A
43.3.16 ne — (Jdn])8 = Aa
e+ (JdyJ)a = 0.
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Rappelons que « € 8%*2 et 8 € S?P*1. On considére I’application
01 Q= Foy(N), ala+ BA0) = dia

Nous devons montrer qu’il s’agit d’une application bien définie, calculer son noyau et voir
qu’elle est surjective.

e ¢ est bien définie.
C’est une vérification de routine, qui sera omise.

o Ker g = FP™(T).
En effet, soit (o, 8) € Q,. Alors dj;oc = 0. En tenant compte de ce fait, par application de
(Jd%J) a la premiére équation de (4.3.3.16) nous obtenons

(AT = N(TdyT)a = —Anf

car (d%J)3 = 0. Comme 8 € Ker(AL — X) par la deuxiéme équation de (4.3.3.16) nous
obtenons 3 € H d’ou 3 = 0 par hypothése. Il est immédiat de conclure que I’application qui a
o € F2PY*(T) associe

(2, 0)

est un isomorphisme de Ker(q) avec F.*(T).

e g est surjective.
Soitu € FJ ,(A). Posons v = GA%u. Comme u € H* il vient que Av = u. Définissons

(o, B) € APT2(M), (o, B) == (dpv, —Lgv).

De toute évidence on a
q(a, B) = u.

Pour démontrer la surjectivité de g il suffit donc de voir que («, ) € Q, .
Or 8 € F3,(A) car v est un élement de cet espace. Ensuite, (c, 3) vérifie la deuxiéme
équation de (4.3.3.16) par (2.2.18) et le fait que v € P?P*!. Concernant la premiére nous avons

(A}; - )\)CV = dH(A’II; - )\)’U -+ [AH, dH]’U = —,CR(JdHJ)’U = (JdHJ)ﬂ
par le fait que v € Ker h3 (A%, A). Ainsi nous avons montré que I"application ¢ est surjective.
Ces faits conduisent & I’isomorphisme (4.3.3.15) donc a (4.3.3.14) &

4.3.4 Ladémonstration du théoréeme 4.2.1

Nous allons maintenant assembler les résultats des 2 paragraphes précédents afin de pouvoir
donner la démonstration du théoréme 4.2.1.

Démonstration du théoréme 4.2.1 :
(i) Nous avons 0 < [£] — 1, ce qui entraine ¢, > 0. Par les propositions 4.3.2.1, (i) et (4.3.3.1),
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(i) nous avons pour tout 1 < s < p un isomorphisme
Tia N BA(AZY) 2 [Tk 0 By(AZ)] @ BY, () @ £8,(0) @ It (V)@
DFY ,(A) ® F5,(A) © 15 ,(A).

Comme
Tha = A7 (M)

nous obtenons par récurrence

BAAZ) 2 [75,, 0 Br(82)]e
pt1
D |2, () @ 3,00 @ It , () @ Fr, () @ F3,(0) @ I3, (V).

s=1

Or par la proposition 4.3.2.1, (i) nous avons

Tapsa N EX(AZF?) o [ng N EA(AEI;”)] ® E,(\) @ &,(\) @I,

P

ce qui nous conduit par la proposition 4.3.3.1, (ii) a

P
By(A%¥) = EP(T) 0 @ B, @&, @ It , (V)| @

& ei% (P2, (0 © F3,(0) @ 13,00

Il est immédiat d’établir que

E3p(AN) = E5,(A) @ ef 5 (A)
F5p(A) = F3p(A) ® 1 ,(A)
Maintenant, par la proposition 3.2.3.1 nous avons des isomorphismes
I, (A) = Fyp' @65, (A) @ ¢5,(N)
I35(A) = E5,(A) @ §5,,(A) @ 15 ,5(A)

ce qui achéve la preuve de la décomposition (4.2.1). Quant a (4.2.2) et (4.2.3) il suffit de regarder
les images des applications de réalisation du lemme 4.3.2.3.

(ii) Dans ce cas nous avons [5] < p < r — 1. De nouveau par les propositions 4.3.2.1, (i) et
4.3.3.1, (i) nous avons par récurrence, compte tenu du fait que

Tipa = APT2(M)

434.1

4.3.4.2

un isomorphisme

BAAZ) = [T N B(a)] @
p+1

D [F,0) @ B, @06, () @ F1,(0) @ F,(0) @ I3, (V).

§=2p+2—r
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En utilisant la proposition 4.3.2.1, (ii) on arrive a

—-r)= 5 ] ] s
BAR) 2R (Mo @ (BN eB,Nel,0)|e

s=2p+1—r
P

o @ |[F,0eF,0eR,0)

§=2p+2—r

On conclut a I’aide des isomorphismes (4.3.4.1) et (4.3.4.2). L’identification de la partie fermée
(resp. cofermée) dans la décomposition 4.2.4 se fait par le lemme 4.3.3.3 et le lemme 4.3.2.4 &
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5.1 Introduction

Ce chapitre contient des applications de nature générale du principe de séparation des va-
riables que nous avons établi au chapitre 4. Nous nous placons dans notre contexte gémétrique
habituel, celui de la section 2.2. Les résultats que nous allons établir peuvent étre lus (les preuves
mises a part) en utilisant seulement les notations introduites aux chapitres précédents.

L’idée générale est que, munis du principe de séparation des variables nous pouvons en prin-
cipe répondre a toute question qui fait intervenir le comportement en 7" du spectre des formes
de (M7 gT)'

Nous commencons par étudier, en 5.2, le spectre cohomologique de (M, gr). On calcule ce
spectre et on positionne certaines valeurs de ce spectre dans le spectre des formes équivariantes
de A,

gr

Le reste de notre chapitre est consacré a des problemes d’intérét général que nous allons
préciser et développer dans notre contexte géométrique particulier. Ainsi, en 5.3, nous étudions
le probleme des petites valeurs propres. On obtient un résultat trés précis quant a I’expression de
ce valeurs propres et leurs multiplicités. A comparer avec [12] ou des estimations asymptotique
de ces valeurs propres sont données, dans un cadre plus général.

85
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En 5.4, nous étudions la limite du spectre et de la trace du noyau de la chaleur de A,
lorsque T — 0. On retrouve ainsi des résultats connus. Le résultat nouveau est que nous cal-
culons explicitement, en fonction de la trace du noyau de la chaleur du laplacien de la base, le
développement asymptotique de la trace du noyau de la chaleur de A4, (voir le théoreme 5.4.2).

Finalement, en 5.5, on regarde la limite du spectre des formes de (M, gr) quand T' — oc.
Nous mettons en évidence la partie convergente de ce spectre, ainsi qu’un phénomeéne d’effon-
drement en dimension moitié. On répond également a une question de Berger, pour notre classe
de variétés.

5.2 Spectre cohomologique

Nous allons analyser ici le spectre cohomologique du laplacien des formes de (M, gr). Cet
objet a é&té introduit par la définition 4.2.2. Son importance, comme le montre la définition, est
qu’il s’agit d’une partie du spectre qui est produite par les groupes de cohomologie de Dolbeault.

On commence par déterminer explicitement les valeurs propres du spectre cohomologique.
Nous allons traiter uniquement le cas des formes de degré pair a cause de la dualité de Hodge.
Ensuite, nous allons essayer de déterminer la position de certaines d’entre ces valeurs propres
dans le spectre de A2+2,

Nous avons besoin de la définition qui suit.

Définition 5.2.1
Soit k € Z. Le spectre cohomologique des 2p + 2-formes k-équivariantes, noté b2”+2( ) est la
partie de h**2(T) dont les formes propres sont k-équivariantes.

De toute évidence nous avons
2p+2 Z b2p—|—2
kcZ

A cause du fait que la conjugaison complexe réalise un isomorphisme entre A* . (H) et A%(H)
il vient
b2p+2 (T) 2p+2 + 9 Z b2p+2

k>1

Par conséquent il suffit d’étudier les spectres de la forme b***(T), k € N,
Pour la description du spectre cohomologigue, nous avons besoin d’une autre définition.

Définition 5.2.2
Soit0 <p < [5]—1fixéetk € N.Lorsque 0 < m < p+ 1 on définit :

Nk = (k+T% m)(cy +m—1+ %)
pht = (k+T%-m)(c, + m + 75).
Soit sign la fonction de signe. Nous avons :
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Proposition 5.2.1
(i) La partie exacte f2”+2 du spectre cohomologique est de la forme :
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5.2.2 ot < bt << pb*
ol les valeurs propres p?:*, 0 < m < p apparaissent avec la multiplicité

5.2.3 b5, pn Sim =06ty ., .+ sign(k)b5, lorsque 1 < m < p.

p—m)+1

(ii) La partie cofermée ¢;”**(T") du spectre cohomologique est :
& &

524 AE <A< < )\p "

ol les valeurs propres A% 0 < m < p + 1 figurent avec la multiplicité

525 b5, paSim=0etbf ., ., +sign(k)-bj lorsque 1 <m < p+ 1.

(p+1-m)

Démonstration :
Nous allons prouver uniquement (ii), la preuve de (i) étant de facture analogue. Par la définition
du spectre cohomologique, (voir aussi la remarque 4.2.6) nous avons :

p
k k 7k 3
GT) = DRI + 3 [BUHT) + 03T + 63T .
g=0

Nous tenons compte que le laplacien A agit sur #{, par multiplication avec k£(r — ¢). On a
alors
2p+2.k k2
OFPHT) = (ke = 1) + 75
ou le nombre k(c,—1 )—i—éﬁ2 se répete avec la multiplicité b2p+2 Nous avons aussipour0 < g < p
2g+1,k k2
DT = {k(r — 2¢) + T2
ou le nombre k(r — 2q) + T2 se répéte avec la multiplicité b2q+1 Il vient que

526 PH(T) = {k(r —29) + & + T°(p+ 1= ) (c, +p — ),0 < ¢ < p}

ou les nombres ci-dessus figurent chacun avec la multiplicité b2q+1 En utilisant le fait que
M NHE =0

pour k£ > 0 (voir le paragraphe 2.3), il vient que

2q+1,k(T) — (D

2,p

Quant a b2"’ (T), en remarquant que (voir 2.3)
UoRET ANCIT S
’ ’ HiGSik#0

nous obtenons de la méme facon que pour (5.2.6) que

2

k
LT = {k(r — 2q) + ﬁ+T2(p+1 —q)(ep+p—4¢),0< ¢ <p}
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ou les nombres ci-dessus figurent chacuns avec la multiplicité sign(k) - b’gq. Il est maintenant
facile de conclure H

Nous allons maintenant positionner certaines valeurs du spectre cohomologique équivariant
dans le spectre équivariant de Agg“. A noter que les multiplicités que nous avons données dans
la proposition précédente sont a I’intérieur du spectre cohomologique.

La proposition qui suit décrit les deux premiéres valeurs propres non-nulles du laplacien
A,, agissant sur les formes k-équivariantes. Ce que nous allons montrer est que les deux
premiéres valeurs propres non-nulles du laplacien AET‘T’“ agissant sur les formes k-équivariantes
sont données (avec multiplicité) par le spectre cohomologique.

Proposition 5.2.2
Soit £ € N fixé. Alors :
(i) La premiére valeur propre de A%+2 agissant sur A?**(M) N Im(d) est

o k(c, + 77) demultiplicite b5, sik#0
! T?(c, +1) demultiplicite b5, sik = 0.
(ii) La premigre valeur propre de A22*? agissant sur ANPP(M) N Ker(dy,) est
¥ = k(c, —1+£) demultiplicite 85,,, sik # 0.

Démonstration :
Démontrons (ii), la preuve de (i) étant analogue. Par (4.2.17), (voir aussi les notations de la page
80) nous avons que le spectre de A, agissant sur Ker(dy, ) N AP?(M) est de la forme

o (T) Z 2050 > o T) + T,

i=1,2 g=0,p

Nous allons tenir compte du fait que I’opérateur Ay — k(r — ¢) est positif sur §§,0 < ¢ < r,

autrement dit )

k
H> k(?" - )+ ﬁ? He Ored(T)
En utilisant ceci et la remarque 4.2.5 nous avons, par des considérations élementaires et lorsque
0<g<p:
f2q( )>)‘0 , € 024(T)
FRF (1, T) > ¥, € o2 4(T)
f2q+1( T) > )\;D, € 02q+1(T)_

On en déduit que la premiére valeur propre de A, agissant sur A:7**(M) N Ker(dy,) est la
premiere valeur propre de c2”+2(T). On conclut par la proposition précédente B
Remarque 5.2.1

(i) I n’est pas possible, en toute généralité, de déterminer la position des autres valeurs propres
du spectre cohomologique dans le spectre de la restriction A?*2 & AP*?(H). Néanmoins, nous
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verrons que cela est possible lorsque 7' — 0 (voir le paragraphe 5.3).
(ii) La proposition précédente ne détermine pas la premiére valeur propre non nulle de A%+2,
\oir aussi le paragraphe suivant pour le casou 7' — 0.

5.3 Le probléme des petites valeurs propres

Par définition les petites valeurs propres du laplacien agissant sur les formes différentielles
de (M, gr) sont les valeurs propres qui convergent vers 0 pour 7' — 0. On est dans une situation
géométrique intéressante, car lorsque 7' — 0 la famille (M, gr) s’effondre. Concernant les pe-
tites valeurs propres de (M, gr)) (qui se pose d’ailleurs dans un cadre beaucoup plus général),
nous avons les questions suivantes.

e déterminer le nombre de petites valeurs propres.
e pour chaque valeur propre petite donner une estimation asymptotique lorque 7" — 0.

Il s’agit d’une question bien traitée dans la littérature. Dans [16], [17], [36], il a été montré
que pour une submersion riemannienne compacte, a fibres totalement géodésiques, munie de la
variation canonique gr, T > 0, la dimension de I’espace des formes propres de I’ordre de T2
se calcule a I’aide de la suite spectrale de Leray de la fibration associée.

D’un point de vue plus élémentaire, dans [12], les auteurs répondent a la question sus-citée
pour les S*-fibrés principaux. Le nombre des petites valeurs propres et leur asymptotique est
déterminé en appliquant un "lemme de petites valeurs propres” a un espace test construit a partir
de la suite de Gysin du fibré (donc constitué de relevés de formes harmoniques de la base). Par
conséquent les petites valeurs propres contiennent des informations relatives a la géométrie et
la topologie de la variété.

Dans notre contexte géométrique habituel, celui de la section 2.2, cependant moins général
que ceux des travaux sus-cités, nous allons présenter la réponse a ces questions. Le fait qu’on
contrdle explicitement la variation du spectre des formes de (M, gr) par rapport a T' et par
rapport a la distribution horizontale H va faire que ces réponses seront trés explicites. Nous
allons calculer les petites valeurs propres de (M, gr) ainsi que leurs multiplicités, qui seront
complétement déterminés par la cohomologie de de Rham de M dans la proposition 5.3.1.

Nous avons :

Proposition 5.3.1

Les petites valeurs propres du laplacien des 2p + 2-formes de (M, gr) sont de la forme suivante
lorsque T' — 0.

Lorsque 0 <p < [§]—1:

pT? < (c+1)T? < 2(c, + 1)T? < 2(c, +2)T? < ... < (s + 1)(cp + 8)T? <
<(s+D)(c+s+D)T?%...<(p+ e, +p)T* < (p+ 1)(c, +p+ 1)T?

de multiplicités respectives

bap-1 (M), bay (M), bay—1 (M), bagy—1y (M), - . . bgy—sy41 (M), by (M), . . ., by (M), by(M).

531
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Lorsque [5] <p<r—1:

2
T?(2p+2—-71)<T?*2p+3—-7)<...<T*(s+1)(¢c, +9) <
T (s+1)(c+s+1)<...<T?(p+1)(c, +p) < T*(p+1)(c, + P+ 1)
de multiplicités respectives
b2(r—p—1)(M)7 b2(r—p—1)—1(M)7 LR b2(p—s)+1(M)7 b2(p—s)7 SRR by (M)7 bO(M)

Remarque 5.3.1

On voit que les valeurs propres qui apparaissent dans I’énoncé de la proposition précédente
sont universelles dans la catégorie de variétés que I’on considére. Elles dépendent uniquement
de T, la longueur de la fibre de M, du degré des formes avec lesquelles on travaille et de r, qui
doit étre interprété comme le carré de la norme de la forme de courbure du fibré.

532

Pour la démonstration de ce résultat nous aurons besoin d’un lemme technique.

Lemme 5.3.1
Soit T > 0 et a, b :]0, co[— R deux fonctions telles que 71111% a(T) = lim b(T) = 0. Alors :
—>

. . T—0
(1) Si @ € 87 est telle que
ALa+a(T) - a=0
nous avons pour 7" suffisamment petit « € KerAg N KerLg.
(i) Si @ € 87 est telle que
(AT a+a(T) - ALa+b(T)-a=0
nous avons lorsque T est suffisamment petit « € KerAy N KerLp.

Démonstration :
(i) En utilisant la décomposition de Hodge de I’opérateur A% nous avons @ = a; + « avec

L
oy € Ker(AL) etay € [Ker(A};)] .Comme Ker(AL) = Ker(Ag) N Ker(Lg) il suffit de

Voir que ap = 0. Mais «ay satisfait la méme équation que « donc par intégration sur M, nous
avonspour 7' < 1:

fM < A}{CYQ,CYQ > g, < fM < A’II;OZQ,CYQ > g,
SullealPug = [y llealPrg,

Supposons maintenant que s # 0. La forme oy étant orthogonale a Ker(A};) le principe du
min-max impliquerait que la premiére valeur propre non-nulle de A}, tend vers zéro, absurde.
(i) Comme en (i) nous décomposons & = oy + g, en notant que « satisfait la méme équation
que «. Il suffit alors de montrer que ae a un petit quotient de Rayleigh pour le laplacien Al.
Nous avons par intégration sur M :

[ 0Py < 1a(D)] [ < M > gty + WO [ ol Py
M M M

Or, par Cauchy-Schwartz nous avons

2 g1 " HY2 g1 = H©2, 2 g /-
|lcva |22 || Afrc g, > < ARz, s >
M M M

= —a(T).
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Posons r
_ fM < AHO@:O@ > Mgy

RT =
fM ||a2||2:u'g1

Par ce qui précéde on a
R7 < |a(T)|Rr + [b(T)|

Rr < W(TT)'JF\/M(T)H@.

Comme R; < Ry lorsque T' > 1 nous pouvons conclure W

donc

Démonstration de la proposition 5.3.1 :
Nous allons traiter uniquementlecas0 < p < [g]—l, I’autre cas étant analogue. Par commaodité,
posons lorsque 0 < s < p:

A(T) == (s +1)(cp + 5)T?
pe(T) = (s +1)(cp + s +1)T2

Soit maintenant A(T") une petite valeur propre de Ang’“. Par le lemme précédent, nous avons
que les espaces

Fxizy » B y(MT)), BS ,(M(T)), ¢ (D), F{,(M(T)), F5,(X(T)), 11 5(A(T))

Lp > Ip

sont nuls pour ¢ = 0, p et T suffisamment petit (les polyndmes qui les définissent sont unitaires
de degré 1 ou 2 et ont des coefficients qui convergent vers 0 lorsque 7" — 0). Occupons nous de
I’espace ¢35 ,(A(T')). Soit « une forme qui y appartient. Nous avons alors

hs (AL, MT))a — il e = 0.
Mais o € H2~% donc
Aga— (¢, + 29+ 1)ilga = 0.
Nous sommes conduits a
cp+2¢+1
T2
Le méme raisonnement que celui du lemme 5.3.1, (i) nous méne (car c,+2g > 0, c,4+2g+1 > 0)

aa € KerAg NkerLy, d’oll @ = 0 car c’est un élément de ;. On conclut que lorsque
0 < ¢ < p, nous avons

(cp +2¢)Aga + 2Lra+ (T*(g+ ey +q+1) — MT))a = 0.

e5,(A(T)) = 0.
Des considérations analogues nous donnent

fsp(A(T)) = 0,5, (A(T)) € H, 13,(A(T)) € H

pour ¢ = 0, p. Comme
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et

(T)

0 si. MT) # M
MT) = XY(T)

Ot ={ oulun o

par ce qui précede et (4.2.1) nous obtenons que A(T') € {\;(T), us(T), s = 0, p} et
EM;(T)(AQT) = H2(p_5)7 EA;(T)(AQT) = H2(p_5)+1'
Nous pouvons maintenant conclure par le corollaire 4.2.3 1

Par dualité de Hodge, nous pouvons énoncer un résultat analogue a la proposition précédente
dans le cas des formes de degré impair.

Remarque 5.3.2
(i) Lorsque 0 < p < [5] — 1 les espaces propres propres correspondant aux valeurs propres

T*(s+1)(c, +5),0<s<p

sont constitués de formes cofermées (par (4.2.3)) et les espaces propres correspondant aux
valeurs propres

T*(s+1)(c, +s+1),0<s<p

sont constitués de formes fermées (par (4.2.2)).
(i) Supposons que [3] < p < r — 1. Les espaces propres associés aux valeurs propres

T*s+1)(cp +5), 2p+2—-7<s<p

sont constitués de formes cofermées (par (4.2.6)) tandis que les espaces propres associés aux
valeurs propres

T*s+1)(cp+s+1),2p+1-r<s<p

sont constitués de formes fermées (par (4.2.5)).

(iii) Lorsque T" > 0 est arbitraire, les suites de nombres définies en (5.3.1) et (5.3.2) restent des
valeurs propres de Agg“. Cependant si T" n’est pas petit, ce ne sont plus les premiéres valeurs
propres de AEIT’“. On a un contrdle plus faible des multiplicités de ces valeurs propres, a savoir
gu’elles sont seulement supérieures ou égales aux multiplicités de la proposition 5.3.1. Pour
rendre ceci plus clair, mais sans entrer dans les détails, notons qu’un calcul algébrique et des
arguments de positivité nous conduit, via le théoréme 4.2.1, (sans I’hypothése d’avoir T petit )
a:

Eo,ra(AZ+2) 2 {24 @ F5 12 @ FY,(T?,) @ F,(T%c,) @ ),(T%c,)
lorsque 0 < p < [Z] — 1, avec son analogue dans le cas [7] <p < r — 1.

Remarque 5.3.3
On voit que les estimations asymptotiques de [12] sont des égalités dans notre cas, ce qui ne
peut pas arriver sans des hypothéses comme celles que nous avons.
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5.4 Asymptotique du spectre et de la trace du noyau de la
chaleur de Ay, lorsque 7' — 0

Dans cette section nous allons étudier, a I’aide du théoreme 4.2.3, la limite du spectre de A,
lorsque T" — 0. On se place dans notre contexte habituel, celui de la section 2.2.

Rappelons que, comme nous I’avons précisé au paragraphe précédent, la famille (M, g7)
s’effondre vers (N, h) lorsque T' — 0.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la convergence du spectre de A, lorsque T — 0 [16],
[36] dans diverses situations plus générales que la notre (des fibrés en cercles sans restrictions
sur la courbure, au-dessus d’une variété quelconque, etc.) . Le résultat est que les valeurs propres
des formes de (M, g7) convergent pour 7" — 0 vers celles de (N, h).

Nous allons retrouver facilement ce résultat dans notre cas (voir le théoréme 5.4.1). Ensuite,
nous allons donner des formules explicites pour I’équivalent asymptotique de la trace du noyau
de la chaleur de (M, gr) lorsque T — 0 (voir le théoréme 5.4.2). Comme conséquence, nous
obtenons une expression simple pour la limite uniforme de cette trace quand 77 — 0 (voir
corollaire 5.4.1). Ces résultats sont, a notre connaissance, houveaux.

Définition 5.4.1
Soit 0 < ¢ < r. Nous notons :
(i) 27 resp. 7, le spectre de A g en restriction & I’espace P¢ resp. P{ N H*;

(i) Eq(N) le g-ieme nombre de Betti primitif de NV, i.e la dimension de I’espace

Harm]...(N, h),

I’ensemble des g-formes harmoniques et primitives de (N, h).
Avec ces notations nous avons :

Proposition 5.4.1
Soit p > 0 fixé. Alors :
(i) Le spectre des 2p + 2-formes k-équivariantes, k # 0, de (M, gr) converge vers co pour
T — 0.
(ii) Le spectre des 2p + 2-formes invariantes de (M, gr) converge, lorsque 7' — 0, vers
2p+2 2p+1 L q
54.1 ) +3%.., +4 ZO Yrea+C
q:

ol C désigne la collection {)y,...,Agp41} avec ), de multiplicité b,(N) et A, = 0,q =
0,2p + 1.

Démonstration :
Il s’agit de calculer la limite, lorsque 7" — 0, des fonctions qui apparaissent dans I’enoncé du
théoreme 4.2.3 1

A I’aide de la proposition 2.4.1, qui fait le lien entre 329 et le spectre des ¢-formes primitives
de N, nous en déduisons le résultat familier suivant.
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Théoréme 5.4.1
La partie convergente du spectre des 2p + 2-formes de (M, gr), lorsque T' — 0, est donnée par
I’union des spectres de 2p + 2 et 2p + 1-formes de (N, h).

Démonstration :
La proposition 2.4.1 entraine que le spectre des g-formes primitives de (V, k) est donné par
I’union

Y2 pondnd 4+ {0}

red red red

ou 0 figure avec la multiplicité b,(N). On conclut par (5.4.1), en tenant compte du fait que
le spectre des 2p + 2-formes de (IV,h) est I’'union des spectres des 2g-formes primitives,
0 < ¢ < p+1 etle spectre de 2p+ 1-formes de (V, k) est I’'union des spectres des 2¢+ 1-formes
primitives,0 < ¢ <p

Nous allons maintenant nous intéresser a la trace du noyau de la chaleur de A4, agissant
sur les formes de M lorsque T — 0. Rappelons quelques notions élementaires concernant les
équivalences asymptotiques.

Définition 5.4.2
(i) Deux fonctions f, g sont asymptotiquement équivalentes lorsque " — 0 (nous notons f =r_,
g) ssi pour tout n > 0 nous avons :

i L) — 9(T)
T—0 Tn

(ii) Si f est une fonction et (an)n>o Une suite alors le développment asymptotique de £, lorsque
o0 o0

= 0.

T — 0,est > a,T™ (nous notons f =7 5 > a,T™) ssi pour tout 2 > 0 nous avons :

F(T) = S aiT
lim =0

T50 Tn =0.

Remarque 5.4.1
o0
(i) Dans la définition précédente, (ii), la série > a, 7™ peut ne pas converger pour aucune

n=0

valeur de 7.
(ii) Deux fonctions asymptotiquement équivalentes ont méme développment asymptotique.

Le résultat qu’on recherche dans le reste de ce paragraphe est un développment asymptotique
de la trace du noyau de la chaleur du laplacien Agg” de la forme

o]
Try(e ™25 )2 Z an ()T
n=0

uniformémenten ¢ > ¢, > 0, ou les fonctions a,, (t) sont a déterminer explicitement en fonction
de la trace du noyau de la chaleur du laplacien de la base.

Ce résultat, qui sera établit au théoréme 5.4.2, nécéssite quelques préliminaires. Nous allons
d’abord nous ramener au cas des formes invariantes par le cercle, a I’aide de la proposition
suivante.
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Proposition 5.4.2
Nous avons un équivalent asymptotique :

Try (e_tAgT )%T_,OTT?M (e_tAgT )

uniformément en ¢ > t,, ol T3, (e~*Asr) désigne la trace du noyau de la chaleur du laplacien
agissant sur les formes invariantes de (M, gr).

Remarque 5.4.2
(i) Bien qu’il s’agit d’une propriété élementaire, nous n’avons pu la localiser dans la littérature.
(if) Une fois le résultat de la proposition 5.4.2 démontré, pour obtenir un équivalent asympto-

tique de Tra(e~*2e ) il suffit de donner un équivalent asymptotique de 779, (e 2% ).

Pour la démonstration de la proposition 5.4.2 nous allons nous servir du théoreme 4.2.3. On
. 2p+2 .
en déduit que TrM(e‘tAgz;r ) est une somme de fonctions de la forme

5.4.2 3 e twT)

ueal  (T)

red
ou0<g<retf:[0,00[x]0,00[— R, estparmi les trois types suivants :
(,T) » z+T?C
5.4.3 (,T) >z +T?B +TVz +T?A?
(,T) > z+T?B - Tz +T?A?
avec A, B, C des constantes rélles. Nous avons donc besoin du lemme suivant.
Lemme 5.4.1

Soit f : [0, 00[%]0, 00[— R, une fonction comme on en a considérées en 5.4.3.Si0 < ¢ < r
nous avons :

544 > e tfwT) o2 o 3 e—tF (1T
peal o (T) pEX(T),u>0

red

Démonstration :
Posons

h(t,T) := Z e WD),
peai(T)

Rappelons que
2

k
ol(T) = J{n+ 75 : pe T}
keZ

ol X.%* désigne le spectre de A en restriction & P2 N H:i- N Ho-. Nous avons alors
r k 1 2

h(t,T) = h(t,T)

keZ
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ou I’on a posé
he(t,T) = > e
peshh

La fonctions hy(t,T") ne dépend pas de T ; elle sera notée simplement /(). Ce que nous devons
montrer (I’équivalent de (5.4.4)) est que :

h(t,T) Zr_0 ho(t).
On procéde a la preuve de ce fait cas par cas.
Casl f =z +T?C.
1
Nous pouvons supposer que C' = 0etT < 1. 0On a hy(t,T) = e (1) . hi(t,1) ce qui
entraine que

0 < h(t,T) — ho(t) < 2¢(t(% — 1) [n(t,1) — ho()]

ou la fonction ¢ est définie par

Or il est bien connu que tlim e’¢(t) = 1 ce qui nous permet de conclure.
—00
Cas2 f=x+T?B+Tvz + T?A2
Nous avons
0<h(t,T) = ho(t) <e™™P[ 3 e 3 o]
ucod(T),u>0 HEZT,u>0

ce qui permet de conclure par le cas précédent. Notons que I’inégalité ci-dessus établit également
la convergence de la série h(t, T).

Cas3 f=x+T?B—-TvVz + T?2A?

Nous pouvons supposer que B =0et71" < 1. Comme

k2
T\/,u—i- T+ A = VDUt B+ TR < Jut B+ 2

il vient que fy (¢, T) < e %@ ~D - 1y (¢, 1) d’ou

1

0 < h(t,T) = ho(t) < 26(t(— — 1)) [h(t, 1) — ho(t)].

On conclut comme pour le cas précédent. La convergence de la série h(t,T) se démontre a
I’aide des estimations standards sur les valeurs propres d’un opérateur elliptique Il

Remarque 5.4.3
La proposition précédente entraine que

Trar(e™7) Zr0 Trovm(e™).

Nous perdons donc toute information concernant le spectre des formes k-équivariantes, k£ # 0,
lorqu’on considere I’effondrement de (M, gr) sur (N, h).
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Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition 5.4.2 comme suit.

Démonstration de la proposition 5.4.2 :
C’est une conséquence immédiate du théoreme 4.2.3 et du lemme précédent, compte tenu du
fait que les fonctions £, sont parmi les trois types qui apparaissent au lemme 5.4.1 B

Nous allons maintenant expliquer comment obtenir des équivalents asymptotiques a ordre
arbitraire pour 779,(e~*Asr) lorsque T — 0. Tout d’abord, nous allons utiliser le théoréme
4.2.3 pour exprimer cette trace a I’aide du spectre du laplacien des formes de (N, h). 1l nous
faut établir quelques notations.

Définition 5.4.3
(i) Pour 0 < g < r soit

545 n(t)= >, e

ueX,p>0

(ii) Lorsque f :]0, 00[—]0, oo[ est une fonction, soit f(n,) la fonction définie par

5.4.6 fln)@) = > et

neX, u>0
(iii) Si f = f(z,T) :]0, c0[Xx]0, co[—]0, cof est une fonction de deux variables alors f(n,) sera
la fonction de deux variables définie par

(2, T) = f(, T)(ng)(z).

Remarque 5.4.4

Pour que la série de (5.4.6) soit convergente il faut imposer des conditions sur la fonction
f. Nous allons observer la convergence de la série cas par cas, pour les fonctions qui nous
intéresseront par la suite.

Nous avons maintenant, a I’aide de la terminologie introduite ci-dessus et du théoréme 4.2.3,
une formule pour la trace du laplacien agissant sur les 2p + 2 formes invariantes de M,0 < p <

5] -1

2p+1
Trfy(e™10r) = mpealt) + X |y (m)(0) + fy(n0) 1) +
5.4.7 -
21 2, I s e _re=lpy 3
1 ) () +2 3 fh(00)(8) + 3 e T OHHITD D Gy (),
q=0 q=0

Pour obtenir un équivalent asymptotique de cette trace il nous faut donner un équivalent
asymptotique pour les fonctions du type f{ ,(ng) + fs,(ng), lorsque T — 0. Ceci sera fait a
I’aide du lemme technique suivant.

Lemme 5.4.2
Si A € R nous avons un équivalent asymptotique :
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5.4.8 o e Weh(tT/u+ T?A%) 21y Z fn@)T?  uniformémentent > ¢y > 0, ol

neXT, ;>0
les fonctions f,(t) sont définies par

—1)iCI A2(m—3) .
o= X g

2m—j=n, 0<j<m

Démonstration
Posons

f&T)= > e ch(tT/p+T24%).

ueX,p>0
La série est convergente pour des raisons standards. Soit maintenant n» > 0. Nous avons

z 2n+2
|ch(tT\/ s + T2 A?) Z i) p+T2A% < &( +T2AY M eh(tT/ 4+ T2 A2).
=0

(2 z). (2n + 2)!

Par conséquent,

FET) - U0 S e+ T4 <

=0 )t neX 1>0

< % Yo e H(p+ T?A?)"eh(tT/p + T2 A2).

| peEXI,u>0
Or
SO e u+ TAY = (1) (- T )
weEX,u>0
donc
242 i T 24 — T2 A2\ (5
£ T) = e (1 G (g e T O ()] <
2n+2
<Gy X et T (Tt TR,
HeEXI 1
On en tire facilement I’existence du développement asymptotique
242 > n tT 2n —tT2 A%\ (n,
F.7) o0 €74 S0 ey

n=0

Maintenant, par la formule de Leibnitz et un calcul direct nous arrivons a la conclusion l

Nous sommes en position d’énoncer et démontrer le résultat concernant le développement
de Ty (e~t29r) lorsque T — 0. Dans le méme esprit que celui du principe de séparation des
variables, les coefficients de ce développement seront complétement déterminés par la trace du
noyau de la chaleur du laplacien de (V, k) agissant sur I’espace P.

Théoréeme 5.4.2
Nous avons sur les 2p 4 2-formes, 0 < p < [£] — 1 un équivalent asymptotique :
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q—

2p q
Tra(e™2or) g0 Tpsa(t) + Mappa (1) + 2 3 e T -1 Dleatpt 5D L ()4

g=0

5.4.9

2p+1 2 _19N)(e _1_ra=1 r=q¢| oo 2p+2 _ _ -

25" otttz S FIOT? 4+ S0 e T ErH -5 LG (W)

g=0 n=0 g=0

uniformémenten ¢ > ¢, > 0, ou les fonctions fZ sont définies par
(_1)]0%1 T — 4\ o(m—j),2m j
fit) = Z o) - > )2(m—1)42 '77(5])(15)-

2m—j=n, 0<j<m

Démonstration :
Remarquons que

RO+ () =2 o] g e+ T 09).

2
ueX, p>0

On conclut en utilisant le lemme 5.4.1, I’égalité (5.4.7) et le lemme 5.4.2 B

Regardons de plus pres la formule du théoréeme précédent a I’ordre 0. Nous avons besoin de
la définition suivante.

Définition 5.4.4
Lorsque 0 < g < rsoité, la trace du noyau de la chaleur du laplacien agissant sur les g-formes
primitives de N. Nous posons 3 3

0, := 0, — by(N).
Nous pouvons donner une formule assez simple pour la limite lorsque 7" — 0 de la trace du
noyau de la chaleur du laplacien A%+2,

Corollaire 5.4.1
Nous avons sur les 2p + 2-formes, 0 < p < [F] —1:
(i) Un équivalent asymptotique a I’ordre 0 de T'rys(e~*2er), lorsque T — 0, avec :

T2c
Mopt2(t) + (267572 + D)y (£)+

5410 423 (T T R
4, >

2p+2 1 iy 7
+ 3 et oS Do+ L (N)
g=0

uniformémentent > t, > 0.
(i) Lorsque ¢ > 0 est fixé nous avons

54.11 ,II}L% TTM (e—tAggj? ) _ TTN (e—tA2p+2) + TTN (e_tA2p+1 ) .
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Démonstration :
(i) Conséquence directe du théoréme précédent.
(ii) Par le point précédent, nous avons
2p 2p+2
lim Tryy(e™*or) = Tim Tl (e747) = flapua(t) + 3mapis (1) +4 D mylt) + Y By(N).
g=0

T—0 T—0
g=0

Maintenant, la proposition 2.4.1 nous donne la relation de récurrence :
5.4.12 Ng—2 + 2ng-1 + 1y = 0,
lorsque ¢ > 2 ety + 2no = 1,19 = 6. Un calcul direct montre alors que

2p+2

2p
TMop+2(t) + 3mapra(t) + 4 Z ng(t) = Z 0;.
g=0 =0

On en déduit sans peine le résultat voulu Il

Remarque 5.4.5

Comme dans la formule de trace (5.4.7), on voit que le spectre cohomologique invariant, qu’il
convient d’interpreter ici comme les petites valeurs propres du laplacien A ., apparait explici-
tement dans la limite de la trace du noyau de la chaleur.

gr»

Le corollaire précédent montre comment on peut obtenir le nombre de petites valeurs propres
de (M, gr) a partir de la trace du noyau de la chaleur du laplacien de (M, gr).

Nous remarquons que la convergence dans (5.4.11) n’est pas uniforme en ¢, pour la simple
raison qu’une fonction du type e T°C C > 0 n’est pas asymptotiquement équivalente a 1,
uniformément en ¢, lorsque 7" — 0. Par conséquent (5.4.11) contient encore de I’information
quand £ — oo. Nous avons donc :

Corollaire 5.4.2
Le nombre de petites valeurs propres de Agg” est donné par la valeur de la limite

5.4.13 lim lim [TTM(e—tA?%“) - b2p+2(M)].
Remarque 5.4.6
(i) Soulignons encore, en vu du corollaire précédent, que les limitesen? — coetT — 0 de la
fonction
2p+2
(t,T) = Try(e ?or)

ne commutent pas.
(ii) La formule (5.4.12) nous donne par récurrence :
q . ~

5.4.14 ng = > (=1)(i+1)8,-, ¥ ¢ > 0.

=0
Nous avons donc des formules simples de passage entre les traces du noyau de la chaleur des
restrictions du laplacien Ay aux espaces Pj et S§. On aurait donc pu exprimer le résultat de
(5.4.9) ainsi que celui de (5.4.10) en termes des traces 6.
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5.5 Asymptotique du spectre de A,, lorsque T' — oo

A I’aide du théoréme 4.2.3 nous allons étudier la limite du spectre des formes de (M, gr)
lorsque T — oc. Tout d’abord, faisons quelques précisions sur la limite de (M, g7) quand
T — oo.

Soit d,,. la distance associée a la métrique riemannienne gr. Il a été montré dans [22] que
I’espace métrique (M, d,,) converge au sens de Gromov-Hausdorff, lorsque T — oo, vers
I’espace métrique (M, d.) ou d, est la distance de Carnot :

de(z,y) = inf{L(c) : c(0) = z,¢(1) = y,c(t) € H}.

Comme la limite de (M, g7) n’est pas un espace métrique qui provient d’une métrique rie-
mannienne, la limite du spectre des formes de (M, g7),T — oo, comportera alors naturel-
lement le spectre des opérateurs différentiels non-riemanniens, associés a la structure sous-
riemannienne H. Comme on va le voir dans un instant, il s’agit de I’opérateur A%

Admettons d’abord le fait suivant, conséquence de la hypoellipticité du laplacien horizontal
(voir [42]).

Fait :
Le laplacien horizontal A admet un spectre discret sur tout espace du type AY(H),0 < g < r.

Ceci nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 5.5.1
Lorsque 0 < ¢ < 7 soit
0—‘1

le spectre de Ay en restriction a I’espace PY. Le spectre de la restriction de Ay a I’espace
P4 NHi N Hy resp. al’espace P? N H-: sera noté par o2, resp. o'

Nous pouvons enoncer et démontrer le résultat qui décrit la convergence du spectre de Agg“
quand T' — oo. Par dualité de Hodge nous allons nous restreindre au cas des 2p + 2-formes.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer, par comodité, que 0 < p < [Z] — 1 et
r = 2n, les autres cas étant analogues. Notons que le degré moitié s’obtient lorsque » = 2n,
supposition qui sera faite par la suite.

Proposition 5.5.1

Le spectre des 2p + 2-formes de (M, gr) se sépare en deux parties.
(i) Une qui converge vers oo lorsque T' — oo ;

(if) Une autre qui converge, pour 7' — oo, Vers

2p+1 2 2p+1
55.1 o Lo+ (1= Yo+ (1 — =)oy

Démonstration :
Il s’agit simplement de calculer la limite lorsque T — oo des fonctions (définies en 4.2.14) qui
aparaissent dans I’expression du spectre de A4, donnée par le théoreme 4.2.3 W
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Remarque 5.5.1

Dans la proposition précédente le volume des variétés (M, gr) tend vers oo avec T (car vol(M, gr) =
T - vol(M, g1)). Nous allons voir plus bas, du moins pour la premiére valeur propre non-nulle,

ce qui se passe lorsqu’on renormalise le volume de (M, gr).

Le cas de la dimension moitié mérite une attention spéciale. Nous allons voir ce que la proposi-
tion précédente devient en degré r ce qui nous permettra de mettre en évidence un phénoméne
général. Posons d’abord :

Définition 5.5.2
Si D est un opérateur difféerentiel qui admet un spectre discret nous allons noter

ce spectre. Chaque valeur propre sera repetée avec sa multiplicité.
Avec ces notationson a:

Proposition 5.5.2
(i) En degré moitié, la partie convergente du spectre de A7 _ tend lorsque 7" — oo vers
5.5.2 0+ox™ + o2, +0.

27 re

Ici, le premier zéro a la méme multiplicité que la collection o et le deuxiéme a la multiplicité
que la collection o7}

red *

(ii) Le spectre de A7 s’effondre lorsque T' — oo. Plus précisément, nous avons

lim A\, (A7) =0

T—o0

pour tout o > 1.

Démonstration :

(i) On applique la proposition 5.5.1, (ii) pour p = n — 1 et on tient compte du fait que P"™ = H"
(cf. 2.3.6).

(ii) 1l n’est pas difficile de constater que, lorsque A, est la n-iéme valeur propre de Ay en
restriction @ P™~! N H;- N Hy-, nous avons :

-1
An(A7,) < Fb (O, T)
ce qui suffit pour conclure. &
Nous allons nous intéresser maintenant a la limite de la premiéere valeur propre non nulle
de Agg“ quand T" — oo. Etant donné que nous controlons explicitement la variation en 7" du

spectre de A, il nous sera possible de calculer la valeur de cet limite comme on va le voir dans
un instant.

Si0<q<rsoit
réd
Adag)
la premiére valeur propre non-nulle de I’opérateur Ay agissant sur I’espace P9 N Hi N Hs.
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Proposition 5.5.3
()Si0 <p < [5] —1nousavons:

Aim M (ATT) =

= min{\ (Amipresn), M(Amppown), (1 — Z)ATRA(AZ) (1 - Ly red(a2+1yy,

r—2p r—2p—1

(i1) En dimension moitié on a :
. 2 . 2 réd -1 2
jll_I)IoloT - AL(AY,) = min{ky, [)\1 (AT )] }

ou I’on a posé
ko =min{k > 1:0b}, >0}

(avec la convention k¢ = oo si I’ensemble sous le min est vide).

Démonstration :
(i) C’est une conséquence directes de la proposition 5.5.1.
(i1) Rappelons que nous avons supposer que r = 2n. Par la proposition 5.5.2, (i), il suffit de
s’intérésser aux collections qui tendent vers zéro, pout 7' — oc. Ces collections sont ¢”(T') et
2p+1

o5, (T).0r

k2
72
et ou la valeur propre % figurent avec la multiplicité b7,. D’un autre part

o"(T) ke Z}

. 2 2p+1 2
Aim T%- foi (0, T) =z

pour tout z > 0. Ces faits nous permettent de conclure aisement l

Remarque 5.5.2

Dan [43], page 26, M.Rumin montre, lorsque M est une variété de contact arbitraire, la conver-
gence du spectre de A,, ( resp. T2 - A,,. en degré moiti€) vers le spectre d’un laplacien de
contact Ag resp. Ap en degré moitié. Notre proposition précédente peut s’obtenir alors direc-
tement de ces résultats, en donnant I’expression des laplaciens A et Ap dans notre contexte
géométrique particulier.

L’intéret du résultat précédent est qu’il donne un exemple de variété munie d’une famille
continue de métriques pour laquelle on contrdle bien la premiére valeur propre non-nulle du
laplacien sur les formes.

Contrairement a la premiére valeur propre du laplacien agissant sur les fonctions, beaucoup
moins de choses sont connus quant a la premiére valeur propre non-nulle du laplacien des
formes différentielles. Ainsi, des problemes aussi simples que la question de Berger :

-etant donnée une variété Z™, compacte connexe et orientée, est-il possible de trouver une
constante universelle k(Z) telle que :

k(2)

M(AP) < — 2T
(&) < vol(Z, g)

3
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pour toute métrique riemannienne g sur Z (voir [3]) n’ont a ce jour qu’une solution partielle :

-négative pour p = 0,n > 3, par [13]; voir aussi [49] et également [8] qui traite une classe
particuliére de variétés;

-négative pour 2 < p < n —2,n > 4, par [21];

-affirmative pour n = 2, p = 0, par [50] (voir aussi [29] pour le cas de la sphére S?).

Le cas des 1-formes reste ouvert pour n > 3.

Il est intéreséssant de noter que si on restreint la question de Berger a des classes de métriques
liés au propriétés géomeétrique particulieéres de Z on peut obtenir des réponses positives. Citons
ainsi les situations suivantes :

-variétés algébriques avec une métrique de Kéahler, pour p = 0, [10]
-tores plats avec une métrique invariante, [3]
-fibrés de repéres d’une surface de Riemann, avec une métrique de type Berger, [20].

Regardons ce que la proposition 5.5.3 apporte de nouveaux par rapport a la question de
Berger (on s’intéresse, bien sir, a notre classe de variétés M ). Renormalisons la métrique gr
de facon que le volume soit fini, en posant :

gr o= T+ - gr.
Donc, vol(gr) = vol(g1) < oo. Notons que sur les formes de M ona A, = T%HA_,]T.

Par la proposition 5.5.3, lorsque r > 2et1 < p < r — 1 nous avons :
s 2p+2 —
5.5.3 711_{1;10 A (APF?) = +oo0.

Ceci entraine que la réponse a la question de Berger est négative pour la classe de variétés
M?+! dés que » > 2 et le degré des formes est compris entre 1 et 2r, a I’exception du degré
moitié. Comme nous I’avons mentionné ci-dessus, ce résultat est nouveaux uniquement pour
les 1-formes.

Remarque 5.5.3
(5.5.3) est, dans un contexte géométrique un peu plus restrictif, I’analogue pour les formes
différentielles du résultat de Bleecker sur les fonctions (voir [8]).
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6.1 Rappels géométriques

Nous commencons par rappeler brievement qu’est-ce une variété de Heisenberg. Concernant
les rappels nous allons suivre de prés Gordon et Wilson [26]. Lorsque =,y € R™ soit

1 = ¢ 0 =z t
6.1.1 Y, y,t) =0 I, y" | etX(z,y,t)=]0 0 ¢
00 1 00 0

Le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1, que nous allons noter Hy,, (1, est défini comme
étant le sous-groupe de Lie de GL(n + 2,R) formé des matrices de la forme ~y(z,y,t). Son
algébre de Lie b, est la sous-algébre de Lie de gi(n + 2, R) formée des matrices de la forme
X (z,y,t). La base canonique de b, sera

B:{Xl,...,Xn,Yl,...,Yn,Z}

ol X; = X(e;,0,0),Y; = X(0,e;,0) et {e1,...,e,} est la base canonique de R* and Z =
X(0,0,1). Soit 3, = {tZ : t € R}. Alors 3, est a la fois le centre et la sous-algebre dérivée de
h,.. Par conséquent le groupe de Heisenberg est nilpotent d’ordre 2. 1l est bon de noter que nous
avons pour les éléments de B

[(Xi,Yi]|=2Z

et que tous les autres crochets sont nuls.

Nous allons maintenant nous intéresser aux quotients compacts du groupe Ho, 1.

105
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Définition 6.1.1

Lorsque r = (r1,...,7,) € (Z)*" sont tels que rj|r;j1,1 < j < m, soit rZ™ (respectivement

LZ") I'ensemble des n—tuples z = (z1,...,z,) avec z; € ;Z (respectivement z; € (7)),

.. T
1 <7 < n. Nous définissons :

Uy ={v(z,y,t) 1z € rZ",y € TZ",t € L}.

Nous avons que I',. est un sous-groupe discret, cocompact de Ho,, . Posons
M(r) :==Ty/Hans1
Pour chaque » comme dans la définition précédente nous introduisons un réseau dans R™ par
L, :={X(z,y,0): 2z € rZ" y € 7Z"}.
Un base dans ce réseau est donnée par
{rXy,...,mXy,Y1,..., Y, 1.

Dans ces conditions, une variété de Heisenberg sera pour nous une variété riemanniene du
type (M(r), g) avec r comme dans la définition précédente et ¢ la projection d’une métrique
invariante a gauche sur Hoy, 1.

Rappelons qu’il suffit de considérer (cf.[26]) les projections des métriques invariantes a
gauche de la forme

6.1.2 gz[gg],

ou h est une matrice définie positive 2n x 2n et T > 0. Désormais, toute métrique g sur une
variété M (r) sera considérée de cette forme.

Nous en venons aux propriétés géométriques des variétés M (r). Dans la suite, 7 tel que dans
la définition (6.1.1) sera fixé. Nous allons identifier un élement de b,, @ un champ invariant a
gauche sur Ha,; qui s’identifie & son tour, par projection, a un champ sur M (r). Considérons
le tore de dimension 2n :
T(r) = L, /R*".

Nous avons alors une fibration principale en cercles
6.1.3 M(r) = T(r)

Notons que Z est le champ induit par I’action du cercle. Nous allons étudier cette fibration.
Munissons M (r) de la métrique < -, - > qui rend les champs de B orthonormaux. Définissons
une 1-forme

0 AY(M(r)),0 =<7 >.

Il s’agit d’une forme de connexion principale dans la fibration (6.1.3) dont courbure est

6.1.4 df = —m*wy
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ol wy est la forme symplectique standard de R?",
n
Wy = Zd:vi A dy;.
i=1

Nous allons maintenant considérer une classe spéciale de métriques invariantes a gauche sur
les variétés M (r). Soit J(R*™, wy) I’ensemble des structures complexes (linéaires ) qui sont
compatibles avec wy i.e. les structures complexes linéaires .J sur R?" vérifiant

wO(JU7 J’LU) = wO(U7 ’LU)

pour tous v, w € R?" et
wo(v, Jv) >0
pour tous les vecteurs non-nuls v € R?",

Par conséquent si J € J(R?", wy) alors hy(v,w) = wy(v, Jw) définit un produit scalaire
R?", Nous pouvons maintenant introduire notre classe de variétés par :

Définition 6.1.2
Lorsque (J,T) € J(R?*")x]0, o[ soit M(r, J, T) la variété riemannienne

hy 0
ore), | 0 ]
Dans la section suivante, nous allons calculer le spectre de ces variétés.

Remarque 6.1.1
(i) Nous avons

df =hy(-,J")
sur H = Ker 6 par (6.1.4).

(i) (M(r),0) est une variété de contact comme en on a considérées dans le chapitre 2. La
métrique sur ces variétés est construite a partir de la forme de contact et de la métrique 5.

6.2 Calcul du spectre des variétés M (r, J, T)

Nous sommes dans un contexte géométrique permettant d’appliquer le théoreme 4.2.2. Afin
de pouvoir calculer le spectre des formes de M (r, J, T'), nous avons besoin de calculer le spectre
du laplacien AL en restriction aux espaces P?,0 < g < n, pour les métriques considérées sur
M(r).

Nous allons faire usage dans la suite du spectre des fonctions de M(r, J,T). Ceci a été
calculé dans [26] . Rappelons le résultat obtenu.

Proposition 6.2.1
Le spectre du laplacien horizontal Ay , agissant sur les fonctions k-équivariantes, £ > 0, de
M(r, J,T) est de la forme

hi(a, @), a € Z2" si k=0
kn(2a + 1), o € Z avec multiplicité 2k™|T,| si k>1

6.2.1
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ou, par définition, |T'y| =71 ... 7.
Nous allons nous servir de ce résultat pour calculer, dans un premier temps, le spectre de A%
agissant sur §?,0 < g < n. Définissons les espaces

Harm? .. (T(r), hy) et Harm,?, (T(r), h;)

comme étant les espaces de formes harmoniques qui sont primitives de degré ¢ resp. primtives
du type (s, t).
Il est évident que I’espace S9,0 < ¢ < n est engendré par

{f-7*¢: feC®(M(r),¢ € Harm) ;. .(T(r), hs)}.

Nous allons donc calculer I’action de Ay sur les formes de ce type, qui se révele étre parti-
culierement simple, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 6.2.1
Soit¢ € Harmf,fim(T(r), hyz). Alors, si f estune fonction k-équivariante sur M (r) nous avons
6.2.2 Ag(f -7m*¢)=Apf - -7m*¢+ k(s —1t)f - 1.

Démonstration :

C’est une conséquence immédiate de la formule de Bochner pour le laplacien horizontal (voir
[45] ou [42]) et du fait que la courbure pseudohermitienne de M (r, J,T) est nulle (le tore de
base est plat) H

Nous allons énoncer maintenant deux faits d’algebre linéaire. La démonstration se fait aisement
par induction et sera ommise.
Faits :
1. dimcHarmyy,,, (T(r), hy) = b}, o0 by, = Ct- Cf — Ct= - G,
T(r), hs) = br ou b = C§. — C42.

2. dimcHarml,;..(

Remarque 6.2.1
A I’aide de (6.2.2) nous pouvons détérminer les groupes de cohomologie de Dolbeault de
M (r, J,T) comme suit.

Lorsque «, t € N nous définissons
playt) = (r(2a+1) + g — 2t).

Maintenant, en utilisant (6.2.2) il vient que le spectre de Ay agissant sur §7,0 < g < r est de
la forme suivante.
623 hj(a, @), € Z*" avec multiplcité b, si k=0

o ku(o,t), a € N,t = 0, g avec multiplicité 2k*|Ty| - by,_y si k> 1.

Nous en déduisons le résultat suivant.

Proposition 6.2.2
Le spectre de la restriction de Ay a P{,0 < g < r, est de la forme suivante.
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hy(e, @), a € Z*" avec multiplicité b, ~" sio # 0 et b sik =0
6.24  ku(a,t),k € N, a € Nt =0, ¢ avec multiplicité 2k™|T', |b; 1, si (¢ — ¢)2 + a® #0
et 2k |, |bj , dans le cas contraire.

Démonstration :
Il s’agit de se servir de I’isomorphisme (2.4.5) pour déterminer, par récurrence, les multiplicités
(pour la restriction de Ay a P?) des valeurs propres données en (6.2.3). &

Nous n’avons plus qu’a remplacer le spectre donné par (6.2.4) dans les expressions du
théoréme 4.2.2 pour arriver au résultat suivant.

Théoréme 6.2.1
Le spectre des 2p + 2-formes formes différentielles de M (r, J, T') est de la forme suivante.

hi(a,a) + T (p — [55H])(r — p — 1 + [134]), de multiplicité 257" si o # 0
ety sia=0
ha(e,@) + T*(p - [E)(r —p— 2= [52]) + 559) & [ET2(r — )2 + hs(e, ),

a # 0 avec multiplicité b

olg=0,2p+1si0<p<[5]—letg=0,2(r—p)—1si[f]<p<r-—1;
h; (e, o) de multiplicité b5, !y si o # O resp b, ., Sia =0 danslecas 0<p<[f]—1
hs (e, o) de multiplicité b5}, sia # 0 resp by, Sia =0 danslecas [f]<p<r—1L1
Dans la suite le nombre naturel k£ va parcourir N*,
kp(B,t) + T?(p — [552) (r —p — 1+ [554]) + &5, de multiplicité 4% T, |6},
si 8% + (¢ — )% # 0 et 2k"b ,|T';| dans le cas contraire;
ki(B,) + T((p = [ —p— 2= [5]) + 59) & [ku(B, T2 + 1T — g2 + k2 +
avec 3% + (¢ — t)* # 0 et de multiplicité 2k"|T,|b; ;! ;

out=0,q,0€Netg=0,2p+1si0<p<[f]-letg=0,2(r—p)—1si[}]<p<r-—-1;
ku(B,t) + £ de multiplicité b5 o2t SIB2H+(g—1)*#0
resp bg opo dans le cas contraire

kp(B,t) + £ de multiplicite 551, ,_, si f2 + (¢ — )2 # 0
resp bg 5,1 dans le cas contraire

si 0<p<[f]—-1

Remarque 6.2.2
(i) Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction, le théoreme précédent a &té obtenu pour
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les 1-formes invariantes par le cercle dans I’article [26]. Les auteurs ont utiliser la théorie des
representations des groupes de Lie nilpotents.

(ii) Lorsque J = Jy et T =1 le spectre des formes de la variété M (r, T, J) (variété de Heisen-
berg canonique) a été calculé dans [44]. L’auteur a également utilisé la théorie des represen-
tations pour ce calcul.
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Le spectre des spheres de Berger
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7.1 Le contexte géométrique

Commengons par rappeler la construction des métriques de Berger sur la sphére S+, r > 1

Nous considérons le fibré principal en cercles donné par la fibration de Hopf :
St ¥t 5 pCr,

Soit R le champ de vecteurs de la sphére induit par I’action du cercle. Lorsque S**! est munie
de la métrique de courbure constante 1 soit § € A'(S?*1) la forme associée (via la métrique)
au champ R. Alors 6 est une forme de connexion principale dans la fibration de Hopf, de distri-
bution horizontale H.

Nous équipons PC" de la métrique de Fubini-Study que nous allons noter h. Soit Jy la
structure complexe canonique du projectif complexe. Nous avons alors

df = — 27'('*600 .

ol wg = g(+, Jo). Par conséquent, la variété (PC", g, J) avec g = 2h et J = —J, est une variété
de Hodge et 8 est une forme de connexion dans la fibration de Hopf de courbure

df = 7w

olw = g(-, J-). Ainsi on est dans une situation géométrique comme celle décrite dans la section
2.2.

Définition 7.1.1
Les métriques de Berger sur la sphére S?"+1 sont définies pour T' > 0 par

111
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711 hr=m*h+T?0R6.
Un point important est que ces métriques sont du type étudié dans la section 2.2 car

Notons également que pour 7" = 1 nous obtenons la métrique de courbure constante 1.

Nous nous proposons de calculer le spectre des formes différentielles de la famille (S? !, hr)
pour tout 7" > 0. De toute évidence, cela revient a calculer le spectre des formes de la famille
(5%, g91.52), T > 0. Nous allons appliquer notre théoréme 4.2.2 pour résoudre ce probléme.
Il nous faut donc connaitre le spectre du laplacien A% en restriction aux espaces P4,0 < ¢ < r
et T > 0. Pour le calculer nous allons procéder comme suit.

e Nous allons calculer le spectre des formes équivariantes de (S? !, k) en adaptant au cas
équivariant la méthode qui donne le spectre de la sphére canonique.

o Par le théoréme 4.2.2 appliqué a (S**1, g 5) et le calcul précédent, nous déduisons le
spectre de Ay agissant sur les formes équivariantes de S? ! d’ou le spectre de A%, ot T > 0
arbitraire.

Ce programme sera réalisé dans la section suivante. Le spectre de (S?"*! hr) sera donné
dans la section 7.3.

Remarque 7.1.1
Les variétés (S 1, hr), T > 0, possédent beaucoup d’isometries. Plus précisément nous pou-
vons déduire de la proposition B.1 (voir annexe B) que :

SO(2r+2) si T=1
Ulr+1) si T#L

Par conséquent, une alternative a la méthode que nous allons présenter serait d’appliquer les
méthodes de la théorie de représentations des groupes de Lie compacts pour calculer le spectre
de (S2T+1, hT)

7.1.3 Isom(S?™ ! hr) = {

7.2 Le spectre des formes équivariantes de la sphére canonique

Nous allons analyser, dans le cas équivariant, les espaces propres du laplacien des formes de
(S?r+1 hy) tels que décrits dans [35]. Nous allons également donner des preuves géométriques
simples concernant les résultats de structure de ces espaces, qui nous permettront de calculer
les multiplicités des valeurs propres équivariantes. Notons que méme pour le cas de la sphére
canonique, ces multiplicités ne sont pas apparentes dans [35] (ou le point de vue est basé sur la
théorie des représentations), alors que la formule de [19] est erronée. Notons que le spectre des
fonctions équivariantes de la sphére standard a été calculé dans [34].

Nous allons maintenant faire quelques préparatifs. Sans spécification contraire, on va tra-
vailler avec des formes différentielles a valeurs complexes.

L’espace R* 2 sera muni de coordonnées (z1, - - -, Tr11, Y1, - - - , Yr+1)- L’action du cercle est
alors donnée par

(z,y).2 = (az — by, bz + ay),z = a+ib € S', (z,y) € R**2,
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Définition 7.2.1
Soit 0 < p < 2r + 2 et m € N. On définit I’espace des p-formes polyndmiales homogénes de
degré m par
PP ={ae AP(R"?):q = Z ardz’ ar € P}
[|=p
ol P, est I’espace des polyndmes homogenes de degré m, a valeurs complexes, sur R? +2,

Dans ce qui suit R* 2 sera muni de sa métrique plate canonique. Soient dj, Aq la co-
différentielle et le laplacien sur les formes qui y sont associés.

Définition 7.2.2
Soit 0 < p < 2r +2etm € N. Nous définissons des espaces de p-formes polynomiales
harmoniques de degré m comme suit.

H? := Ker AgN Ker dyN PP,
'H? := Ker dyN HE,, "H? := Ker I N HE,

oul: PP — Pf,’;rl1 désigne le produit intérieur avec le champ :

Remarque 7.2.1
((YOna’HY =0sim >1, "HY = HY. pourm > 0.
(if) Nous avons

721 HP ='HP @"HP sip > 1.

Ceci est une conséquence directe de la formule

7.2.2 {do, I} = (m +p)1pr

(voir [35], page 535). Par la méme formule et le fait que Py C Ker(dy) nous obtenons :
7.2.3 "HY =0si1<p<2r+2.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des espaces de formes polyndmiales ho-
mogeénes harmoniques en restriction a la sphére S +1,

Définition 7.2.3
Soit ¢ : S+ — R2r+2 P’inclusion. Lorsque m € N,0 < p < 2r + 1 nous définissons des
espaces de p-formes de S?*! par :

Hp = ir(HE),
'Hp, = ('HE),
"HP, = *("HE).
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Nous avons alors les faits suivants (voir [35], page 536) :

Fait 1
L’application 3
i+ HP. — HP estinjective.
Fait 2
Nous avons une décomposition en somme directe orthogonale
7.2.4 L2(AP(S*+1)) = @ HP,.
m>0

Par conséquent, les espaces FI& sont les candidats naturels pour les espaces propres du la-
placien des p-formes de (S?"*!, h;). Nous allons maintenant voir ce qu’il en est, en calculant
I’action de A sur ces espaces. Il nous faut donc comparer les laplaciens de la sphere et de
R?"+2_ Ceci a été fait dans [19], en utilisant I’expression locale du laplacien des formes d’une
variété riemannienne donnée par la connexion de Levi-Civita. Nous allons procéder de maniére
beaucoup plus simple et qui nous servira par la suite.

Désignons par  resp. xo les opérateurs de Hodge de (S, hy) resp. (R 2, can).

Lemme 7.2.1
Soit € AP(R**2) avec 0 < p < 2r + 2. Alors

7.25 x (i*a) = (=1)P+* [1(*0a)] .
Démonstration :

Il s’agit d’un exercice d’algebre linéaire élémentaire. Rappelons d’abord le fait immédiat (voir
aussi [35], page 534) :

7.2.6 Toxyg=(=1)PxyoF
sur AP(R?*2), ol B : A*(R?"2?) — A*(R**2) est I’opérateur défini par
E:=rdrA-.

Soit maintenant z € S#*! fixé. La forme o, s’écrit de maniére unique comme

Oy = ﬁw + E('Yw)

avec B, € A(R*+2), I(8,) =0ety, € A1 (R**2), I(v,) =0.
Nous allons vérifier la formule (7.2.5) au point z, pour la forme E(+y,). Tout d’abord,

(EB) =1*(rdr)y; Ni*B, =0
car ¢*(rdr) = 2¢*dr® = 0. De I"autre coté, par (7.2.6), on a
I(x0E75) = (=1)"~'I*(%¢7z) = 0.

Il nous reste a vérifier notre formule pour la forme 3,. Soit {ey,...,es+1} une base ortho-
normée, positive, dans 7,,5% 1. Comme 13, = 0 nous avons

B = Z ﬂi el

T=(1<i1<...<ip<2r+1)
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Alors
*B, = > e(I,J)BL- ¢’

T=(1<i1<...<ip<2r+1)

oupour/ = (1<4 <...<ip<2r+1)),onanottJ=(1<j...<jos1p <2r+1)la

suite croissante complémentaire et e(Z, J) la signature de la permutation (i1, . . ., jp, j1, - - - » Jor+1-p)-
Comme {e, . .., exrt1, (), } est une base orthonormée, positive, dans 7, R?+2 nous obte-
nons
*0 B = Z e(I, )BL - e A (rdr),.

T=(1<i1<...<ip<2r+1)

Or I est une antidérivation et I(rdr), = 1, donc :
I(e! Ardry) = I(e?) A (rdr), + (—1)* 177,
On conclut par le fait que i*(rdr), = 0l

Posons Ty := /2. On est conduit a :

Proposition 7.2.1
(i) Le spectre du laplacien des p-formes exactes de (S*"*!, gz,), ol
1 < p < 2r, estdelaforme

727 A = 2(m+p)(2r+2+m —p),m > 0 avec espace propre 'HP .
(ii) Le spectre des p-formes cofermées, 1 < p < 2r est :

7.2.8 pk, = +(m + p)(m + 2r — p),m > 1 avec espace propre "HE

Démonstration :
Rappelons d’abord le fait que sur une variété riemannienne compacte, connexe et orientée
(Z™, g) nous avons :

7.2.9 d* = (=1)PvHntl 5 dx
sur AP(Z). On a également sur les p-formes de Z :
7.2.10 *2 = (=1)pn=D),

Nous allons montrer maintenant que pour toute forme o € H?

m’

m > 0, nous avons

7.2.11 d*(i*a) = (m + 2r + 2 — p)i*(Ia).
En effet, si « est une telle forme nous avons par (7.2.9) et (7.2.5) :

& (i*a) = (—1)PEr+DF2r+2 g [*(i*a)] L [(dOI) X0 a] .

Comme xpax € P2r+2-P nous obtenons par (7.2.2) que (dol)*oa+Idyxe)a = (m~+2r+2—p)ko.
Or dja = 0 donc dy %o « = 0 ce qui nous conduit a

d*(i*a) = —(m + 2r + 2 — p) % [i*(*oa)] = (—=1)P(m + 2r + 2 — p)i*I(x2a)
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par (7.2.5). On conclut par (7.2.10).
Il suffit maintenant de calculer le spectre des p-formes de (S***, h;). Notre résultat découle
de la renormalisation (7.1.2). 5 5
Soit m > 0. Nous allons calculer I’action de A sur les espaces 'H?, et "HP, . Il est évident
que 5
'HP?, C Ker d.

Par (7.2.11) il vient que 3
"HP C Ker d*.

Soit « € 'HP,. Alors, par (7.2.11) :
A(i*a) = d [d*(z'*a)] = (m+2r +2 — p)ditla = (m+2r + 2 — p)i*(do])cx.
En utilisant (7.2.2) il vient que

7.2.12 A agit sur 'H?, par multiplication avec (m + p)(m + 2r + 2 — p).

On en déduit .
"HP C Im d, pour tout m > 0.

Soit maintenant o € " H? . Nous avons
A(i*a) = d*d(i"a) = (d*i")doa = (m + 2r — p)i*(Idpcx)
par (7.2.11) et le fait que dya € Her 1- On conclut par (7.2.2) que :

7.2.13 A agit sur "HP, par multiplication avec (m + p)(m + 2r — p).
Maintenant, en tenant compte de (7.2.1) et (7.2.3), la décomposition (7.2.4) entraine
7.2.14 LA(AP(S> YN Imd) = @ 'HP,

m>0
et
7.2.15 L2(AP(S YN Im d*) = @ "H?,

m>1

ce qui achéve notre preuve Bl

Remarque 7.2.2

(i) On aurait pu obtenir (7.2.8) de (7.2.7) par dualité de Hodge.

(if) On voit maintenant pourquoi la formule pour la multiplicité des valeurs propres A2, est
érronée dans [19].

Nous nous tournons maintenant vers le cas équivariant. Lorsque k € Z nous avons des es-
paces de formes polynomiales k-équivariantes notés P¥ | PPk HPE HP:F etc, définis de maniére
évidente.

En utilisant la décomposition en somme directe orthogonale

A;D S2T+1 @ A;n S2r+1
keZ
(7.2.4) nous fournit une décomposition en somme directe orthogonale
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7.2.16 AR(S?r+1) = @ HPF,
m>0

Nous devons donc étudier les espaces HE:*. Rappelons d’abord le résultat suivant concernant
les espaces HY..

Lemme 7.2.2 (voir [34], page 204)
Soitm € N etk € Z. L’espace Pk est non réduit a zéro ssi il existe n € N tel que

m = 2n + |k|.

Dans ce cas nous avons

k «— s k _ (I r

k .— 5 k _— Jk k
Dy :=dimcH, =d} —d;_,.
Nous allons étendre ce résultat aux p-formes comme suit.

Lemme 7.2.3
Soit0 < p<r,m e Netk € N. Alors P& =£ (0) ssi
m=2n+k—pneNsik>p+1
7.2.17 m=2n,n€Nsik<pp—Fke2N
m=2n+1,neNsik<pp—ke2N+1
Dans ce cas nous avons
dvf = dime PR = Y CL C2y diHe,
t+s=p

Démonstration :
Soit 1 < j < r + 1. Nous définissons les 1-formes

dzj := dz; + idy;
dEj = dIEj - zdy]

Nous avons alors dz; € Al,(R*+%) et dz; € A}(R?*2). Soit maintenant o« € PEF. Nous

décomposons
0= Y
t+s=p

avec oy, € AY°(R¥+2) N PP (la bigraduation complexe de R?+2 est par rapport a sa structure
complexe canonique Jp). Or,

, _
Qps = g 77 dzr Ndz;
I,JENT+1,|I|:t,|J|:S
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avec fy; € P,. Il estimmédiat de vérifier que, en fait, f75 € PPV par e lemme 7.2.2, m
doit étre de la forme
m=2n+ |k —p+2t,neN.
On en déduit facilement (7.2.17). Concernant la dimension de notre espace, nous venons de
montrer que
dimePE* = Y C2,\Cl, dimc PEP)+2,
s+it=p
On conclut par le lemme 7.2.2 1

A partir de ce dernier résultat et de la proposition 7.2.1 nous avons :

Proposition 7.2.2
Soit 1 < p < r. Le spectre des p-formes k-équivariantes, cofermées, de (S !, gr,) est de la
forme

7.2.18 L(m + p)(m + 2r — p), avec espace propre " HZ*
ou m est de la forme suivante :

m=2n+k—pn>0 si k>p+1
m=2n,n>1 si k<pp—ke€e2N
m=2n+1,n2>0 si k<pp—ke2N+1.

I nous reste donc a calculer la multiplicité de ces valeurs propres. Ceci sera fait dans I’annexe A,
car c’est un fait qui est plus lié a la particularité de la situation géométrique qu’a notre théorie.
Posons seulement pour m,k € N0 <p<r:

'DEF = dimc HEF

"DPE = dimc" HEF.

7.3 Calcul du spectre des variétés (S*+1 hr), T > 0

A partir du spectre du laplacien AgTo agissant sur les formes k- équivariantes de S? ! nous
allons déduire, a I’aide du théoréme 4.2.1 le spectre du laplacien horizontal Ay . Ensuite, le
théoreme 4.2.2 nous donnera le spectre des formes de (S?+', hr) pour tout T’ > 0.

Nous avons :

Lemme 7.3.1
Les valeurs propres u®* de I’opérateur Ag agissant sur I’espace P{,0 < ¢ < r,k € N sont de
la forme suivante :

Cn+r—q@k+2n(n+r—q),n>0 si k>qg+1
731 2n(n+r) +qr — (¢ + k%),n > 1 sii k<qq—-ke2N
2n(n+r+1)+r(g+1)—35(¢*—k*—1),n>0 si k<qqg—ke2N+1
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Démonstration : ,
Soit A une valeur propre de Ay en restriction a P{. Alors, A + % est une valeur propre k-

équivariante de AT, donc de AgTo car, par le théoréme (4.2.1), nous avons

(Th) CE

q *
F)\ A+%(A2To) N KerdgTo.

E2
2
Alors, par (7.2.18), A doit étre de la forme p2 B

Il nous reste a déterminer les multiplicités de ces valeurs propres. Posons
M%* .= dimc F9*
ou, pour alléger la notation, on a défini :
F9% = Ker(Ap — u@*) N pok,
Nous allons définir également lorsque 0 < ¢ < 7 :
FI()) :=PIN HiNHy N Ker(AT — )).

On va donner une relation de récurrence qui permetttra (cf. annexe A) de calculer M%F. Nous
avons avons besoin d’un lemme préparatoire.

Lemme 7.3.2
Soit 0 < p < [§] — 1fixé. Lorsque T' = Tj, nous avons pour toutm > 0et0 <s < p:

B} ,(N2+2) = BP0 (un? ™) @ BP0 (20
Fy, (A2+2) = Froo%t (2070
ES ('u2p+2) — f2p—9) (M2(p—5))
D m T m
Ff,,,(ﬂ?ff”) _ Ff(p—s)+1(ﬂigzi—ls)+1) @ F7"2(p_5)+1(ﬂfr$:)-_15)+1)-

Démonstration :
Il s’agit d’un calcul algébrique immédiat l

Proposition 7.3.1
Soit 0 < p < [5] — L etk € N. Nous avons les relations de récurrence :

732 ML o N2P+2E L NPPY 4 MEPEDE = D22k ek
et
733 MP2PE 4 M2PLE L pp2PTE L Ap2PE = p2pt2k 1 p2ek,
ou
2n+k—(2p+2) si k>2p+3
m = 2n Si Ek<2p+2,2p+2—k € 2N

2n+1 Si k<2p+2,2p+2—-ke2N+1.
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Démonstration :
Posons maintenant

E9F()) := F2*(\) N AP*(H).

Lecask >2p+3:
Nous avons alorspourm =2n+ k — ¢

0 si n=0
Fﬂ’k(“?ﬁk):{zfg’k sii n>1.

Ceci a cause du fait que I’ espace { , produit la valeur propre k(r — g) + % pour AT, qui
n’est égale a u&* que lorsque n = 0.
Notons que par la positivité de k£ nous avons

P 0 si g<r
e :{’H“’“ Si g=r.

Compte tenu de ce fait nous obtenons par calcul :

0 si n#s+1
Ps(, 2p+2k) —
€ ( n ) { fH%(ZD—S) si n=s+1.

0 si n#£s+1
»8 2p—|—2,k —
fg ( n ) { Hf(l’—s)'i‘l sSi n=3s +1.

B ) =0

Par conséquent, le théoréme (4.2.1) (voir 4.2.3) nous donne, lorsque n > p+ 2 :

n—s§— n—s—1

p
E;l,%p+2’k(AgTo) N Ke,rd;To o F3P+2,k ® ®(F2(p—sl),k)2 @ FAp—stLE o Fj(_ps—s)—l—l,k.
s=0

Ceci entraine

p
//Di{;w,k _ sz—l—Q,k + Z2M3(_p:z,k + MR-+LE Ms(_ps—S)+1,k.

n—s—1
s=0

Il est immédiat d’en tirer que
734 Ms;:,llc + MS;!:-II-IJC =+ Mﬁpﬂ,k =+ Mﬁp+2,k —_— Dfr;:)+2,k _n Dfrii’?_’g_
Lorsque 0 < n < p+ 1 nous avons :

Byarios(Bgy,) N Kerdy, & FIriok @ FRemDk g fromn kg

4
O DFL P o BRI o BEITE
5=0
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et on voit facilement que nous avons une relation de récurrence du méme type que (7.3.3).
Maintenant, un calcul algébrique nous donne lorsque m = 2n+ k — (2p + 2) :

0 si n#£s+1
s,k (y\2p+2y
e2,;1)()‘m ) { H?(ZD—S) si 1= s—+1
SEOET) =0
s 0 Si n#s
h0an) = { jaoton
1

si n=s.

Donc par le théoréme (4.2.1) il vient que lorsque n > p + 2 nous avons

p
Eyopea(AZ¥2F) 0 Ker d & F2+ @ EB[ 2o @ BT @ DRI,

s=0 s=1
On en tire donc que
’Dfr{)-l-?k M2P+1k+z +anss +2ZM (p— 5+1k
Nous en déduisons la relation :
7.35 MZPHVE 4 VEPIVE L MEPY  M2PE = 1 D22k 1 D2

Lorsque 0 < n < p+ 1 nous avons :
Byapsa (A2P+2 BN Ker d = Frtlk @ Fy# Dk g prlo-ntilig,

@ @RI @ B @ G,

On en tire une relation de relation de récurrence analogue a (7.3.5).
Lecask < 2p+2.
Se traite de maniére analogue au cas précédent l

Remarque 7.3.1

(i) Au cours de la preuve de la proposition précédente on a établi que ’H{”k =0si0<k<p.
Ceci est en concordance avec les théorémes d’annulation de [45].

(i) Nous allons montrer dans I’annexe A comment on peut calculer les multiplicités M2 0 <
g < r,apartir de la dimension des espaces de formes polynomiales harmoniques et homogénes.

Compte tenu de la renormalisation (7.1.2) nous obtenons par le théoréme 4.2.2 le spectre des
formes de (S?™ 1, hr).

Théoréme 7.3.1
Le spectre des 2p + 2-formes k-équivariantes de (S?* ', hr), T > 0 est de la forme suivante.
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o it B+ T (o= (e +p -1 - (55 + 75 £ Tt + 4 5 2
de multiplicité M2F, o 0 < ¢<2p+1si0<p<[f]—1et0<g<2(r—p)—2si
[Fl<p<r-1
o Wt + L+ T p -G ) (e +p+[5Y),n>1
000§q§2p+1si0§p§[g]—lresp.0§q§2(r—p)—25|[ |<p<r-1,
de multiplicité 2M%*si0 < g < 2presp. 0 < ¢ < 2(r —p) — 3 et MPTLrsig=2p+ 1
resp. ¢ = 2(r — p) — 2.

o 1202k L K > 0 de multiplicite M2P+2* lorsque 0 < p < [5] —

o TR LB 0 > 0 de multiplicite Ma" P lorsque [5] <p <7 — 1.

o k(r—q+1)+ & + T+ 1+ [ +p - [5),
0<g<2p+1si0<p<[5]—1resp.0<g<2(r—p)—2si[5]<p<r—1,
de multiplicite MZF.

o k(r—q)+ iz + (0~ (5D (co +p+ ['34), k #0
000<g<2p+1si0<p<[5]—1resp.0<g<2(r—p)—2si]
de multiplicite MZF.

Remarque 7.3.2

(i) Nous avons obtenu tout le spectre des formes de (S?"*!, hr) & cause du fait que la conjugai-
son complexe réalise un isomorphisme

Az (S2r+1) N Atk(52r+1)

qui commute avec le laplacien.
(ii) Le cas des 2p + 1-formes est également résolu par la dualité de Hodge.



Annexe A

LLa multiplicité du spectre équivariant de
(‘Sv2fr+17 hl)

Nous allons travailler dans cette section avec les objets définis au chapitre 6. Notre objectif
est de calculer la dimension des espaces

! Hg{k, " Hﬁ{k

oum,keNetO<p<r.

Rappelons quelques faits utiles. Tout d’abord, comme nous allons travailler dans le cadre
équivariant il est important de noter que la forme rdr est invariante par I’action du cercle.Ensuite
nous avons sur P2 :

Al {d5, E} =—2r+2—p+m)lpe
(voir [35], page 535).
Nous commencons par démontrer le lemme

Lemme A. 1
Lorsque 0 < p < 2r,m > 0 0on a une suite exacte :

A2 0 — P2k Kerdy < Ppb 8 prik o gergs s 0.

Démonstration :
Il suffit de montrer que d% : PP* — PP~'% est surjective. Soit & € P2_'* N Ker d3. Alors
E(a) € PP etdi(Ea) = —(2r +2 — p+ m)a par (A1) et le fait que djae = 0 W

Corollaire A. 1
Nous avons
dime(PPF 0 Kerd?) + dime (PP N Kerds) = dimePP*

Démonstration :
Est immédiate H
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Remarque A. 1
La méme preuve que celle 6.3.3 nous donne une suite exacte

A.3 0= P2 A Kerd; < P2 8 PP~ A Kerdy — 0.

Ceci entraine, comme pour le corollaire A.1 que lorsque 1 < p < 27 + 1 nous avons

A. 4 dime(Ph, N Kerd§) = Ch, ., - Colario- -p’

m

Définition A. 1
Définissons deux opérateurs Dy, D, : A*(R?™+2) — A*(R*r+2) par

Dia =di(r? - Ea), Dya =1%o, o € A*(R¥*2).

Nous auront besoin de quelques faits concernant ces opérateurs qu’on enumeére ci-dessous. Au-
cune preuve ne sera donnée car il s’agit de calculs immédiats.

Lorsque 5 > 1 nous avons :

A.5 Di('Hg}) C P&, N Ker d

A6 Ay [D{a] = —4j(m+j+7)Di"'a, o € "HIF,

A.7 D}("HgF) C P¥*,. N Ker dj

A.8 Ao(Dje) = 4j(r+1+j+m)(2r —qg+m+25)Dy o, o € 'HEF,
On aalors

Proposition A. 1
Nous avons des décompositions en somme directe

A.9 Pyt Kerdy = @ DY/ (HY®) @ Dy ("HEP)
5=0

et

A. 10 PEE. O Kerdy = @ DP9 (HEE ) © DP("HEE )
7=0

Démonstration :
Nous allons procéder par récurrence sur m. On démontre seulement (A.5), I’autre assertion
étant analogue. Supposons donc que

m—1—j k m—j— k
= Dy ' ](Ing )@D2 ! I(IIng )

3

D,k
Pylm-1)

<.
Il
=)

Nous avons que la somme
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AL S Dpi(agk) + Dy (g
=0

est contenue dans P;’;,’f N Ker dj par (A.4) et (A.5). Montrons maintenant que la somme de
(A.11) est directe. Supposons que

ZD “I(u;) + Dy (v;) = 0

j=0

ol u; € 'HEF etv; € "HE®. Par application de Ay il vient, compte tenu de (A.6) et (A.8) que

>—‘

(m—34)(r+1+m+j)(2r+2m—p) D" " (u;) — (m—4)(r +2m+5)D5* "~ (v;) = 0.
7=0

Comme par notre hypothése de récurrence la somme

3

m—1—j1 ryp.k I rrp.k
D1 H2j +D2H2j

Il
=)

J
est directe, nous obtenons que D" (u;) = 0 et D3*""7(v;) = 0 pour 0 < j < m — 1. Il est
immédiat de conclure que v; = 0,5 = 0, m — 1. En appliquant Aq & D"~/ (u;) = 0 on trouve
par (A.5) que D7*~*77(u;) = 0. Ensuite, par récurrence, on trouve que u; = 0,5 = 0,m — 1.
Nous avons aussi u,, = 0,v,, = 0 car les espaces 'HZ" ”H”’ sont en somme directe pour

2m)

m > 1. Nous avons fini de démontrer que la somme de (A.11) est directe.
Maintenant, comme I’application

A0:P2p7 —)Pp(’m 1)

a comme noyau I’espace Hf;;’“ nous obtenons par notre hypothése de récurrence que
m
dime(PLF 0 Ker df) Z dimcHy;.
—

Or nous avons vu que I’espace

m
> -J 7k
D DI (HE) © Dy ("HE),
J=0
m
de dimension Y dimc Hy;, est contenu dans PP Ker d%, ce qui achéve notre démonstration
3=0
|

Remarque A. 2
(i) Dans le cas de I’espace P, les décompositions précédentes figurent dans [4], page 160.
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Notre preuve est plus simple.
(ii) Dans [35], page 535, il a été démontré par des méthodes algébriques que

P = Hp, & (r* Py _, + E(PpY)).

Ceci ne permet pas de donner directement une formule pour la dimension des espaces HE.
(iii) Une preuve formellement identique a celle de la proposition 6.3.2 nous permet d’établir
I’existence des décompositions

A. 12 P! N Kerd;= EBO DY/ ('HY) @ Dy *("H},)
]:
et
A.13 P2pm+1 N Kerd; = D D;n_j(’ngH) S Dgn_p("ngH)
§=0

Corollaire A. 2
(i) Nous avons :

2p—1 . R
A. 14 dimCHf,{”k = dimc(Hk ) + dimcpép’k + 2 []EZ:I (—1)]dimcpép__j]’k] + dimCP,’fL_%.

m—2p
et
dimcHP ™ = —dime HY,_,, | + dimc P25+
A-15 +2[§’f(—1)fdz'm PAIZI] — dime Pk
J=1 CHm—j CLHm—2p—1
(i)
A.16 dime" HZF = dimg' HEFYF
(iii)
p
A. 17 dime' HEF = (1) + 21(—1)q+1dz'mcﬂg;qq.
q:

Démonstration :
(i) Par (A.5) et (A.6) nous avons

dime H® = dime(PPY) — dime(P2*, 0 Kerdy).

Maintenant, la relation du corollaire A.1 nous donne par récurrence le résultat voulu.
(if) Nous allons montrer que pour m > 1 on a un isomorphisme

. rrp.k " rrp—Lk
I:'HPF — "HE WP

Tout d’abord, I est bien définie, car si & € 'HZ* nous avons I € P2 \NKerl etIa € Ker dj
par la formule

A. 18 {d¥, I} = 0 sur A*(R*+2)
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(voir [35], page 534). Ensuite, I est injective, car 'HE:F et ” HP:* sont en somme directe (cf.
(6.2.1)) . Montrons que I est surjective. Soit o € ”Hﬁ;}l’k. Alors dyae € 'HE et I(da) =
(m + p)a par (6.2.2). Par conséquent I est un isomorphisme.

(iii) S’obtient par récurrence, a partir de (ii) et du fait que

dime' H* + dime" HPF = dime HPY

lorsquem > 1.1
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Annexe B

Sur la géométrie des variétés (M, gr)

Dans le contexte de la section 2.2 on étudie la "taille” du groupe des isométries de la famille
(M, gr), pour tout T > 0. Notre motivation pour étudier ce probléme est de pouvoir dire sous
quelles hypothéses les méthodes de I’analyse harmonique s’appliquent pour le calcul du spectre
des formes de (M, gr). Nous savons d’avance que ce n’est généralement pas le cas, car ces I’ap-
plication de ces méthodes est conditionné par I’existence de groupes d’isométries suffisamment
larges. D’un autre coté, nous allons voir que des sous-groupes de cohomologie de Dolbeault
produisent des isométries, donc des objets géométriques. Notons que nous savons déja que ces
groupes produisent des valeurs propres privilégiés pour le laplacien des formes, donc des objets
analytiques.

Pour avoir la dimension (donc la "taille”) du groupe des isométries de (M, gr) il suffit de
s’intéresser a son algebre de Lie, I’algebre des champs de Killing. C’est ce que allons faire par
la suite.

Bien que les résultats qui suivent soient de nature élémentaires nous n’avons pas pu les
localiser dans la littérature.

Soit (M, gr) I’algebre des champs de Killing de (M, g7)

(M, gr) = {a € A" (M,R) : VEa(Y) + VIa(X) =0V X,Y € x(M)}

et soit tc(M, gr) son complexifié (VT désigne la connexion de Levi-Civita de (M, gr)). Pour
k € Z on définit
(M, gr) = A (M) N e (M, gr).

Bien évidemment

LC(M7 gT) = @ L{(C’j(M7 gT)
k€L

Rappelons quelques propriétés de V7. Soit V la connexion de Levi-Civita de (N, k). Si
X € x(N) soit X* € x(M) le relevé horizontal de X par rapport a la forme de connexion 6.

B.1 VEY* = (VxY) — tw(X,Y)r- R, X,Y € x(N)
et
B.2 Vh = TF + L sur A*(H).

Si X est un champ de vecteurs de M nous allons désigner par X 7 sa partie horizontale.
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Définition B. 1
La courbure pseudohermitienne de M est le (4, 0)-tenseur qui agit sur des champs horizontaux
X, Y, Z, T par

RU(X,Y,Z,T) = gu(V¥VXZ,T) = gu(VXVY Z,T) + gu(Vixyu Z, T)

Remarque B. 1
Nous pouvons définir, en analogie avec le cas riemannien le tenseur de Ricci pseudohermitien
Ricf . Nous avons alors

Ric" (X*,Y*) = Ricy(X,Y)om,V X, Y € x(N).

Les identités (B.1) nous conduisent, apres calcul, aux relations suivantes concernant le ten-
seur de Ricci de gr.

Ric,, = Ric" — T;gH sur x(H)

. T 4

B.3 Ricy, (R, R) = "5~
Ricy, (R, X) =0,V X € x(H).

Les premiéres propriétés d’un champ de Killing équivariant sont données par le

Lemme B. 1
Supposons k # 0 et soit & € (M, gr). Alors :
(i) e € AYF(H); (ii) Ja = —Ea.

Démonstration :

(i) Comme « est une forme de Killing, on a VEa(R) = 0 ce qui entraine (car VLR = 0) que
R.a(R) = 0. Il vient que « est horizontale.

(ii) « étant une forme de Killing, nous avons

VEa(X*) + VE.a(R) =0V X € x(N).
Comme « est horizontale, il vient que V5.a(R) = —a(V%.R) = —a(VEX*) = T Ja(X*)

par (B.2). Toujours par (B.2) nous avons que Via = T;Ja + ik ce qui permet de conclure B

Par conséquent, nous devons avoir :

B.4 W& (M, gr) = 0,k € Z* lorsque T €]0, oo[\{Vk, k € N*}.

Nous allons étudier maintenant les cas restants. Faisons quelques rappels. D’abord, nous avons
une formule de Weitzenbdck pour le laplacien horizontal, qu’on rappelle pour les 1-formes, seul
cas qui nous intéresse ici.

B.5 Ag = VTV + Ricl — LgJ sur A'(H).
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(voir [45]). Ensuite, nous avons une formule de Bochner pseudohermitienne (voir également

[45]) -

B.6 DD =1 [(VH)*VH +iRicH J + MR] sur AL(H)
ou
D' : A*(H) - T(TH ® Q*(H))
est I’opérateur défini par
1
D! .= g(vgf —iVE),v € H.

Corollaire B. 1
Nous avons pour tout k£ € Z :

B.7 Hy' = Ker(D).

Démonstration :
Par (B.5) et (B.6) on obtient sur A)"' (H) :

(DI)*DI — AE

ce qui entraine aussitot la conclusion l

Remarque B. 2
La formule de Bochner (B.6) fournit un outil pour obtenir des résultats d’annulation pour les
groupes H(M). Dans le cas des 1-formes, on peut en déduire facilement que

H (M) =0pourk € Nk > —a
ou I’on a supposé que Ric, > a - h.

Nous avons maintenant le résultat suivant concernant la structure de I’algébre des champs de
Killing de (M, gr).

Proposition B. 1
Supposons que 7' = /g, q € N*. Alors :

B.8 (M, gr) =0,k € Z*\{*q}
B.9 e (M, gr) = (M, gr) = Hp' N Ker(Ric" — {q(r +1))
B. 10 (M, gr) = {a € wc(N,g):a=Jdf,f € C°(N,C), [y f=0}®R

Démonstration :
La premiére afirmation est une conséquence du lemme B.1. Montrons I’assertion de (B.9).
Rappellons que 3 € A'(M) est une forme de Killing pour g ssi



132 ANNEXE B. SUR LA GEOMETRIE DES VARIETES (M, G7r)

B.11 Ay, B = 2Ric,, B etd:, =0

(voir [33], page 44, théoréme 2.3). Soit « dans (M, gr). Comme « est horizontale on obtient
par (2.2.19) que
Aga+ go = 2Ricy, a.
Par (B.3) et la formule de Weizenbdck (B.5) il s’ensuit que
B. 12 (VIYVHq = Rica — qa.

De I'autre coté, « et Ja vérifient I’équation de Killing. Il est facile d’en tirer D'a = 0 donc
o € 1 par le corollaire B.1. Ceci donne, par la formule de Bochner (B.6) :

B. 13 (VIYVHq + Ricla = gr - .

Par comparaison de (B.12) et (B.13) on arrive & Ric” o = $¢(r + 1) - @. Montrons maintenant
que

1
'HS’I(M) N Ker(Rz'cH — gq(r +1)) C L (M, g7).

Soit @ € HY' (M) N Ker(Ric? — Lq(r + 1)). Il s’agit de vérifier que « satifait (B.11). Tout
d’abord, nous avons d o = dj;a = 0 car « € H)'' C P,. Pour montrer que Ay« = 2Ricy,.
on refait, en sens inverse, la preuve de la premiére inclusion.

La preuve de la troisieme assertion reléve de la routine l

Remarque B. 3
L’isomorphisme de (B.10) est donné par :

a=Jdf — 7 (Jdf) + %(f o 7).

Remarque B. 4

(i) Supposons que r = 1 i.e. N est une surface. Alors soit cc (M, g7) = 12 (M, gr) soit (M, gr)
est de courbure sectionelle constante.

(i) Si (IV, g) est de Kahler-Einstein avec Ric, = 1¢(r + 1)g alors

(M, 95) = (M, gr) ® [H (1))

donc les groupes de cohomologie de Dolbeault produisent des isométries de (M, gr). Bien sdr,
il se peut que la base n’en ait pas. Il faut aussi s’assurer que les groupes H;”l(M) ne sont pas
réduits a zéro.

(iii) Lorsque 72 > % sup (Ric™) nous avons que tc(M, gr) = 12(M, gr), par la proposition
précédente.
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