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| Uber die
analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiir-
licher Functionen einer reellen Verinderlichen.

Von K. WEIERSTRASS.

Zweite Mittheilung.

Es bedeute f(x), wie in der am g. Juli d. J. in der Akademie gelesenen
Mittheilung, eine fir jeden reellen Werth der Verinderlichien z ein-
deutig definirte, reelle und stetige Function, deren absoluter Betrag
eine endliche obere Grenze (G) Lat. Dagegen sei /(x) eine transcen-
dente ganze Function, von der zunichst nur angenommen wird, dass
sie reell sei flir reelle Werthe von z, und der Bedingung J/(—a)=-/(x)
geniige. Ferner seien u, v reelle, von einander unabhiingige Ver-
dinderliche, und es werde

Vi (u+ri) L (w—vi) = L(u, o)

gesetzt, wo der Quadratwurzel ilr positiver Werth beizulegen ist.
w4+ i)

’ gleich 1, und man hat daler,
Llu,z) *

Dann ist der absolute Betrag von

wenn a, b reelle Gréssen sind,
b

L, v)du=«G (\b(n , v)du,

a

y b Ui
(f(“)"/(u +vi)du= (f(zz) v (ut i)

A Y(u,e)
wo ¢ eine complexe Grosse, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist,
bezeichnet. Angenommen nun, es sei \U(z) so beschaffen, dass das
Integral

—+
f\.’/(u . v) du

fir jeden Werth von ¢ einen endlichen Werth hat, so erhalten, wenn
a5, b, b, positive Grossen sind, b, > a,, b, > a,, die Integzrale

I P!

( Y, v)du, ’x!/(u, v)du

az —b
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von denen das zweite (weil Y(—u,v) =L(u, v)) gleich

by
Y(u,v)du

ist, beide unendlich kleine Werthe, wenn a,, b, unendlich gross werden.
Dasselbe gilt also, der vorstehenden Gleichung zufolge, fiir die Integrale

—a,

by
[Fld e+ vi), [Ferd e+ viyau;

b,

und es hat demnach das Integral
-+ o
(70t + vy

einen bestimmten endlichen Werth fiir Jeden Werth von .
Ieh will ferner annehmen, es convergire das Integral

[V, vy v,

wemn g, unendlich gross wird, fiir alle Werthe von v, deren absoluter
Betrag einen beliehig festgesetzten Grenzwerth nicht tibersteigt, gleich-
missig gegen die Grenze Null, so gilt der Gleichung (1) zufolge
dasselbe von dem Integral

[Fand @+ viyau,

und ebenso, wenn a, unendlich gross wird, von
—a

(£ + vi) duc

Es lassen sich also, wenn V, g gegehene positive Grossen sind,
von denen V beliebig gross und g beliebig klein sein kann, immer
zwel positive Grossen a,, a, so bestimmen, dass der absolute Betrag
der Differenz

-+ oo ay
[Fle b+ virds — (b + o3) da
fir jeden der Bedingung
— V==V
entsprechenden Werth von » kleiner als g ist.

Nun sei z=£4£'¢ eine complexe Veriinderliche und, wie in der
=+ o
ersten Mittheilung, % eine positive Constante, w = r V(w)du. Dann ist
o

also nach dem Vorstehenden das Integral
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+ e , +oc _
(1) 2—lw£fr(f + kuyLb e — 7) du = f];ﬂ‘fj;(u) N w—s du

eine fiir jeden endlichen Werth von z eindeutig definirte, endliche
Grosse, die a. a. O. mit F(x, k) bezeichnet worden ist.

Es muss nun nachgewiesen werden, dass F(x, k) eine (transcendente)
ganze Function von z ist.

Man setze fiir den absoluten Betrag von x eine obere Grenze r
fest, so kann wman, nach Annahme zweier beliebig kleinen positiven
Grossen ¢, ¢”, zwei andere (¢, . «,) bestimmen, fir welche die Summe

L{}7(0’1;—}—7521)0/ u—g—[ du L{f(r-}-]lu) (~£—,i du
2w’ 7 ‘ k + k
fur alle der Bedingung
Frgisr
entsprechenden Werthe von £, £ kleiner als ist.  Dann hat man
P 545 g’
Flx, k)= ( % du+¢'g’,

wo ¢ eine Grosse, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist, hedeutet.
Das Integral auf der Rechten dieser (xleichung lidsst sich aber in eine
bestindig convergirende Potenzreihe T(x) entwickeln, und man kann,

. - 1 .
wenn die Summe der 2 ersten Glieder von T‘D(x) mit G"(z) be-
2kw

zeichnet wird, # so gross annehmen, dass fir jeden der Bedingung
|z|<r entsprechenden Werth von z

| Flx, k) — G"x) | <g + 9"
ist.

Dies festgestellt, kann man ferner durch das zur Begriindung
des Satzes (C.) der ersten Mittheilung angewandte Verfahren zeigen,
dass F(x, k&) sich darstellen liisst in der Form einer unendliclien Reilie,
deren Glieder ganze rationale Functionen von x sind, und dass diese
Reihe fiir alle in irgend einem endlichen Bereiche enthaltenen Werthe
von x gleichmissig convergirt. Man hat zu dem Ende zwei Reihen
positiver Grossen

Tys Ty Tys v e
Jas Gas - - -
o<
so anzunehmen, dass Lim.7, = oo und = ¢, einen endlichen Werth hat,
n=r n=1
sodann eine Reibe von ganzen rationalen Functionen G (x), G,(x),
G,(@), ... so zu bestimmen, dass fir jeden der Bedingung |z|<Zr,
entsprechenden Werth von «
(2) k) — Gy <y, (v=1,2,...00)
ist, und
Sitzungsberichte 1885. 71

Tom < e S g B - o

D L SR vy

R R R




792 Sitzung der physikalisch - mathematischen Classe vom 30. Juli.

(4) f;:(x) = Gx (:L‘) ’ f,(-’l?) = Gv+l (.Z‘) - G,(.’E)
zu setzen; dann ist
(5) Fla, b= X f(z).

Nach einem Satze aber, den ich frither (Monatsberichte der
Akademie aus dem Jahre 1880, S. 723) in elementarer Weise be-
wiesen habe, kann man die Reihe auf der Rechten dieser Gleichung,
weil sie in jedem endlichen Bereiche gleicliunissig convergirt, in eine
fiir jeden endlichen Werth von z convergirende Potenzreihe T(x) ver-
wandeln.

Nimmt man

\1/('17) =7,
_\L(u’ ’l)) — e—u’+v”

und diese Function Y (u,v) hat die im Vorstelienden angenommene
Beschaffenheit. Dasselbe ist der Fall, wenn man

80 18t

\!/(x) = (c;2? 4 cyxt +.o )

setzt und der Constante ¢, einen positiven Werth giebt, wihrend
5. .. C., beliebige reelle Werthe haben kénnen.

Es existiren also in der That, wie in der ersten Mittheilung bei
Begriindung des Satzes (A.) angegeben worden ist, unzihlige Fune-
tionen 4(x) von der Beschaffenheit, dass die zugehérigen Functionen
F(x, k) transcendente ganze Functionen sind.

Jetzt bedeute F (z, k) irgend eine bestimmte von diesen Functionen,
so ldsst sich die Potenzreihe T(x), durch welche dieselbe dargestellt
werden kann, in eine nach Kugelfunctionen ‘fortschreitende, eben-
falls fiir jeden endlichen Werth von z convergirende Reihe verwandeln.
Aus dem bekannten Satze des Hrn. C. Neumann, betreffend die Ent-
wickelung eindeutiger analytischer Functionen einer complexen Ver-
dnderlichen z nach den Kugelfunctionen erster Art, ergiebt sich
namlich unmittelbar, dass jede (transcendente oder rationale) ganze
Function G(z) dargestellt werden kann durch eine fiir jeden endlichen
Werth von z convergirende Reilie von der Form

G(z) = § C,PY(x).!

v=0

! Dies lisst sich iibrigens auch folgendermaassen beweisen. Aus der Definition
der Kugelfunctionen ergiebt sich:
|P(")(x)[§|x+ Var — I,
wenn man Vz?— 1 so bestimmt, dass |z 4+ V2 =1 |=1 ist. Ferner ist

= Cuo P02 + ¢n PO=2)(2) 4 ...,
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Die Coetficienten dieser Reihe sind so beschaffen, dass
= |C|r

v=0
fir jeden positiven Werth r einen endlichen Werth hat. Ferner ist
die Reihe fiir alle einem endlichen Bereiche angehorigen Werthe von x
gleichmissig convergent. (Vergl. die Abbandlung des Hrn. Tuomg:
Uber die Reihen, welche nach Kugelfunetionen fortschreiten, BorcuarpT's
Journal, B. 66, S. 337). Auf der letzteren Eigenschaft der Reile beruht
es, dass man
+1 ’ © ~+1
(G(x’)P“"(.r’)dx': = C | P¥&' )Py dx'

J v=20

i -1

hat, wo z’ eine reelle Verdnderliche bezeichnet; woraus sich

+1
0= [6w) Poa) o st
ergiebt.
Fir die Function F(z, k) hat man also
2v +1 N u—z
C,_,:~;——+ zkwLP(’(x)dx [f(’l()\l/( 7 )du
1 b ke,
— 2 | ,
- [P <x>£$x + ) () du,
woraus man, wenn
2v 41 o

(f(x' + u) PY(zydx' = f,(v)

und somit, wenn
o
T 4,0
n—=0

eine bestindig convergirende Putenzreihe von r ist.

o
: A"I“ — : 2 A"cn"’P(n—’.’.U)(_[) .
n=0 N

Es sind aber die ¢, simmtlich positive Grossen und = ¢,,,=1; also ist

v

S| ens Pe2)(2) | S| 2 + Va1 |,

o
Daraus folgt, dass X X | 4. ¢.,. P@W(r)| eine endliche Grosse ist, uud daher wenn
n—1 v
firm=o0,1.2...0)
x
=X du= S Gt Augon
n,v r=0
(n—2v—= g)
gesetzt wird, die Gleichung
o K
S At = G+ X, G PW(x)
n=0 n=1

besteht.

71
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gesetzt wird,
lwf
) ; _j;(ku)\.b(u)du

erhilt.

Die Function f,(u) ist ebenso wie J(@) eine durchweg stetige
Function, deren absoluter Betrag hLéchstens gleich (2v 4+ 1) G werden
kann, da der absolute Betrag von PY(z’) fiir die dem Intervalle
(-—1...4+1) angehorigen Werthe von z’ nicht grosser als 1 wird. Es
ist aber, wenn a eine beliebige positive Grosse ist

o= g [ e L (7 & i+ L (7 b iy

—_a

= ;l; —{ 2" (ku) () du
40 —a

+2*wav(]fa oo 00) ‘{\,-'/(U)du-i—ifv(——oo... — ka) (\f/(u)du;

a — 0

wenn man daher £ unendlich klein werden lisst, so bekommt man
1 e
Lim - C, = £,(0) » —— f\!/(u)du+...,
k=o 2w Lo

wo die weggelassenen Glieder auf der Rechten unendlich kleine Werthe

erhalten, wenn ¢ unendlich gross wird. Da man nun g beliebig gross .

annehmen darf, so ergiebt sich

Lim- = f (o) = 2. ! f}l(x)PM(x)dr.

—1

Setzt man

! [ F U)o ) ot — o
22 | RV = 0,8,
und versteht unter & eine kleine reelle Grosse, so ist
1 e
Pk +8) = 9.0 = — [ (f.lku + 8u) — f. (k) L du + . . .,

wo wieder die fortgelassenen Glieder auf der Rechten beliebig kleine
Werthe erhalten, wenn a gross genug angenommen wird. Ist daher ¢,
eine gegebene, beliebig kleine Grosse, so kann man dem a einen
bestimmten Werth beilegen, fiir welchen

1 te
k48 — 9,00 = [(/ b+ 81 — £, (k) ()

dem absoluten Betrage nach kleiner als d, ist, und zwar bei beliebigen
Werthen von %,4. Dann lisst sich ferner, wenn 9, eine zweite, beliebig
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anzunehmende kleine Grosse ist, fiir den absoluten Betrag von & eine
obere Grenze &’ so festsetzen, dass

le f (fulku + du) — £, (ku)) b (u) de

dem absoluten Betrage nach kleiner als §, und somit
| 9. (k+8) — ¢, (k)] < & + 4,
ist, wenn |&|<<d’. Es ist also ¢ (k) eine stetige Function von #.
Hiermit ist also bewiesen:

»Ist L (z) eine Function von der oben angegebenen Beschaffen-
heit, und

F(x,k):ﬁf?&w(““ﬁ e,

so hat man fiir jeden endlichen complexen Werth von z

(©) Fla, ) =X ¢,(0) P9(a),
wenn
{ 2y +1
| S0 =20 e P az
(7) \ -4-0:l

? ¢, (k) = ?;(f(ku) L () du

gesetzt wird; und es sind dann die ¢ (%) stetige Functionen von £.«
Jetzt werde unter x wieder eine reelle Veriinderliche verstanden,
so dass

flx) = Lim- F(z, k)

k=o
ist.  Wird dann z auf das Intervall
—a=zr=a
beschriinkt, wo a eine beliebige positive Grosse bedeutet, so kann
man, nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grosse ¢, zu-
niichst dem Parameter £ einen bestimmten Werth % beilegen, fiir
welchen
|f@) — Flx, k)| < g’
ist. Bezeichnet man ferner mit R den grossten Werth, den der
absolute Betrag der Grosse
Va* —1 +x
fiir die jetzt betrachteten Werthe von z erhalten kann, so hat man
1, wenn a =1,
a —{—]/(—1_2_———_1, wenn a > 1,
und es ist daher, wie schon bemerkt,

| PY(z)|<R".




796 Sitzung der physikalisch - mathematischen Classe vom 30. Juli.
Da nun die Reihe
i v
4

= [9.(8)| R
einen endlichen Werth hat, so ist es, nach Annahme einer zweiten
positiven Grosse g”, immer moglich, eine ganze positive Zahl n zu
ermitteln, fir welche der absolute Betrag von

S ,(F) PY)

v=n—41
kleiner als ¢g” ist. Setzt man also

(8) 6@, k)= X ¢,(k) PV(a),

so ist

| fl2) — Gz, k)| < g +g".

Hiernach lisst sich der Satz (B.) meiner ersten Mittheilung
folgendermaassen aussprechen: '

»Es seien a, g positive Grossen, von denen die erste beliebig
gross und die andere beliebig klein angenommen werden kann, so ist
es immer moglich, in dem durch die vorstehende Gleichung definirten
Ausdruck G"(z, k), der eine ganze rationale Function sten Grades
von x ist, dem Parameter £ und der Zahl n solche Werthe zu geben,
dass fiir die dem Intervall (—a...a) angehorigen Werthe von z die
Differenz zwischen

S@) und G (z, k)

ihrem absoluten Betrage nach eine vorgeschriebene Grenze, die beliebig
klein angenommen werden kann, nicht dberschreitet. «

Der im Vorstehenden entwickelte Ausdruck der Funetion F(x, k)
hat vor der Darstellung derselben in Gestalt einer Potenzreihe den
wesentlichen Vorzug, dass die Coefficienten des ersteren — die ¢, (k) —
in einer Form sich darstellen, welche erkennen lisst, dass dieselben
stetige Functionen der Grosse & sind, und dass es fiir jeden einzelnen
Coefficienten eine Grenze giebt, welche sein absoluter Betrag fiir keinen
Werth von % iiberschreitet, wihrend zugleich, fiir jeden bestimmten
Werth von %, Lim . ¢,(k) = o ist.

Damit ist der Ubelstand beseitigt, welcher sich, wie am Schlusse
meiner ersten Mittheilung hervorgehoben worden ist, herausstellt, wenn
man die im Satze (B.) vorkommende Function G(x) so definirt, wie
es dort geschehen ist.

Es ist bisher in Betreff der Function Jf(x) angenommen worden,
dass der absolute Betrag derselben eine endliche obere Grenze habe.
Diese Annalime kann man fallen lassen, wenn es sich bloss darum
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handelt, eine ganze rationale Function G(x) zu bestimmen, welche sich
in einem gegebenen endlichen Intervall (z,...x,) der Function f(z)
so genau anschliesst, dass der absolute Betrag der Differenz f(x) — G(x)
fur jeden Werth von x unter einer beliebig festgesetzten Grenze g liegt.
In der That, definirt man eine Function f,(z), indem man fest-

setzt, es solle

Silx) = flz,) sein, wenn z<z,,

Si(@) = f(x), wenn z,Zz=x,,

Si(x) = f(z,), wenn = > z,,.
so ist f(z) so beschaffen, wie bisher von der Function f(z) ange-
nommen worden ist, und man kann demnach eine Function G(x) so
bestimmen, dass fir jeden in dem Intervalle (z,...z,) enthaltenen
Werthh von z

| filz) — Ga) | <y,
|fle) — G@) | <yg

und somit auch

ist.

Nun ist bei dem in der ersten Mittheilung gegebenen Bew-cise
des Satzes (C.) von der Function f(x) nur vorausgesetzt worden, dass
es nach beliebiger Annahme zweier positiven Grossen a,, g, moglich
sei, eine ganze rationale Function G,(r) herzustellen, fiir welche

| flz) — G,(x) | <g ist, wenn —aq, <z =<a,;
und es gilt also der in Rede stehende Satz in unver-
inderter Fassung, wenn von der Function f(z) nur ange-
nommen wird, dass sie fiir jeden endlichen reellen Werth
von z einen bestimmten endlichen und mit z stetig sich
indernden Werth habe.

Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, welche Modificationen die
bisher entwickelten Sitze erleiden, wenn man auch die Annahme,
dass f(x) eine durchweg stetige Function sei, fallen lisst. Damit
beabsichtige ich in einer folgenden Abhandlung mich zu beschiftigen.
Darauf wird dann die Untersuchung auch auf eindeutige Functionen
von melreren reellen Argumenten auszudehnen sein, was fiir durchweg
stetige Functionen keine Schwierigkeit hat.

Ich will jetzt annehmen, es sei f(z) eine periodische Function,
d. h. sie #dndere iliren Werth nicht, wenn ihr Argument um eine
bestimmte positive Grosse 2¢ vermehrt wird. Dann lisst sich die
zugehorige Function F(x, k) auch darstellen in der Form einer fir
jeden complexen Werth von z convergirenden Forrier'schen Reihe,
deren Coefficienten stetige Functionen der Grosse £ sind.
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Aus der obigen Gleichung (1) ergiebt sich:
Flx+ 2c, k) = F(x, k);

setzt man also, unter z eine neue complexe Veriinderliche verstehend,

F(o) = F(—log,. kY,
()
so ist F(z) eine eindeutige analytische Function von z, fiir welche im
ganzen Gebiete dieser Grosse nur zwei singulive Stellen, niimlich
und oo existiven, und die daher in eine bestindig convergirende Reihe
von der Form

~ C ~t
— Yy~
r=—0c
I,
—

entwickelt werden kann. Setzt man z=¢°, so wird F(:) = Fl(z, k),
und es ist demmach ,
V=+ VT‘I
Fa, b= = C e
fir jeden endlichen Werth von z.
Da diese Entwickelung von F(z, %) in jedem endlichen Bereiche
der Veriinderlichen z gleichmissig convergirt, so ist, wenn man mit z’
wieder eine reelle Veriinderliche und mit n eine ganze Zahl bezeichnet,

e (v—n)nrr

c _7“”"7'- v =40 §
L {F(x’, kye © dz’ :—I— = C f © de=C,.
2¢ . 2¢

—c —c

Man hat also
R u—2a’
20(C, = i f{’ ¢ dr fj('u) \ — du

-—0r

nrx'

' de’ f.r + ku) () du

nl nkur nr i ~4

—— (k)i , 2

wle
( e du(fa: + kuye ¢ dx’.

Nun hat man aber, wenn man

_11771"{
»y — N ¢
i) = fla)e
setzt, und unter z, eine von z’ unablingige Grosse verstelt,

¢ Ty—c

(f( )07»'0— f, )dx’ +f-, :ff( ydz' + f,x—{—z(‘)d

T+ 4’u+0

_ffx )dz" + (/",(x dr’ = f,(.r dx’ —ffx + x,)dzx’;

es ist also
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n
etk

f}(x’ +kuye © = (f a dx

und somit, wenn man, unter v cine beheblge reelle Grosse verstehend,

v 1t ; 1
(0) p(0) = [t = du == [ cos (vu) du
setzt: - ’
(10) C,=¢ (zzi'~> %('f(x')/»— o dz’'.

—c
Setzt man

4

(r1) A,,:L{f(:r/)c s

g

I n7
LA =— {f(r)sm—x dz’,

20" c ‘ 207 ¢
S0 ist
C nwk
(12) Cn: (-An —ZA)‘) (/’ P

und somit.

e )

Nach der vorstehenden Formel ist q>(17) eine stetige Function
von ¢, die fir v = o den Werth 1 annimmt.

Setzt man in dem Ausdrucke auf der Rechten der vorstehenden
Gleichung 4 = o, so reducirt er sich auf

- .
nw nw
A, + 2 E(Ancos p x—}-A,,sm—(—x)

n=t

d. . er geht in die Reihe iber, in welche sich die Function f(z) im
Allgemeinen — d. h. wenn man von speciellen, bhisher noch nicht hin-
reichend charakterisirten Functionen absieht — nach dem Fouriersclien
Theorem entwickeln lisst. Da aber, wie zuerst Hr. P. nv Bors-Revyyoxnp
an einem Beispiele nachgewiesen hat, in der That Functionen f(r) exi-
stiren, welche fir gewisse Werthe von z, die sogar in jedem noch
so kleinen Intervall (x,...z,) in unendlicher Anzahl vorhanden sein
konnen, dureh die vorstehende Reihe nicht dargestellt werden, so ist
damit dargethdn, dass man, um die Grenze zu bestimmen, der sich
die Reihe auf der Rechten der Gleichung (13) nahert, wenn £ unend-
lich klein wird, nicht unbedingt in jedem einzelnen Gliede der
Reihe & = o setzen darf.

n=+4
Die Reihe = (2" convergirt, wie gezeigt worden ist, fiir jeden
n——>0
Werth von z, mit Ausnahme der beiden VVelthe o, oo. Die Reihe
v e
e
n_.l

convergirt also flir jeden endlichen Werth von z.
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Nimmt man nun z. B.
e nw
fla)= 2 —cos|—z],
7, ¢

so 1ist

und daher

daraus folgt, dass auch die Reihe

3 ’ nkx .
n:l C

fiir jeden endlichen Werth von 2z convergirt.

Setzt man also
n=-

(14) %wEiv)= X ¢@mw)e,

so ist (x;v) eine fiir jeden endlichen complexen Werth von z und
fiir jeden reellen Werth von » definirte eindeutige analytische Func-
tion, fir welche sich auch, da P(—7) = ¢(v) ist, der Ausdruck

n=4oco o

(15) wlxsv) :n:}iwq) (nv) cos nx =1 + 2"§lq>(m') COS Nx

ergiebt; und es lisst sich dann die Function F (x, k) folgendermaassen
ausdriicken:

(16) F(x,k):zicff(x’)%(x_x 'T;E)dx/.

4 g

Jdetzt seien wieder g’, g” gegebene positive Grossen von beliebiger
Kleinheit, und %’ ein bestimmter Werth von k, der so anzunelimen
ist, dass

|fl@) — Flz, &) |
fir jeden reellen Werth von z kleiner als g’ ist. Bestimmt man dann
eine ganze positive Zahl » so, dass der absolute Betrag von

= ¢(Vk 7) (A cos ?m + A sin = )

r=n-41 ;

/.

fir jeden reellen Werth von z kleiner als g” ist, und setzt
n k’ T -
(17) f(x):A°+2:¢<V—P7:>(AVCOSV(—W.Z‘+A:Sillzx>+Rn,
: : ¢

so ist der absolute Betrag von R, stets kleiner als 9 +g".
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So ergiebt sich der Satz

D. »Ist f(x) eine fur jeden reellen Werth von z emdeutlg de-
finirte, durchweg stetige und reell-periodische Function, so lisst sich
nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grgsse g, auf mannig-
faltige Weise eine endliche Fourier'sche Reihe herstellen, welche sich
der Function f(z) so genau anschliesst, dass der Unterschied zwischen
beiden Functionen fir keinen Werth von z mehr als ¢ betriigt. «

Aus diesem Satze lisst sich dann durch das beim Beweise des
Satzes (C.) angewandte Verfahren, wenn man unter den dortigen
Functionen G, (), G,(x), G,(x), . .. jetzt endliche Fourier'sche Reihen
versteht, welche dieselbe primitive Periode wie f(z) haben, der fol-
gende ableiten:

E. »Jede Function f(z) von der unter (D.) angegebenen Beschaffen-
beit lasst sich, wenn 2¢ die primitive Periode derselben ist, darstellen
in der Form einer Summe, deren Glieder simmtlich endliche Fourrer'sche
Reilen mit der Periode 2¢ sind. Diese Reihe convergirt unbedingt
filr jeden Werth von z und gleichinissig in jedem endlichen Intervalle. «

Um das Vorstehende durch ein einfaches Beispiel zu erliutern,
nelhme ich

Uig) =
Dann ist 2w = }/% und
“+ oo vi
I — u? —uri u+—— -
q‘)(z‘):]/—_(,‘ (]’U'—‘ du = ¢ *,
Ib~m
Daraus ergiebt sich
P _,.zvz
(18) w@:v)= = e * cosvr,
r=—00
also, wenn man
2
(19) g—e *

setzt,
(20) %) =% (—,q)
wo 3,(z, ¢) die Jacosr'sche Function
1+ 2g cos 2x + 2¢* cos 42 + 2¢° cos 6z + . . .
ist.

Hiernach hat man

’

(21) Flz, k) = 2(_{(( )s( xr,q)dx', wo g = ¢,

2¢

Die Formel auf der rechten Seite dieser Gleichung kommt schon
bei Fourier vor (Théorie analytique de la chaleur, Chapitre X.). Um

R
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den Temperaturzustand eines unendlich diinnen homogenen Ringes von
der Linge 2¢, der keine Wiirme ausstrahlt, fir einen beliebigen Zeit-
punkt anzugeben, wenn derselbe in irgend einem Momente -bekannt
ist, hat man eine Function ¢ von zwei reellen Verinderlichen x,t S0,
zu bestimmen, dass dieselbe der Differentialgleichung

dp 9%

EAa
geniigt, wo 4 eine positive Constante bedeutet, als Function von z
betrachtet, die Periode 2¢ besitzt und fir / = o in dem Intervalle

—c=z=c¢
einer gegebenen willkiirlichen Function F(z) gleich ist, wobei nur an-
genommen wird, dass F(z) stetig und F(— ) = F(c) sei.
Fourier findet flir die so definirte Function ¢ den Ausdruck

[ v=cke o i z—z \,,

2 =— = |Fz)e © cos|: = | dx

(22) ¢ 20”=‘°°-L (e s(/ p )
1S, rme e z—ux ,

:—fF(x) = e ° cos(v r)dx,
2C_C ":'(”‘ 4
also
(23) ¢ = Flx, k),

wenn man die Function f(z) so bestimmt. dass sie in dem Intervalle
(—ec=2x=r¢) mit F(z) iibereinkommt, und
(24) k= 2Vt
nimmt. Fourier setzt, um zu beweisen, dass ¢ fiir { = o in dem
Intervalle (—c¢<z=<¢) gleich F(z) sei, in den ecinzelnen Gliedern
seines Ausdrucks # = o, wodurch derselbe in die Reilie
v= [4 4

L :+°C (F(x’) cos(ux—x 77) dzx’

20v==w) ¢
ibergeht, von der er annahm, dass sie stets in dem angegebenen
Intervall die Function F(r) darstelle. Es verdient aber bemerkt zu
werden, dass ungeachtet der Einwendungen, die gegen Fourier’s Ver-
fahren gemacht werden konnen, der aufgestellte Ausdruck der Function ¢
ausnahmslos richtig ist. Denn da derselbe, wie gezeigt worden ist, sich
in F(z, 2)/ut umformen lisst, so ergiebt sich zunichst, ohne dass das
Fourier’sche Theorem zu Hilfe genommen wird, dass

Lim.¢ = F(z)

{=o0
ist. Ferner geniigen die einzelnen Glieder der Differentialgleichung

dp  d%¢
W‘[J’W}
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woraus. folgt, dass auch ¢ selbst ihr geniigt, da die in Rede stehende
Reihe eine eindeutige analytische. Function von z und ¢ ist, wenn
man die Grosse ¢ der Bedingung unterwirft, dass ihr reeller Bestand-
theil positiv sein soll, und weil iiberdies die Reihe in jedem endlichen
Bereiche der Grossen z,{ gleichmissig convergirt. -Endlich #dndert
die Reihe ihren Werth nich'_c, wenn x 4+ 2¢ fur x gesetzt wird: es
entspricht "also die durch sie ausgedriickte Function vollstindig den
gestellten Bedingungen.

Es ist Husserst merkwiirdig, dass bei einem Problem der mathe-
matischen Physik fiir eine gesuchte, von zwei veriinderlichen Grossen,
die nach ilrer physikalischen Bedeutung nur reelle Werthie haben
konnen, abhingige Function, welche fiir einen bestimmten Werth
eines ihrer Argumente einer gegebenen willkiirlichen Function des
anderen gleich sein soll, ein Ausdruck sich ergiebt, der eine analy-
tische Function der Veridnderlichen ist und somit auch fir complexe
Werthie' der letzteren eine Bedeutung hat.

Es bedeute jetzt n eine ganze positive Zahl, und es werde gesetzt

V22

v=—4n -

%(®;v),= = e *cosvzx,
vI=+—n
so ist nach Gleichung (18)
v= 00 _ﬂ
%@y e) =% (z;0), + 2 E+ e 4 cosvx.
v="n 1

Fir reelle Werthe von z ist aber der absolute Betrag des zweiten
Gliedes auf der Rechten dieser Gleichung, der mit K, bezeichnet
werde, niemals grosser als

- 22 ks
2 % e *=23%e¢ 4 ,
v=n41 v=1

I M48

also

n24-2n N v2pd
v ) —_
R, <e *+ .23e +,

v=1

Setzt man nun in der bekannten Gleichung

£ - I B3 —‘i’—r
1+25e""=—|14+235e "],
v=1 V'T v=I

wo unter 7 eine positive Grosse zu verstehen ist, 7 =

202
, so ergiebt

v

sich, wenn v positiv ist,

v3p? — — ‘ w22
) N
236 t=—nu—1-+ Se ;
v=1 v v v=1
es ist also
2}z —CFP, v * ”4—0712 e
R, < e * di——=d23e ¥ et.
v 2]/77 v=1

e e g et
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Setzt man nun, unter m eine positive Grosse verstehend,

__ 2Ymlog (n+1)
(25) v = 7+ 1 ;

s0 1st

(n 1)~ ™+ )
2)/mlog (n + 1) (I * [n]),

wo [n] eine Grisse bedeutet, die fiir einen unendlicl grossen Werth
von n unendlich klein wird. Nimmt man also

m=>1,
so wird
Lim-R, =o.
I
Es ist aber dann
v? mlog (n<41) m
—— — i —
e 4 —e¢ (n+1) — (7L+I) (n 41y ,
also, wenn man
m
(26) (n 4+ 1) =+ it fnl
bezeichnet, und
v=n n
(27) %@, n) = = {nl"cosve =142 = {nl" cosva
v=——n v=1

setzt:
%3 0), = w(w,n)
Aus der Gleichung

1

g fx— ke
F(x k) = ff(x’)x,(x ud 73 %)dx'

2C.

fand o

ergiebt sich dann

O o Lo (et

wo auch R, eine Grosse bedeutet, die fiir einen unendlich grossen Werth

von 7 unendlich klein wird. Da nun Lim-z = o und Lim-F(.r . g) = f(x)

n=coc v=0 T

T n)dx + R/,

ist, so ergiebt sich
(28) flz) = le (f (x—;x w,n)da:'.

Das Fourier’sche Theorem, pricise ausgedriickt, besagt, dass

!

o1t _(r—a )
(29) Slx) = {irﬁ . 201{(37 )%( P n) dx
sei, wenn
_ v=4n
(30) %(z, n) = = cosvx




WeiersTrAss: Uber Functionen einer reellen Verinderlichen. 805

gesetzt wird., An die Stelle dieser Gleichung, die nicht unter allen Um-
stinden richtig ist, tritt also die vorhergehende, ausnahmslos geltende,
in der die Function 7%(z,n) ersetzt ist durch eine andere, x(z, n),
welche gleich % (z, n) die Form

1+ 2(n,1) cosx+ 2(n, 2) cos 2a + ... + 2(n, n) cosnx

hat, wo (n,v) eine von n und v abhangende positive Grosse bedeutet,
die in 7,(z) sich auf die Einheit reducirt. Fir jede bestimmte Zahl v ist
Lim - (n,v) =13
n=oo .
man kann also n so gross nehmen, dass die (v +1) ersten Glieder von
%(z,n) mit den entsprechenden Gliedern von y(x,n) so nahe iber-
einstimmen, wie man will.

Functionen (x,n) von derselben Form und Beschaffenheit, wie
die hier betrachtete, fiir welche die Gleichung (28) ebenfalls unbedingte
Giltigkeit hat, lassen sich auch aus der obigen Function y,(x; v), die aus
einer beliebigen Function ¢ («) entspringt, ableiten. Man kann immer
eine von n ablingende positive Grosse ¢, so bestimmen, dass die

Differenz
v=-n
%(Tir,) — = ¢(vr,) cosvx
v=-—n

gegen Null convergirt, wenn n ohne Ende wichst, und dann ist

v=-4n n
(31) %@, n) = X ¢(w,) cosve =1+ 2 Z ¢ (w,) cos vz

eine Function von der angegebenen Beschaffenheit.

Selbstverstindlich soll damit nicht gesagt sein, dass man auf
diese Weise alle Functionen der in Rede stehenden Art erhalte.

Schliesslich moge noch bemerkt werden, dass die Gleichung (28)
fir die zwischen — ¢ und ¢ liegenden Werthe von x, wie leicht zu
beweisen ist, auch dann noch besteht, wenn unter f(r) eine Function
verstanden wird, welche in dem Intervalle von £ = — ¢ bis z=—¢
eindeutig definirt und stetig ist, ohne dass f(¢) = f(—c) zu sein braucht.
Fir £ = + ¢ ist dann auf der Linken der Gleichung

/(=0 + )

statt f(+x ¢) zu setzen.

L v e e e e o




