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FONCTIONS ARBITRAIRES D.I‘NE VARIABLE REELLE. 10;

Sur la possibilité d’une représentation analytique des fonctiomns

dites arbitraires d une variable réelle;

Par M. K. WEIERSTRASS.

Traduit par M. Léoxce Livee.

Soit f(x) une fonction uniforme réelle et continue pour toute va-
leur réelle de la variable z et dont la valeur absolue ait une limite supé-
rieure finie; on sait qu’elle satisfait a I’équation suivante, dans laquelle
u désigne unc deuxiéme variable réelle et k une grandeur positive in-
dépendante de x et de u,

+® 10—\t

. . 1 , - \—F . N

(1) lim —/:/ Sfluye ~ F >du = f(x).
k=0 kym)

Le théoréme qu'exprime cette équation est susceptible d’éire aisé-
ment généralisé.

Soit une fonction quelconque Y (x) de meéme nature que f(x), qui,
ne changeant pas de signe, satisfasse a 'équation Y(—z)="Ud(x) e,
en outre, a la condition sulvante :

L’intégrale

[:mv,b@)dw

o

conserve une valeur finie, qui sera désignee par w. Silon pose

(2) Fo k)= pa [ S 3 (57 du
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106 K. WEIERSTRASS.

on aura

(3) lim F (@, k) = f(x).

k=0

Pour la démonstration des équations (1), (3), il y a lieu de faire
Ja remarque suivante. Solent a,, a., b,, b, des grandeurs positives,

b,>a,, b,>a,;ona

LI A Y WO i

/

= ["f<l¢>v,¢<";(’x\)du+ %fmb’f@w(\”;x)du

Yy

by+T
SR
— fle b —ma) [ W(uw)du
nt:‘r
be—x
-
flrag = b [ Waydu ()

Considérée conjointement avec les suppositions ¢ue nous avons
faites sur les fonctions f(x) et Y (x), cette équation nous apprend que

I'intégrale

—;;Jh if(u) '\!‘J<u'; ’l}>du’

si I'on y donne aux grandeurs z, k des valeurs déterminées et (u’en-
suite @, et a, deviennent, indépendamment I'un de 'autre, infiniment
grands, tend vers une limite finie et déterminée, et que, par conse-

quent, lintégrale

(e

est une grandeur parfaitement définie.
Cela posé, soit ¢ une grandeur positive qui peut étre prise aussi

(1) Je désigne par f(&y, ..., 2,) une valeur moyenne entre la plus petite et la
plus grande des valeurs que prend f(z) dans I'intervalle de z =z a 2 = ;.

£
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petite que P'on veut; on a

ity o] St K

2kw ) .

e ro | S (ST du - Q;r;'[x*af<u)gb(“;”>du

= 5%(/(—1:—...——@‘«3) +m'llz(u)du

ENRe}

+;;f(x+‘o+...—+.—m> f d(u)du

e N
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+ [f(x — ku) + f(x + ku)| b (uw)du;

1]
Sw
vo
d’ou lon tire

F(x, k) — f(x)
_ f(__oot...+°0)-Hf<x)‘/mllb<u\)du

> Oz

o[ U= k) [l k) = 2f (@)] Y(w) du

Sl 0) — f(z) h
= o ] v(wydu

>0

i (@ — ) + [z + ) — 2f(2)],

z, z, désignant des grandeurs positives comprises entre o et 1.

Soient maintenant x,, z, deux valeurs quelconques déterminées de
x, G la limite supérieure de la valeur absolue de f(z) et g, g, deux
grandeurs positives qui peuvent &tre prises aussi petites qu'on voudra.
Nous pouvons d’abord donner a la grandeur 3 une valeur assez petite
pour que la grandeur absolue de

(2 — ) + flz+u) —2f(w)]

soit toujours plus petite que g,, lorsque x est compris dans l'inter-
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valle (z,.....z,) et pendant que « l'est en méme temps dans l'inter-
valle (0, ..., 2).

A-t-on attribué¢ une telle valeur 4 £, on peut ensuite déterminer
une grandeur positive k', telle que, pour chaque valeur de & qui soit
plus petite que &', on ait I'inégalité

2 G

_-i/[wgb(u;) du < g,

2
alors, en vertu de I'équation précédente, la différence entre F(x, k) et
f(z) est, en valeur absolue, plus petite que g, + g., et ceci est vrai
pour chacune des valeurs considérées de .

Ceci démontre non seulement que, pour chaque valeur considérée
isolément de «, F(x, k) se rapproche de la limite f(z) lorsque & de-
vient infiniment pelit, mais encore que F(a, k) converge uniformeé-
ment vers cette limile pour toutes les valeurs de & comprises dans un
mtervalle fini. ‘

De Téquation (3) je lire une conséquence bien digne de remarque.

Parmi les fonctions 4 («) satisfaisant aux conditions ci-dessus, il y
en a unc infinité qui sont des fonctions transcendantes entiercs et ont
egalement cette propriété que les fonctions F(x, k) correspondantes
sont développables pour toute valeur déterminée de la grandeur & sui-
vant les puissances de x en séries conslamment convergentes.

Prend-on pour ¢ (z) une fonction de cctte nature, par exemple
v(x) = e, on a le théoréme suivant, qui me parait remarquable et
fecond :

A. Soit f(e) une fonction définie seulement pour les valeurs
réelles de la variable x, uniforme ct partout continue : on peut
Jormer d’une foule de maniéres une fonction transcendante entiére
F(x, k), qui, outre x, contient un parameétre variable (positif) k. et
lelle que, pour toute valeur réelle de x, on ait 'équation

bm F(x, k) = [(x).

Avec la condition que la variable x reste comprise dans un inter-
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valle fini, on peut, en outre, comme il a été vu, en prenant une gran-
deur g’ aussi petite qu’on veut, donner au parametre & une valeur £’
assez pelite pour que la différence entre F(z, k") el f(x) soit, en
valeur absolue, plus petite que g’ pour chaque valeur de z. Si I'on met

<

alors F (., k") sous la forme d'une série de puissances
Ag+ Ay + A2+,

el si Pon désigne la somme des n premiers termes de cette séric par
G(z), on peut, en prenant une autre grandeur positive g”, donner a n
une valeur assez grande pour que la valeur absolue de

Flaz, k) - G(a)

soit plus petite que g” pour chaque valeur de x appartenant a I'inter-
valle considéré; et, par conséquent, la valeur absolue de f(x)— G(x)
sera plus petite que g’ -+ g”.

On a, de la sorte, démontrs le théoréme suivant :

B. Sif(x) est une Jonction de la nature considérée ci-dessus et St
la variable x reste comprise dans un intervalle Jint quelcongque, on
- pewls en prenant une grandeur positive g, qui peut devenir aussi
petile qu’on voudra, déterminer d’une Joule de maniéres une fone-
Llon ENTIERE RATIONNELLE, qui, dans Uintervalle considére, se rap-
proche de la fonction f(z) asses pres pour que la différence
S(x) — G(z) soit loujours plus petite que g en valeur absolue.

Prenons maintenant deuy suites mfinies de grandeurs positives

o o
o o2 g.’n

telles que lima, = = et que ¥ 2, ait une valeur finic; on peut alors,
n-®
W=t

conformément a ce qui précéde, déterminer une sujte de fonctions
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enticres rationnelles
G,(x), G.(=x), G, (@),
telles que (pourv=1,2,..., %)

S(w)— G(z) | <gv

lorsque x reste compris dans I'intervalle (— ay...ay). ' B
Posons
.fo(x;): G, (‘L>a
S(z)= Gy, (2)— Gy (2),
on a
va(x‘) = Gui (o),
v=0
et, pour chaque valeur déterminée de x, N

lim G, (z) = f(2);

ce qui donne

f@)= f.(x).

v=0

Soient maintenant z,, z, deux valeurs quelconques de z détermi-
nées finles; et des inégalités

| /(z)— G (z) | <g (—aizia,),
¢f<x> - GV*‘ 1 (.’L‘) i < Ly (7' av;~4§x§av+4>ﬂ
on tire, pour chaque valeur de x comprise danslintervalle (z,..., z,)
T
Vf(@) D < gy G

tant que v est plus grand qu'un nombre déterminé v’ qui est défini par
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la condition suivante : tout intervalle (— a,, ..., a,) pour lequelv >V’
doit contenir les deux valeurs x,, ..
On a donc

lorsque 'on a

Il s’ensuit que la série

}: fo(@)

el, par conséquent, la série

2/ (x)

V=0

convergent absolument dans tous les cas, et uniformément pour Loutes
les valeurs de x appartenant a l'intervalle (z,,...,2z,). Or le choix
des grandeurs x,, z,, n'est soumis & aucune restriction autre que
d'avoir des valeurs réelles et les fonctions f,(z) en sont indépen-
dantes.

La série précédente converge donc absolument pour toute valeur
de zr et uniformément dans tout intervalle

X, LT X,

dont les limites ont des valeurs finies.
D’ou le théoréme suivant (C):

Toute fonction f(x) de la nature considérée peut étre repré-
sentée d’une foule de maniéres par une série infinie dont les termes
sont des fonctions entieres rationnelles de x. Cette série converge ab-
solument pour toute valeur finic de x et uniformément dans chaque
intervalle (x,, ..., x,) dont les limites sont des grandeurs finies.

A propos du théoreme (B, il est a remarquer que pour l'établir il
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est seulement nécessaire de choisir pour () une fonction transcen-
dante entiére, jouissant des propriétés que l'on a vues plus haut; mais
il ne I'est nullement que F(z, k) soit fonction entiére de z, et cela
n'esl pas une conséquence nécessaire de la premiere hypothése.

En effet, posons, a, b étant deux grandeurs réelles quelconques,

B (o k)= oo [ /()T ) d

2hw

l'ou aura pour les valeurs réelles de =

Flr, ky=F (k)= 2 " fla — k) (w)du

r—a
k

- ﬁ/[;x f(x + ku)d(u)du.

k

Donc st @, b, x,, x, satisfont & la condition

a<lz <Lz, b,

et st g, désigne une grandeur positive prise aussi petite que 'on veut,
on pourra fixer la valeur de /, de telle sorte que la valeur absolue de
la différence /'(x) — F,(z, k) soit plus petite que g, pour toute va-
leur de x comprise dans I'intervalle (z,, ..., z,).

Cela posé, comme I, (x, k) est toujours une fonction entiére (trans-
cendante) de x, nous pouvons ensuite, en prenant une nouvelle gran-
deur positive g,, déterminer une fonction entiére rationnelle G(x),
telle que dans I'intervalle (x, Sz <, ) on ait

L G(x) =Bz, k) | <gv
d’ou

(@) = Glx) L < g+ g3

c’est ce qu’exprime le théoréme (B).
Cette démonstration du théoréme en question est, je crois, comple-
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Lement rigoureuse, et peut suffive ¢il g’agit seulement de montrer qu’il
existe des fonctions rationnelles enticres G(x), qui, dans tous les
points d'un intervalle donneé, se rapprochent d’aussi prés que I'on
voudra d'une fonction donnée f(x) et qu’elles peuvent stre effective-
ment déterminees.

Mais la construction de pareilles fonctions, telle que nous I'avons
indiquée précédemmem, présente une lacune essentielle.

Posons en effet

Pwi (x’ I{) —_ E (\k.,)x"’

Y=g}

ot le symbole (k.) indique une fonction de k& donnée par 'expression

A
v lwk?

%

b
(k)= (— {n“/(ku) T du,

et soil

n—1

G (x, k) = D (K"

v =0

il existera A la vérite, quand ¢ est une grandeur positive donnée quel-
conque, des valeurs de k et de n pour lesquelles, dans Uintervalle
(a:;;jxé%), on ait

() — GO, K LS

Mais, si ¢ devient infiniment petit, k le devient également, et mal-
heureusement alors la considération de 1'expression ci-dessus de (k).
ne nous apprend pas si, lorsque k devient infiniment petit, ladite
expression tend vers unc limite finie, ou du moins reste finie, condl-
tion absolument nécessaire pour que I'on puisse de la maniere indiquée
obtenir une représentation approchée utilisable de la fonction f(x),
pour une valeur aussi petite que I'on voudra de S.

Je me propose de faire voir comment on peut lever cette difficulte
dans une prochaine Communication.

e >
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