W. Mazxorr. Polynome, die méglichst wenig von Null abweichen. 213

Uber Polynome, die in einem gegebenen Intervalle méglichst
wenig von Null abweichen.

Von

WrapiMir MARKOFF.

(Ubersetzt von Dr. J. Grossmann )

Vorwort von Serge Bernstein in Charkow,

Die Abhandlung, die hier in deutscher Sprache erscheint, ist die
Arbeit des friih verstorbenen Mathematikers W. A, Markoff.¥) Sie ist
im Jahre 1892 in russischer Sprache erschienen (im Verlage der Akade-
mie der Wissenschaften zu St. Petersburg), aber auch in RuBland wenig
bekannt geworden. Sie enthélt eine Vertiefung und Weiterbildung be-
kannter Ideen von Tchebyscheff, und verdient, bei dem steigenden Inter-
esse, das diese Ideen finden, und bei der Bedeutung ihrer Anwendungen,
allgemein bekannt zu werden. Das wichtigste Resultat der vorliegenden
Arbeit ist meiner Ansicht nach die Aufstellung einer exakten oberen Grenze
fiir die %' Ableitung eines Polynoms #*® Grades in einem Intervalle,
in dem der Betrag des Polynoms eine gegebene Grenze nicht iibersteigt.
Die Beantwortung dieser Frage*¥) ist viel schwieriger, als man annehmen
koénnte, und hat Markoff zur Entwicklung mehrerer Hilfsséitze von selb-
stindigem Interesse veranlaBt.

Die vorliegende Ubersetzung ist an einigen Stellen dem Original

* Wiadimir Andrejewitsch Markoff, geboren am 7. Mai 1871, ist am 18. Januar
1897, finfundzwanzigjihrig, an Schwindsucht gestorben. AuBer der hier versffentlichten
Abhandlung, die er noch als Student verfaBt hat, hat exr moch zwei Abhandlungen
tber positive ternire quadratische Formen geschrieben, von denen die erste 1898 in
den Communications de la Société Mathématique de Charkow, die zweite erst nach
seinem Tode als Magisterdissertation (St. Petersburg 1897) erschienen ist. Er beweist
unter anderem in diesen Arbeiten die Eisensteinschen Formeln fiir die Klassenzahl
der positiven terniren quadratischen Formen.

*) Man vergleiche meine Note ,,Remarques sur I'inégalité de Wladimir Markoff*
(Commun. de la Soc. Math. de Charkow 1913).
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gegeniiber gekiirzt. Diese Kiirzungen sind auf Wunsch der Annalenredak-
tion vorgenommen und von dem Bruder des verstorbenen Verfassers, dem
Akademiker A. A. Markoff, in entgegenkommender Weise gepriift und gut-

geheiflen worden.

Kapitel I
§ 1.

Wir wollen hier Funktionen der einen Verinderlichen z von der Gestalt

(1) P& +p @ty
betrachten, wo # eine ganze positive Zahl bedeutet,

Dos P1y** P
reelle Parameter sind, die der Gleichung

@ G+ &P+ -+ e p=¢
geniigen, und
Goy gy =" Opy &
gegebene reelle Zahlen sind, von denen o und mindestens noch eine der

Zahlen «, nicht gleich Null sind.
Solche Funktionen wollen wir Funktionen von Gestalt (1) nennen.

Die lineare Funktion
o¢yPy+ o, P, +--++ a,P,
der Koeffizienten irgend einer ganzen Funktion von z
®(@) = Py + Pya*~1+ .-+ P, - 2
von nicht héherem als n*™ Grade wollen wir mit '
o (%)

bezeichnen.

Den grioBten Wert, den der absolute Betrag einer Funktion ¥(z) von
Gestalt (1) annimmt, wenn # ein Intervall*) (@, b) von @ bis b > a durch-
lduft, wollen wir die Abweichung der Funktion ¥(x) von Null in dem

Intervalle (@, b) nennen.

~ Diejenigen der Funktionen von Gestalt (1), denen der kleinste Wert
der Abweichung von Null in dem Intervalle (a, &) entsprichi, wollen wir
die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichenden Funk-

tionen von Gestalt (1) nennen *¥)

*) Alle Intervalle, von dener die Rede sein wird, sind als die Grenzpunkte ein-

schlieBend angenommen.
**) Die Existenz mindestens einer solchen Funktion ist evident.



Polynome, die moglichst wenig von Null abweichen. 215

§ 2.

y=f(@)
eime Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in dem Inter-
valle (a, b), es seien

Hilfssatz. Es ser

(3) Tyy Xgy =+ s Xy
simitliche voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung
L*—y* =0,

die tm Intervalle (a, b) liegen.

Ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende
Funktion von Gestalt (1), so gibt es keine ganze Funktion von x von nicht
hoherem als n*™ Grade g(x) derart, daf3

@(g) =0
ist, wnd zugleich die Produkte

9(@) f(@y), 9(x:) [(22), - » 9(2) f(,)

simitlich negativ ausfallen.

G1bt es umgekehrt keine solche Funktion g(x), so ist y eine am wenigsten
von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Fumktion vorn Gestalt (1).

Beweis. Gibt es eine solche Funktion g(«), dann ist in dem Inter-
valle (a,b) die Abweichung von Null der Funktion

=y +e9(2),

die zu den Funktionen von Gesta,lt (1) gehort, bei gentigend klemem
positiven Werte der Zahl ¢ kleiner als L.

In der Tat, betrachten wir die Differenz

L'—yt=L'—y*— 20yg(2) — 09’ (2).
f(xl)g(xx)<0 l=1:27""?

ist, so kann man eine hinreichend kleine positive Zahl d finden, derart,
daB keines der Intervalle

4) (%, —0, 2.+ 0), (@3—0, z3+9), -, (xp_07 xp+a)
Whurzeln der Gleichung

Da

yg9(z)=0
enthilt. . ]
Bezeichnen wir mit M, g, N und » positive Zahlen, die den Be-
dingungen .

2 ;lﬁ - - _——- -
9@ < ’} innerhalb der Intervalle (4), .
—2yg9@>up N

-~
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|2y g()] + ¢°(x) < N,) innerhalb des Intervalls (g, b),
D—y > } aber auBerhalb der Intervalle (4)%)

geniigen, und sei ¢ kleiner als jede der Zahlen
e v
1, MmN
Algdann ist innerhalb des Intervalles (a, b), aber aulerhalb der Inter-
valle (4)
D—yi>v—xN=0,
innerhalb der Intervalle (4)
w
Li—yl>e (M—M—M) =0,

und folglich ist die Abweichung von y;, von Null in dem Intervalle (g, b)
kleiner als L.

Wenn aber keine solche Funktion g(z) existiert, dann ist die Differenz
zwischen einer jeden Funktion von Gestalt (1) und y fiir mindestens eine
der Zahlen (3) von nicht entgegengesetztem Vorzeichen mit y, und folg-
lich ist die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) einer jeden
Funktion von Gestalt (1) nicht kleiner als L.

§ 3.
y = [(@)

eine Funktion von Gestalt (1), die nicht glewh %'t, D 'ahre Abwezchung
von Null in dem Intervalle (a, b), es saen T =

Satz 1. FEs ses

x], xg,' :L‘?

sdmtliche in dem Intervalle (a, b) gelegenen und nach wachsendem Werte
geordneten voneinander verschiedenen Wurzeln der Gleichung

(5) L2 — 2= 0.
Es werde ferner

I=p f=p
(6) F@) =] J@—z) =D Qo

I=1 =0
und

: F

) (@) = ;22 I=1,2,-p
gesetzt.

*) Den absoluten Betrag irgend einer Zahl r bezeichuen wir mit |#].
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Ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichende
Funktion von Gestalt (1), so gibt es unter dem Zahlen

(8) o (F) (=1 (), o(F)(—1)*f(z5), - - -, @(Fp) (— 1)f(x,)
keine swei von entgegengesetetem Vorseichen. Im Falle

) p<n+1
ist auBerdem

) o(Fyp)=0
was auch [fir eine ganse Funktion von nickt hoherem als (n — p)*™ Grade
¥ (x) sein mag.

Gibt es umgekehrt in der Reihe (8) keine swei Zahlen von entgegen-
gesclztem Voraeichen, und findet auferdem, im Falle p <n+ 1, die Gleichung
(9) fiir jede ganse Fumktion von nicht hiherem als (n — p)y*™ Grade v (z)
statt, so ist y eime am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab-
weichende Funktion von Gestalt (1).

Beweis. Wir bemerken vor allem, daB

pSn+1

ist, da y keine Konstante sein kann, und jede im Intervalle (a, b) gelegene
und von @ und b verschiedene Wurzel der Gleichung (b) von gerader Viel-
fachheit sein muB.

Ferner haben wir nach der Lagrangeschen Formel, was auch fiir
eine ganze Funktion von nicht héherem als n**™ Grade g(x) sein mag,

(10) o(@) = AT (@) R(@) +S 2 B,

wo A eine konstante Zahl bedeutet, und R(z) im Falle p <n + 1 eine
ganze Funktion von nicht héherem als n — p*™ Grade ist; im Falle
p=n+1 ist

R(z) = 0.
Aus (10) folgt —
(11) olg) = Aa(FE) + > 12 a(F).

Findet, im Falle p <% + 1, die Gleichung (9) nicht fiir jede ganze
Funktion von nicht hdherem a.ls n — p*™ Grade ¥ (z) statt, so ka.nn man
eine Funktion R(z) so auswihlen,- daB '

o(FR) 2

-

wird, und dann, indem wir
9(2) = — f{x), e dy By P

Mathematisohe Annalen. LXXVIL 15
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getzen, die Zahl A so bestimmen, daB
@(g) =0
wird, und folglich kann nach dem Hilfssatz des §2 y nicht eine am wenigsten
von Null in dem Intervalle (@, b) abweickiende Funktion vop Gestalt (1) sein.
Ist also y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab-
weichende Funktion von Gestalt (1), und ist p<<n + 1, so findet die
Gleichung (9) fiir jede ganze Funktion von nicht hoherem als (n — p)*=

Grade v (z) statt.
Wenn also y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (g, b)

abweichende Funktion von Gestalt (1) ist, so geht Formel (11) in

-y e

. . ?
9o 9=
az . o= e e®
. =1

tber.
Beriicksichtigen wir aber die Gleichung

m=l—-1

F@ =1 ] ] e 1 G,

m=1+1

so folgt, daf wenn es in der Reihe (8) Zahlen von entgegengesetztem
Vorzeichen gibt, der Gleichung

(13) o(g) =
zugleich mit den Ungleichungen
(14) g(xl)f(xl? < O) g(xﬂ) f(xs) < 0’ Y 9(xp>f(xp) < 0

Gentige geleistet werden kann, und folglich, nach dem Hilfssatz des § 2, y
picht-eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (g, b) abweichende
Funktlon von Gestalt (1) sein kann.

" Gibt es dagegen in der Reihe (8) keine zwei Zahlen von entgegen-
gesetztem Vorzeichen, und findet auBerdem, im Falle p < n + 1, die Glei:
chung (9) fiir jede ganze Funktion von nicht hoherem als % — p*™ Grade
¥(x) statt, so kann nicht der Gleichung (13) und zugleich den Unglei-
chungen (14) Geniige geleistet werden, und folglich ist y nach Hilfssatz des
§ 2 cine am wenigsten von Null in dem Intervalle (@, b) abweichende
Funktion von Gestalt (1).

§ 4.
Setzen wir in Gleichung (9) nacheinander
¥(z) =272, ¢(‘/‘v) =" () =1,
so’ erhalten ‘wir aus Gleichung (9)-die ihr #quivalenten Gleichungen
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oy Qo+ o L R “Q‘-"‘O
“1Qo+“a Q1 +“,+1Q =O

ano+"‘~p+1Q1 '+ aQ=O

Wir bemerken noch, daB wenn y eine am wenigsten von Null in
dem Intervalle (g, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) ist, @ (®), wie
aus Formel (12) ersichtlich, in der Gestalt

o(®) = S 6,00

dargestellt werden kann, wo die Zahlen C,, G, ---, C, nicht von ®(x)
abhingen, und die Reihe

o f(xx)’ G f(x2)7 M) Cpf(xp)

keine zwei Zahlen mit entgegengesetztem Vorzeichen enthilt.
Daraus folgt, daB wenn

o(®) nicht = o, d(2)
ist, wo 2 irgend eine im Intervalle (a,b) gelegene Zahl bedeutet, so wird
das Maximum des absoluten Betrages einer jeden am wenigsten von Null in
dem Intervalle (@, b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) nicht weniger
als zweimal im Intervalle (a, ) erreicht.
Ist aber
CO((D) = ancb(z)y
und liegt z tm Intervalle (a, b), dann ist offenbar jede Funlktion von Ge-
stalt (1), deren Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) gleich }g{

ist, und nur eine solche, eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b)
abweichende Funktion von Gestalt (1).
In diesem Falle ist «, offenbar nicht gleich Null.

)

§ 5. 4

Satz 2. Gibt es mehr als eine am wenigsten von Null in dem Intere
valle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1), so kann man unier den
am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichenden Fumktionen
pon Gestalt (1) eine finden, deren absoluter Betrag im Intervalle (a, b)
seinen groPten Wert fiir nicht mehr als u Werte von x erreicht, wo. . g

y ..1 fe
,,,="._'.2*"—% fiir n gerade, Lo
. = :'L;ll fiir n ungerade DY IR ¢

15*
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ist. Ist die Anzahl dieser Werte von x gleich u, so sind bei geradem n die
beiden Zahlen o und b unter ihmen enthalten, bei umgeradem n mindestens

eine dieser Zahlen.
Beweis. Es sei y eine am wenigsten von Null in dem Intervall (g, b)

abweichende Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in
dem Intervalle (a,b),

(15) Lyy Ly © xp

simtliche in dem Intervalle (a, b) gelegenen und voneinander verschiedenen

Whurzeln der Gleichung It =0
— y = (.

Es sei 7 eine andere am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) ab-

weichende Funktion von Gestalt (1).
Bezeichnen wir die Differenz

n—Y
mit v(z). Dann kénnen nicht mehr als u der Zahlen (15) der Gleichﬁng
(16) v(%) =0

geniigen, und wenn genau g der Zahlen (15) der Gleichung (16) geniigen,
dann sind bei geradem » die beiden Zahlen @ und b unter diesen w Zahlen
enthalten, bei ungeradem » mindestens eine dieser Zahlen.

In der Tat, jede der Zahlen (15), die von @ und b verschieden ist
und der Gleichung (16) geniigt, muf eine Wurzel von gerader Vielfach-
heit fiir diese Gleichung sein.

Da

o) =0~y =0
ist, so wird die Funktion
| , (@) =y + 0 v()
eine Funktion von Gestalt (1) sein, welchen Wert die Zahl ¢ auch haben mag.

Setzen wir aber

0<e<1,
so findet dann fiir jeden Wert von z, der der Gleichung (16) nicht geniigt,
mindestens eine der Ungleichungen
- 2 1 2 3
sttt wi(z) <y' oder wi(x) <qy
Daher ist der absolute Betrag von w(z), fiir alle im Intervalle (a, b)

gelegenen und der Gleichung (16) nicht genligenden Werte von 2, kleiner

als L. Fir die Werte von 2, die der Gleichung (16) geniigen, ist
w(z) =y =n1.

Da nun unter diesen letzteren Werten von 2 nicht mehr als u der Zahlen
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(15) enthalten sind, so erreicht der absolute Betrag von w(z) seinen
groBten Betrag L nicht mehr als fiir g Werte von .

Erreicht ferner der absolute Betrag von w(x) den Wert L fiir genau p
im Intervalle (a, b) gelegene Werte von z, so sind unter diesen p Werten
von z beide Zahlen a und b enthalten bei geradem %, mindestens eine
dieser Zahlen bei ungeradem #.

§1.%)

Gehen wir tiber zu dem Falle
x a*oe
o(®) = 00() = ("), .,

wo x eine ganze positive Zahl < x, ¢ eine gegebene Zahl bedeutet. In diesem
Falle geht die Gleichung (9) in

(17) ar (I;i)xw (2)) =0
iiber.

Entwickeln wir diese k'* Ableitung des Produktes zweier Funktionen
nach der Leibnizschen Formel, so erhalten wir

1) FOGE) () + LFe5(0)w () + -+ F() ¥9(6) = 0

Da die Zahlen
w(z)’ w'(z)’ SRR w("‘ﬂ)(z)
ganz willkiirlich sind, so besagt die Gleichung (18), daB fiir

x<n—p

notwendig
F(")(Z) - - 1)(z) === F(z) =

ftr

A>N—DP
notwendig

FW(g) = Fe-D(g) = . . . = F=2+0)(5) =

gein muB.

Wir bemerken noch, daf im Falle
p<n, x>n—p .
die Reihe .
%, 6—1, - x—n+p
mindestens zwei positive Zahlen enthilt, die nicht gréBer als p sind. v
Finde also bei p <n die Gleichung (17) fiir jede ganze Fuhktlon

*.Im § 6 ist ausfibrlich der Fall # = 2 untersucht, und sind einigs: B‘oﬁdﬁf
fir =23, n=4 betrachtet. Die Formel (17) entspricht der Fonnel (44.) 'de! 0rr-
ginals usw. e A
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von nicht hoherem als (n — p)t™ Grade ¥ () statt, so wiirde entweder der
Grad von F'(2) kleiner als p — 1 sein , oder aber die Gleichung
F(z) =
wiirde imaginéire oder gleiche Wurzeln besitzen.
Ist daher
a(P) = dW(), 0<x<n,
so muB der absolute Betrag einer jeden am wenigsten von Null in dem
Intervalle (a,b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen groBten
Wert im Intervalle (a, d) fiir mindestens » Werte von z in diesem Inter-
valle erreichen. .

§ 8.

a(P) =M (2) =n! P¥), p<n+l,
so geht die Gleichung (9) bei

Ist

w(x) == gt P
in
ﬁ%‘i}f:ﬁ nl=0

iiber, was unmoglich ist.
Ist daher
o (®) = &(2),
s0 erreicht der absolute Betrag einer jeden am wenigsten von Null in dem
Intervalle (a,b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen gréBten
Wert im Intervalle (a,b) fiir mindestens n+1 Werte von # in diesem
Intervalle.
Dasselbe gilt fiir den Fall, da8 o wmn
o(®)=O() T
ist, wo 2z irgend eine nicht im Intervalle (a,b) gelegene Zahl bedeutet
(Von dem Falle, daB
_ o(P) = &(2)
ist und ¢ im Intervalle (a, b) liegt, war schon in § 4 die Rede.)
In der Tat, in diesem Falle lautet Gleichung (9)
| F(2) v(s) =
und da ¥(s) willkiirlich ist, muf
' F(z)=0
sein.
Das ist aber unméglich, da alle Wurzeln der Gleichung

F(x) =0
im Intervalle (@, b) liegen.

*) Mit n! bezeichnen wir das Produkt 1.2.-.2,
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Aus Satz 2 folgt, daB in den beiden Fillen, von denen in diesem
Paragraphen die Rede war, nur eine einzige am wenigsten von Null in
dem Intervalle (a, b) abwelchende Funktion von Gestalt (1) existiert.

§ 9.
Aus dem in §§ 7 und 8 Gesagten und aus Satz 2 folgt, daB wenn '
o () = B2, 0<x<n

und % > 3 ist, nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter-

valle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) existieren kann.
Iet n=1 50 ist x=1=m, und aus § 8 folgt dann, daB in diesem

Falle nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (g, b)
abweichende Funktion von Gestalt (1) existieren kann.

Dasselbe gilt fir den Fall, daB n = x =2 ist.
Ferner folgt aus Satz 2, daB im Falle » =2, »x =1 nicht mehr als

eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Funk-
tion von Gestalt (1) existieren kann, falls nicht die Gleichung
o(@—a)@—b)=2¢:—a—b=0
stattfindet, d. h. falls nicht
g= 210

ist.

Ist aber n =2, x =1 und 2 = a_:b, 80 gibt es (wie in § 6 gezeigt
ist) in der Tat unendlich viele am wenigsten von Null in dem Inter-
valle (@, b) abweichende Funktionen von Gestalt (1).

8 10.

Ehe wir weiter gehen, schicken wir zwei einfache algebraische Hilfs-
siitze voraus.

Hilfssatz 1. Besitzt die Gleichung
(19) Gx)=2+ 4 '+-. .+ A4,_,z+ 4,=0,
wo s irgendeine positive und ganze Zahl bedeutet, keine imagindiren szdn
80 findet bei jedem ganzen und positiven Werte von x < s die Ungleichung

(G@)} — G*-V(z) G*+D(z) > 0

fiir alle recllen Werte von & mit Ausnakme der Wourseln dor ‘Gleichung: (19)
von hiherer als x** Vielfachheit statt. Fiir -diese Ausviahinsworte von & yeht
die Ungleichung in eine Gleichung diber. e

§ 11. ﬁgi“
Hilfssatz 2. Es seien simtliche Wurseln der Glewkung S
(20) G@) =o'+ A,z*-1+ - -+ 4,=0, -
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dic wwr mit

Tyy Tgy * 5 &,
bezeichnen, reell, es sei z eine Wurzel der Gleichung

G¥(z) =0,
wo x% wgendeine ganze nicht megative Zahl < s ist und es werde

G(z) = G(xzc‘ 1=1,2,---,s
gesetzt; dann gibt es in der Reihe
@) GP(2), GP(e), - -+, GP(r), G*+(s)

keine swei Zahlen vom entgegemgesetztem Vorseichen.

Zahlen aus der Reihe (21) kimmen nur dann gleich Null sein, wenn o
eine Wurzel der Qleichung (20) von hoherer als x** Vielfachheit ist. (Ist 2
eine Wurzel der Gleichung (20) von héherer als « + 1%+ Vielfachheit, so
sind samtliche Zahlen der Reihe (21) offenbar gleich Null)*) **

Gy e
i ),

Kapitel II.

§ 13.
Wir setzen nun, was die Allgemeinheit nicht beeintrichtigt,
a=-—1, b=1
und beschrinken uns auf den Fall, daB
o (P) = M) (2)
ist, wo x irgend eine ganze nicht negative Zahl < bedeutet.
Wir schlieBen die beiden Fille:
1) =0 und ¢ im Intervalle (a, b) gelegen;
B n=2 xm=1,s=22200
aus der Betrachtung aus.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB in dem Falle, den wir jetzt be-
trachten, nur eine einzige am ‘wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b)
abweichende Funktion von Gestalt (1) existiert.

Wir bezeichnen diese Funktion mit

= f(®),
ihre Abweichung von Null im Interva]le (@, b) mit L, die im Intervalle (a, b)
gelegenen Wurzeln der Gleichung

(22) | L*— =0,

*) Wir lagsen die einfachen Beweise dieser zwei Sitze weg.

In § 12 wird gezeigt, - das der Fall, wo @ und b beliebige Zahlen sind, sich
leicht zuf den Fall @ == — 1, b =1 zurdickfiihren l48t. Die Numerierung der Formeln
ist hier wieder entsprechend gedndert.
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die wir nach wachsendemm Werte ordnen, mit

Ty, gy 0y Ty
Da im Falle x> 0 keine Funktion von Gestalt (1) eine Konstante
sein kann, 80 folgt aus dem Vorhergehenden, daf im Falle » >> 0 nur zwei
Voraussetzungen hinsichtlich p gemacht werden kinnen,
p=mn-+1 oder p=mn.

Was den Fall x = O betrifft, so ist, wie wir spiter sehen werden, in
diesem Falle
p=n+1.

Ist nan p =n+ 1, so muB y der Differentialgleichung
(23) D—yp=2"Zy

”2

genligen, da jede Wurzel der Gleichung (22), die im Intervalle (a, b) ge-
legen und von a und b verschieden ist, eine Wurzel gerader Vielfachheit
sein muBb.

Aus Gleichung (23) folgt

(29 y==£ LS, (),
wo
8,(z) == Cos (n arc Cos z)
ist,
Die Funktion (24) ist in der Tat eine ganze Funktion und ihr abso-
luter Betrag erreicht im Intervalle (a, b) seinen groBten Wert L fur
gensu 7 + 1 Werte von z, und zwar ftir

n n-—1
P=—1=0Cos —-m, #=Cos——m=, -

#, = Cos .'.‘.::;zl:l:_i,;

, et
1 0
#y=Cos —m, #,,,=1=Cos S
Da y eine Funktion von Gestalt (1) sein soll, so muB

Losm —S
: Sl
gein.

Wir haben somit, falls p = n + 1 ist,

26 ——
¢ Y=5p TR

_®
8% (2
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§ 14.
Ist x —=n, so folgt aus dem Vorhergehenden p =n + 1, und daher
ist bei % =n

(26)

[e]

L= .
27 1y

Es ist leicht zu sehen, daB in diesem Falle die Glieder der zur
Funktion (26) gehdrenden Reihe (8) simtlich von einem und demselben

Vorzeichen sind.
In der Tat, es wird sich dann um die Reihe

MGWF%ﬁQLMGW#%ﬂ@%w

. \r:

e v )

- N n!(_ 1)n+1 nal nl n( +1)
handeln, und da =
S,(8)=0Cos (m—1+1)m = (—1)r—i+1 "> o,
ist, 8o sind séimtliche Glieder der Reihe gleich

[

(‘—. 1)ﬂ+l2n-1

Daraus folgt der folgende Satz von Tschebyscheff.
Satz: Die Funktion

—2 Cos (n are Cos )

weicht von Null in dem Intervalle (— 1, 1) weniger ab, als jede amdere ganze
Funldion n*® Grades von z, deren Koeffizient von 2 gleich o ist.

§ 15.

Die zur F' unktlon (25) gehorenden Funktionen (6) und (7) lauten jetzt
(@*—1) S, (x)
2" 1y
(@*—1)8,()
2“_17&(:3——8’,) ’

F(z) =

Fy(@) =

und folglich geht die zur Funktion (25) gehorende Reihe (8), nachdem
wir ihre Glieder simslich durch

(=1t

2"~ 10 8 (2)
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dividiert haben, in

— 18, x (' — 1) 5, « (' —1) 8y
e “EE) (8T e(29E)

iiber.

Nach Satz 1 kann die Gleichung (25) dann und nur dann stattfinden,
wenn es in der Reihe (27) keine zwei Zahlen von entgegengesetztem Vor-
zeichen gibt.

Fir x = 0 geht die Reihe (27) in

(e'—1)Sp(8) (' —1) 85() (2'—1) 8,
(28) Tie, ' i—8, 7 iTe,.,
iber, und da ¢ nach Voraussetzung im Falle x = O nicht im Intervalle
(a, b) liegt, so sind die Glieder der Reihe (28) siimtlich von einem und
demselben Vorzeichen.

Ist also
o (D) = d(2)
und liegt 2 nicht im Intervalle (a, b), so ist
y= (,) 5,(2),
= - i .
L S.(z) i
§ 16.

Wir schlieBen die eben betrachteten Fille % == 0 und x == % nunmehr

aus der Betrachtung aus, und nehmen im folgenden
O<x<n

an.

Wir bezeichnen mit

§o b 0oy n—x+1

die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung
(29) Sg+9(@) = 0,
mit ®,(z) die Funktion

_y) S,.(a:) = (2 +1)8.(z).

Tx— 0
Es ‘ist leicht zu sehen, daB fir x <n — 1 die Wurzeln der Gleichung
(30) O(z) = (& +1) S+ (@) + % S9(z) = 0

und die Wurzeln der Gleichung (29) einander trennen.
In der Tat, das Vorzeichen von ®®)(z) ist fiir (zahlenmiBig) genfigend
groBe unegative Werte von z identisch mit dem Vorzeichen von

(= 1),
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fir # = ¢, identisch mit dem Vorzeichen von
(_ l)ﬂ—x—l,

PIE) = %8P (&),
das Vorzeichen von S®(z) fir (zahlenmiBig) gentigend groBe Werte
von z identisch mit dem Vorzeichen von

(— 1
8¢(x) =

genau ! Wurzeln besitzt, die kleiner als § sind.
Ebenso finden wir, indem wir mit ¥,(2) die Funktion

@—1)8; (w)

da

ist und die Gleichung

=5 — (@—1)8(2)
bezeichnen, daf fir x <n — 1 die Wurzeln der Gleichung
(31 VP (2) = (2 —1) Spr+9(2) + % 8 (x) = 0

und die Wurzeln der Gleichung (29) einander trennen. Ti
Wir bezeichnen mit

(32) gl) ‘527 Y gn —-%
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung (30), ‘it
(33) M Moy "% NMnex

die ebenfalls nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichang (31).
Nach Bewiesenem ist fiir x <n — 1

§1< §1< §2< §2< e < gn-—u—l< gﬂ—-x—l< gn—x’
M<EL< N <TE< < N1 <1 < e

Ferner bemerken wir, da8
g <m
ist, da das Vorzeichen von
() = 28§+ (ny)
mit dem Vorzeichen von .
(__ l)n—x—l

identisch ist.
Ebenso ist
Np—x > gnux'
Endlich ist es leicht zu sehen, daB die Zahlen (32) und (33) einander
trennen. |
In der Tat, aus der Voraussetzung, daB zwischen zwei konsekutiven

Zahlen (33)
n und 7,4

zwei Zablen (32) 3
g, und &, -
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liegen, wiirde folgen, daB die Gleichungen
(g = — 2800,
‘VS.”’(E,“) = 2ng+1)(gj+l))
die tatsachlich statthaben, unvertriglich sind, da die Zahlen
SEHOE) wd ST

von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wihrend aus unserer Voraus-
setzung folgen wiirde, daB die Zahlen

Y (E) und YO, ,)
von einem und demselben Vorzeichen sind.
Daher enthilt jedes der Intervalle

(34) (s M9)s (M Mg)s ** 75 (aeyts Mac)
nicht mehr als eine der Zshlen

ge: ga: T gn-—x?
und da diese Zahlen alle im Iuntervalle (v, 7,_,) liegen, so enthdlt jedes
der Intervalle (34) eine dieser Zahlen.
Somit ist

<< << <LE< - < gn—’t—l<’7n—x-—l<gn—x-—l<gn—-x<nn—-x‘

Daraus folgt, daB in der Reihe (27) das erste und letzte Glied dann
und nur dann nicht von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wenn ¢ in
einem der Intervalle

(85)  (—00,&), (1, &), (Nay 1)y = *5 (s bne )y (luens )
liegt.

Wir wollen beweisen, da wenn ¢ in einem der Intervalle (85) liegt,
die Reihe (27) keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen
enthalf.

Dazu bestimmen wir das Vorzeichen der Funktion
(36) T —he@)
wo zur Abkirzung

—1)8, o - .
(_“'.x_—%__a:@_)=%(x)’ l‘“z:?’r""”
gesetzt ist, fiir x = £,. ;
Wir haben
"z — 1 g@) :
(FEZ22) = 6= Do) + 20 (E) = (3~ 1) (8,

Ot — (FER) | — (5, 9)p(E) + xoOE) =H T

ist.
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Nun ist nach Hilfssatz 2
. P(E)
von demselben Vorzeichen wie
O+ (E),
d. h. von demselben Vorzeichen wie
(__ l)n-z——i N
Folglich ist die Funktion (36) von demselben Vorzeichen wie
i (_ l)n—x—i-}-l.
Ebenso finden wir, daB die Funktion (36) fiir £ = %, von demselben
Vorzeichen wie
(__ )n—x—i

Somit muB in Jedem ‘der Intervalle
Eym)s Earma)s - (Baco ’in_x)
eine Wurzel der Gleichung
ax ((m — 1) (p;(x)) -0

ist.

liegen; auBerhalb dieser Intervalle aber wird die Funktion (36) nie Null
Daraus folgt, daB die Funktion (36) im ganzen Intervalle (y, & ,)
von demselben Vorzeichen wie
(___ l)n— X ,

d. h. von demselben Vorzeichen wie
‘ q)gx) ()

Auch in den Intervallen (— oo, §,) und (y,_,, o) sind die Funktionen
‘D(")(:L‘) und (36) nicht von entgegengesetztem Vorzeichen.

Somit enthilt die Reihe (27), falls # in einem der Intervalle (35) ge-
legen ist, keine zwei Zahlen von entgegengesetztem Vorzeichen.

Folglich findet die Gleichung (25) dann und nur dann statt, wenn 2
in einem der Intervalle (35) gelegen ist oder, was dasselbe besagt, damm und
nur damn, wenn

1st.

*P() ¥(e) 20
ist.
§ 17.
Unter anderem findet die Gleichung (25) im Falle
Sg(e) =
statt.

Bemerken wir, daB im Falle
=n (mod. 2)
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die Gleichung
Sin(0) =0
statthat, folgender Hilfssatz daraus folgt, der in gewissem Sinne eine Ver-
allgemeinerung des in § 11 wiedergegebenen Tschebyscheffschen Satzes
darstellt.
Satz. Die Funktion

o7 (*5)te
9%=1, (’f_'g_’j__ 1) (’_*_‘{2'_” — 2) A1)

weicht in dem Intervalle (— 1, 1) fiir jeden ganzen positiven Wert von » < n,
der der Kongruenz

Cos (n arc Cos )

x=n (mod. 2)

gewiigt, von Null weniger ab als jede andere ganze Funktion von z von
nicht hiherem als n*™ Grade, deren Koeffizient von x* gleich o ist.
Der Faltor

(— 1)2-;—’-4 (’n; u)!
2"'%(%-1)(’1—;—'—"— 2) o (et )

‘ist fiir x =mn — 2 durch

. 1

2" =%y

fiir » =n durch
1

2n—1
2u ersetzen.

§ 18.

Wir bemerken, daB die Wurzeln der Gleichung

(37) St0(g) = 0

ebenfalls in den Intervallen (35) liegen.
In der Tat, folgt aus der Gleichung

1— 83(a) = E= 020

durch Differentiation die Gleichung
(@ —1) 8, (2) + 2 8,(2) = #*8,(2),
und differentiieren wir diese letztere Gleichung x — 1 mal, so erhalten wir
die Gleichung
(38) (@—1)8*9(2) + (22— D)a SP(a) = {n'—(x—1)*} SF~(2).
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Aus Gleichung (38) folgt fiir diejenigen Werte von z, die der Glei-

<chung (37) geniigen
g (37) gentigen, 1 5

SP@) =~ 5=z
Folglich ist fiir diese Werte von «
8+ Vi)

(@) = @£+ 1) S¢+(z) + 2 S(@) = S5 (g4 1){(x— 1)z +x),
(x) Sex+1) S0 (%) = 5t V() 1 1

Vi (2) = (2 — 1) 8+ (2) + 2 8P (2) = Gy, @ — Di(x— 1)@ — «}.

Diese Formeln zeigen, daf fiix diejenigen Werte von z, die der Glei-

chung (37) geniigen
: T oW ud V()

von demselben Vorzeichen wie

S’(‘x +1) (w)
(Zx —1)z

sind, und daB folglich die Wurzeln der Gleichung (37) simtlich in den
Intervallen (35) liegen.

Da die groBte Wurzel der Gleichung (37) groBer als ¢, _

8¢+ @)
(2x —1)x

. i8t, 8o ist

und folglich auch
O (2) und Y¥(x)
positiv fir diese Wurzel, d. h. diese Wurzel ist groBer als 7, _,.

Ebenso finden wir, daB die kleinste Wurzel der Gleichung (37) kleiner
als & ist.

Folglich liegen die Zahlen (32) und (83) simtlich zwischen der
kleinsten und der griBten Wurzel der Gleichung (37).

Untér anderem liegen die Zahlen (82) und (33) fiir x = 1 sdmtlich
zwischen

£ k11
— Cos 3, und Cosg—,
fiir % — 2 liegen die Zahlen (32) und (33) simtlich zwischen
—Cos = und Cos —.
n n

Offenbar liegen die Zahlen (32) und (33) auch fiir x > 2 simtlich

zwischen
—Cos = und Cos=.
n n
Folglich wird die Gleichung (25) sicher statthaben, falls

k1
|2| = Cos o,
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und auch, falls
x>1, |£{gCos%

ist.
§ 19.
Wir gehen zur Betrachtung der Voraussetzung
b=n
tiber.

Unter dieser Voraussetzung geniigt die Funktion

F@)=]] (z—=)
der Bedingung =
(39) F)(2) = 0,
und die Reihe
(40) F,9() (= 1)'f@y), F(e) (= (@), -+, F@(e) (= f(=,),
wo
F(x)

x""'x;

Fia) =

gesetzt ist, enthilt keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen.
Auf Grund von Hilfssatz 2 kann man die Reihe (40) durch die Reihe

(41) (= (@), (—10f), - (— 1Pz
ersetzen.

Umgekehrt, erreicht der absolute Betrag irgend einer Funktion von
Gestalt (1) h(z) seinen groBten Wert im Intervalle (a, b) fiir genau n
Werte von z in diesem Intervalle

0<0, <+ <0y,

([T~ o)

dz" =0,
und sind endlich die Zahlen der Reihe
(= 1)'h(e,), (—1)*h(0y), - -+, (—1)*h(e,)

samtlich von einem und demselben Vorzeichen, so ist die Funktion A{s)
eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichende Funk-

ist zweitens

tion von Gestalt (1). .. 1
§ 20. oAl GB

Beziiglich der Zahlen PR
(42) Lyy Tgy ***y Ty 1";{"5‘?? g

konnen vier verschiedene Voraussetzungen gemacht werden: '
1. Unter den Zahlen (42) ist ¢ = — 1, aber nicht b =1 enthalten,

Mathematische Annalen. LXXVII, . o 18
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2. Unter den Zahlen (42) ist b = 1, aber nicht @ = — 1 enthalten.
3. Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen @ = —1 und b =1 ent-

halten und der Grad von y ist gleich » — 1.
. 4, Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen ¢ =~ — 1 und b =1 ent-

halten und der Grad von y ist gleich =.
Greift die erste dieser Voraussetzungen Platz, so geniigt y der Diffe-

rentialgleichung
(43) 12— y’ WA\ T
wo ¢ irgendeine konstante Zahl bedeutet.
Aus Gleichung (43) folgt .
2 1—
(44) y =+ I8, (259,
wobei ¢ aus der Bedingung (39), + L aus der Gleichung

0 (y) =¥(e) =«
zu bestimmen sind. ;
Der absolute Betrag der auf diese Weise bestimmten Funktmn (44;)

erreicht seinen gréBten Wert im Intervalle (a, b) genau » mal dann und
nur dann, wenn
1 —1
c>1, 0—2'_ Cos : ~+ 6-2—- L1,
d. b. dann und nur dann, wenn
1<e<1+2Tg >
ist.
Liegt aber die Zahl ¢ in den eben angegebenen Grenzen, so findet

auf Grund des vorigen Paragraphen die Gleichung (44) wirklich statt.
In diesem Falle unterscheidet sich die zu y gehorende Funktion F(z)

von der Funktion
®,(v) = (v+1) S,(v),
wo

ist, nur um einen Zahlenfaktor.
Bezeichnen wir daher die nach wachsendem Werte geordneten Wur-

zeln der Gleichung

FO)(z) =
mit
) &, &gyt Eplyy
80 haben wir
c+41 ¢c—1
&= + §+——~—

Nimmt ¢
von 1 bis 1+ 2Tg’%
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zu, 80 nimmt ¢
von £ bis 4, = (1 + Tg’%)§‘+ Tg* = Tn

zu.

Wir bemerken noch, daf fiir z = §; die Funktion (44) der Funk-
tion (25) gleich ist.

Also, die Gleichung (44) findet danm und nur damnm stalt, wenn 2 n
einem der Intervalle

(&1 )'1): (&,, Ay), - ‘y (E,,_,‘, a—x)

liegt oder, was dasselbe besagt, dann und nwr dann, wenn

O (2) D (z Cos? ;- — Sin? 5’;;) <0
tst; mur fiir £ = §; ist
p=n+1;
ist aber 2 = 1,, so greift nicht die erste, sondern die vierte Voraussetzung
dieses Paragraphen Platz.
Liegt # im Intervalle (£, 1,), so gibt uns die Bedingung (39) zur Be-
stimmung von ¢ die Gleichung

2=5¢"ﬁ1§¢ o)
woraus
¢ = 2z—§ 41
§+1
folgt.

Liegt folglich z im Intervalle (§;, 4,), so ist
A+2'e g ((1+§‘) (@ ~—2) + g‘),

V= v sPe i+z
_ 49" e« |
A+ & |5PE!
Wir bemerken, daB
A<y,

ist, da sonst fiir # = 7, zwei verschiedene am wenigsten von Null in dem
Intervalle (g, b) abweichende Funktionen von Gestalt (1) existierten, unter
denen eine Funktion vorhanden wire, deren absoluter Betrag seinen gréBten
Wert im Intervalle (a,b) #»+ 1 mal erreicht, was unmoglich ist. RN

k)

§ 21.
Ebenso finden wir, daB der zweiten Voraussetzung die Funktion

. o2 —1—d

(45) y=+ LS, (=) o
entspricht, wobei die Zahl d aus der Bedingtng (39), + L aus der Glelehung
@(y) = P(e) = @ s B

zu bestimmen ist. £
16*
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Die Gleichung (45) ﬁndet dann und nur dann statt, wenn z in einem

der Intervalle

(815 M)s (P"s) )y * s (Buess M)
Uegt, wo

= (1 + T ) n— Tg* s,

ist oder, was dasselbe besagt, dann und nur dann, wenn

W (2) Y0 2 (Cos? 7= + Sin? ) < 0
é¢st; nur fiir # =7, ist die Funktion (45) der Funktion (25) gleich und

p=n+1;

ist aber #= p,, so greift nicht die zweite, sondern dle vierte Voraus-
setzung des vorigen Paragraphen Platz.
Liegt ferner z im Intervalle (u,, v,), So ist

y— U= g (Gome—d )

(1 —n)* 8 (ny) 1—z
L=0=9" .
A—n) | S¥@m)

Wir bemerken, daB, den Fall
n=2, x=1, 4, =p =0
ausgenommen, stets die Ungleichung
A<

gilt, da sonst dem Werte 2 = 1, zwei verschiedene am wenigsten von Null
in dem Intervalle (z,b) abweichende Funktionen von Gestalt (1) ent-
sprechen miiBten, was, den obgenannten Fall ausgenommen, unmoglich ist.

§ 22.
Die dritte Voraussetzung gibt

o
(46) y= m'gﬁ_1(“’) »

=% |
Die Gleichung (46) findet offenbar nur fiir

E=V, E=10, 2=, _,

statt, wo
47 Viy Vg ¥,

/-2
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die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung
& (@ —1) 8 _,()) —o

ax
bedeuten. .

§ 23.

Beachten wir, daB fiir
% nicht = » (mod. 2)

eine der Zahlen (47) gleich Null ist, so erhalten wir folgenden Satz.
Satz. Die Funktion

n—1—x

(—1 ¥ ("——%:—“) le

2""(n—1)(”_;_"—1)("_;"”“—2) oo 1)

Cos ((n—1) arc Cos z)

weicht im Intervalle (— 1, 1) fiir jeden gansen und posstiven Wert von x <n,
der der Kongruens
x=mn (mod. 2)
nicht gendigt, von Null weniger ab, als jede amdere ganse Funktion von z
von nicht hoherem als n*™ Grade, deren Koeffisient von x* gleich @ ist.
Der Faltor

n—1=—x

—n (=)
2”'1(n—1)(”—;+”—1>(”_;+"—-2) o (1)

st fir x =mn — 3 durch

1

2‘" —L(n 3 ’
fir #=n—1 durch
1
PYREY)
2u ersetzen.
§ 24.

Wir gehen zur Betrachtung der vierten Voraussetzung tber.
Greift diese Voraussetzung Platz, so besitzt die Gleichung

y =0

gy Tgy ***y Zy_y

aubBer den Wurzeln

noch eine Wurzel §.
Diese Wurzel muB einer der Ungleichungen

B<a=—1, f2b=1
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gentigen, da sonst in der Reihe (41) Zahlen von entgegengesetztem Vor-
geichen vorhanden wiiren.
Aus dem Vorhergehenden folgt, daB der Fall

B=a=—1
nur fir
G by, 8omlyy *ocy B=U,_ .,
der Fall
f=0b=1
nur fir
Bomdyy 2y -y sl _,
stattfinden kann.

In den beiden eben erwihnten Fillen werden Funktionen, die schon
oben betrachtet sind, als die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b)
abweichenden Funktionen von Gestalt (1) sich herausstellen.

Nehmen wir nun

>b=1
an. In diesem Falle wird der abeolute Betrag von y zuerst zunehmen, so
lange £ von b =1 bis § zunimmt, dann bei weiterem Zunehmen von z
erst bis zu Null abnehmen und dann unbegrenzt zunehmen.

Zugleich damit wird die Gleichung

(48) L’ — y’ o 0
auBer den s — 2 zweifachen Wurzeln

(49) Loy Zyy "y Ty
und den zwei einfachen

(60) am—1, b=1

‘noch die swei Wurzeln

p>p und 6>y
besitzen.
Ebenso besitzt die Gleichung (48) im Falle

f<am—1

suBer den Zahlen (49) und (50) noch die zwei Wurzeln

P3|

y<B uwd 4<y.
In beiden Fillen geniigt die Funktion y der Differentialgleichung

(61) Dy = (1-"@')(@'—7)(3—-3)3/:.

”l(z — p)l

Wir bemerken, daB Zolotareff in seinem Aufsatze p»Anwendung der
elliptischen Funktionen auf Fragen betreffend die am wenigsten und am
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meisten von Null abweichenden Funktionen® die Losung der Gleichung
(1) durch elliptische Funktionen ausgedriickt hat. Wir wollen uns aber
mit dieser Bemerkung begniigen.

§ 25.
Wir setzen
i=n
f(w)
f(—1) = W(z) = Z gzt
Nehmen wir dann
g>1

an, 8o haben wir zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktion W(z)

9oy 91y * " *y 9n
und der Zahlen
. . Tgy Tgy =y Ty_1s ﬁy 7 und J
die Gleichungen

(W(=1) =1,
W) =(-14 Wiz) =0,
W(wa) ==(—- 1)’ w’ (wa) -0,
(62) W( -1)-(—1)"" W'( _x)~0,
W) =(=1)r-1, W@ =0,
Wo) =(-1r (s e

Damit die vierte Voraussetzung Platz greife und auBerdem
>1
sei, ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichungen (52) eine solche
Losung zulassen, daB die Zahlen

(53) Tyy Tyy vy By_yy B
reell, endlich und den Ungleichungen
(64) —1<5<5< <2, <1<p .

geniigend ausfallen.

Mehr als eine solche Losung kénnen die Gleichungen (52) nicht zu-
lassen, da sonst mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter-
valle (4, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) existierte.

Wir wollen beweisen, daB, den Fall

n=2, x=1, Lh=v =y,
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ausgenommen, die Ungleichungen

A<y <<

stattfinden und daB, wenn e
Lh<sz<< v,

ist, die Gleichungen (52) eine solche Lasung zulassen, daB die Zahlen (53)

reell, endlich und den Ungleichungen (54 gentigend ausfallen,

Dazu bemerken wir, daB fiir ¢ = 2, die Gleichungen (52) eine Lj
besitzen, fiir die : icbungen (52) eine Lsung

W(2) = (— 1), (z Coa2 o — St ),

Zy= (1 + Tg’;’—")ACOB ":ls«{-Tg?i’-:—‘,

: (55) Zy= (1 + Tg’%) Cos ’.!.-.‘;::_3, + Tg’ig:’;{.

Za=(1+Tg'57) Cos 2 x4 Tg' %,

ist, and wollen nun unter

(56) By, gy -y Bu_y, B, ¥, 0 und W(z)

solche Funktionen von # (die letzte auch von z) verstehen, die den Glei-
chungen (52) geniigen und fiir s = 4, die Werte (55) haben.

Die Ableitungen nach # der auf diese Weise bestimmten Funktionen
in z (56) und der Funktion W'(x) wollen wir mit

82y, 02y, -+, 0%,_y, 0B, Oy, 80, SW(z), W'(x)

bezeichnen. ’

Differentiieren wir nun die Glejchungen (52) nach #, so erhalten wir
die Gleichungen

sW(—1)=0,

oW(z;) +W'x) 0z, =0, O W) +Wi'(z) o6z =0,
OW(z,) +W'(z) dz, =0, W) +Wis) oz, =0,
67) { W@, )+ W'(2,1)07, =0, W (@ s)+ W(2,1)0%,1=0,
SW(—1)=0,

SW(p) + W'(y)dy =0, OW'B) + W' (Bos=0,
SW(d) + W'(9)80 =0,

Fot0)(5) — Fy)(5) 82y —Fy(2) 0@ — - — F2,(9) 02, 1 = 0.
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Hier ist

F(z) = (2*—1) n (@—2,),
Fy(a) = o2
gesetzt.

Aus den Gleichungen (57) folgt, wenn wir die Gleichungen (52) be-
ricksichtigen,
OW(—1) = 0W(23) = 0W(zy) = =W(z, ) =W(1)=0
Daraus schlieBen wir, daB
(68) dW(z) = AF(x)
ist, wo A eine von z unabhéngige Zahl bedeutet und folglich, daB
(69) OW'(z) = AF'(z)
ist.

Ersetzen wir nun in den (leichungen (57)

W (), SW(3), OW'(z), W' (25), -+, OW (2,_4), W' (B)
durch die fir sie aus den Gleichungen (58) und (59) folgenden Werte
und suchen wir aus den auf diese Weise erhaltenen Gleichungen

ox,, 8z, -+, 02,_,, 08, 0y, 04,
zu bestimmen, so kommt

Az —1)
axj= - 'n%(xj “‘—ﬁj,

- _AFE
(60) 0= woe)
oy = A=
ng,(y —p)°
- A=

99 PG

Ersetzen wir aber in der letzten der Gleichungen (57)

0zy, Oy, -+, Oz, _,

durch ihre Werte (60) und suchen wir aus der auf dlese Wexse erhal——
tenen Gleichung A4 zu bestimmen, so kommt :

Aem— 1% F‘”“’(s)
=n—1
z%; & — ﬂ F(")(z)
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und ferner "y
( —_—
xi. — ﬁ F(’H-l) (Z)
6xj=z=n’ T .
&5 — F(")(z)
ics H—
(1) 0
ap=‘="_”14;f" : ((Z))F ® ,
T Fx W,/
=~ xl_ﬂ ] (ﬂ) (ﬁ)
(61) P e
y—8@
67)_1 =n—1_4 ’
U= g
F* ()
=12 x’ p
—111;(;;'4'7(“) e
66=1=n—1£
> 3 F(")(z)
=2 xl p - .
\ DN A 15

Wir bemerken, daB fiir jeden Wert von #, filr den die Werte der
Funktionen

{62) Ty, Tgy * ) Tp_1s B
reell, endlich und den Ungleichungen
{63) — 1<y <z < <z, ,<1Z$

genligend ausfallen, die Ungleichung

WF'® _ F@)
e WG
9

statthat, da die Koeffizienten der hochsten Potenzen von  in den Funktionen
7@

F'(z) und

positiv sind, und die Gleichungen
/ F'(£)=0 und W"(x)=0

fiir einen solchen Wert von z keine Wurzeln haben, die groBer oder
gleich g sind.

. Aus den Formeln (61) und auf Grund der eben gemachten Bemer-
kung und des Hilfssatzes 2 schlieBen wir, daB

(64) gy Ty ***y Ty_q, B, ¥ und &

stetige und mit z zunehmende Funktionen von z sein werden fiir jeden
Wert von £, fir den die Werte der Funktionen (62) reell, endlich und
den Ungleichungen (63) gentigend ausfallen.



Polynome, die moglichst wenig von Null abweichen. 243

Da die Gleichungen
Ti=Zjp17 Tp_1= 1,

wie aus den Gleichungen (52) ersichtlich, nicht statthaben kémnen, so
bleiben bei stetigem Zunehmen der Funktionen (62) die Ungleichungen (63)
immer richtig, wenn sie am Anfange des Zunehmens richtig waren.

Wenn also jedem im Intervalle (4,,0), wo o irgendeine Zahl groBer
als A, bedeutet, enthaltenen Werte von # ein endlicher Wert der Funk-
tion B entspricht, so werden die Funktionen (64) fiir 2 = ¢ reelle, end-
liche und mit ¢ zunehmende Funktionen von z sein; auBerdem werden
dann die Ungleichungen (63) statthaben und

, 8>1
sein.

Nehmen wir an, daB jedem im Intervalle (4,, u,) enthaltenen Werte
von # ein endlicher Wert von 8 entspreche, so wiirden wir auf Grund
des eben Ausgefiihrten zu dem Schlusse kommen, daB die fiir 2 =y, am
wenigsten von Null in dem Intervalle (a,d) abweichende Funktion von
Gestalt (1) eine von der Funktion (45) verschiedene Funktion sei, was
unmdglich ist.

Daher muf im Intervalle (4,4, eine von A, und g, verschiedene
Zahl g, vorhanden sein derart, daB jedem Werte von z, der im Intervalle
(4,;’e,) enthalten und von g, verschieden ist, ein endlicher Wert von g
entspricht, § aber unbegrenzt wéchst, wenn 2z zunehmend sich dem Grenz-
wert o, nihert.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB wenn z zunehmend sich dem
Grenzwerte g, néhert, dann

Tgy Xgy * vy Tpyy
zunehmend sich gewissen endlichen Grenzwerten nihern.
Folglich ndhern sich auch die Koeffizienten der Funktion

I=n—

1
W/
h(z) = ;{4;(;@"55 - !:2] (z— 1)

gewissen endlichen Grenzwerten, -wenn 2 zunehmend sich dem Grenz-
werte o, nihert.
Wir haben ferner

W(@) = ng, f (z— B h(z)dw + 1
(65) 1

== nqoka(x) dr —-nqoﬂfh(x) do + 1s ¢ ta ke
-1 -1
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Aus der Gleichung

Zq Xy
W(z,) =-nqoth(x) dz — nqoﬂfk(x) A2 + 1 em — 1

folgt
(86) go— :
np | h(@)dz —n | zh(z)dx
[z
und ferner
(67) 9B = 2

= .
» | h(x) dz—2 zh(x)dx
=g

Da die Gleichung
‘ h(x) =0
Lh<s<o

keine Wurzeln besitzt, die zwischen — 1 und =z, hegen, .o kﬁnnen wir
aus den Formeln (66) und (67) schlieBen, daB, wenn # zmmehimend sich
dem Grenzwerte o, nahert, g, sich dem Grenzwerte Null, g,8 sich; einem
gewissen endlichen Grenzwerte ndhert. -

Daher folgt aus Formel (65), daB gleichzeitig W (z) gegen eine
gewisse ganze Funktion von z von n—1%*™ Grade konvergiert und zwar
gleichmiBig fiir alle Werte von z im Intervalle (— 1, 1).

Da aber fiir jedes den Ungleichungen

2','< 4 < 9;‘
gentigende # der absolute Betrag von W(z) im Intervalle (— 1, 1) seinen
groBten Wert, der gleich 1 ist, genan nmal erreicht und
W(—1)=1
lim W(#) = (= 118, _, @).

=

far

o tew, Fe
-

ist, so ist

Zugleich ist natiirlich
—J

lim #, = Cos oL
=0
lim F() = (= 1) 5;_,(2),

und folglich muB g, einer der Zahlen (47) gleich seinj da aber die An-
zahl der Zahlen (47) der Anzahl der Intervalle
A1y 1) s (Rgytg)y + = *y (Aus ttn—)

gleich ist, so haben wir
0 = ;.
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Folglich ist in der Tat
L <y <u,
und die Gleichungen (52) lassen fiir
h<e<lw,
eine Losung zu, fiir die die Zahlen (53) reell, endlich und den Unglei-
chungen (54) geniigend ausfallen.

§ 26.
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen zeigen, daB, wenn

A't < z < vi’
oder, was dasselbe besagt, wenn

0 (5 Cos2

” d”((z’—-—l)S;__l(z))
S g ) ) dz® < O
tst, danm die vierte Vorwussetzung des § 20 Plate greift und

g>1
gst.

Nimmt auferdem ¢ von ; bis v, zu, so nehmen die x;

von (1+Tg )Cos” "+17z+Tg——~bzsCos: ‘;
B8 und y

wund endlich ¢

von 1 bis oo,

2 % b
von 1+ 2Tg?— bis oo
2u.
Hier sind wie frither mit
Ziy Zyy -y Xy
simtliche im Intervalle (a, b) gelegenen und nach wachsendem Werte ge-

ordneten Wurzeln der Gleichung (22) bezeichnet.
Ebenso finden wir, indem wir mit
LEVIRL PRI £
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung
y=0
bezeichnen, da, wenn 2 von i, bis v, zunimmi, dann r, fir j < n
von (1 + Tg? 5’—‘5) Cos —21‘:;:"_1 n + Tg 5, bis Cos—~ 2”(2—;:2;)—1 @,

7,

von (1+Tg )Cos n-{-Tg — bzs 00 .
Lunimmt.
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§ 27.
Durch ganz analoge Betrachtungen wie die in § 25 dargelegten,
konnen wir schlieBen, daB, wenn

<ol u,
oder, was dasselbe besagt, wenr
@ ((2*—1) 8]_, () .
—(——T—l— ) Y (z Cos? —2—“7; + Sin? g—%) <0

ist, dann die vierte Vorausseteung des § 20 Plate greift und
p<—1
ist.
Nimmt auperdem z von v, bis u, 2u, so nehmen die z,

n—3 . F 7 n—j b
von Cos - —7 = bis (1 +Tg22—;a) Cos —== —Tg’ -,
B und y von — oo bis — 1,

0 vom — oo bis—1—2Tg2§"—,

297 —

r, von — oo bis (1+Tg2 ”)Cos o n—Tg 577

und r; fir j>1
2n—25;4+1

2n— 2541 .
von Cos %—(—J:_j-;—')'—n bis (1 + Tg? 2—”7) Cos —ga ng’;?;

ou.*)

Kapitel IIL

§ 82,

Kennen wir die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab-
weichende Funktion von Gestalt (1), so ist es leicht folgende Aufgabe zu
16sen.

Aufgabe. Den groften Wert zu bestimmen, den der absolute Betrag einex
linearen Funktion o (h), gebildet aus den Koeffizienten einer ganzen Funktion
von nicht hoherem als n*™ Grade h(x) annehmen kann, wenn die Abweichung
der Funktion h(x) von Null in dem Intervalle (a,b) die gegebene positive

Zahl M wicht ibersteigt.
Losung. FEs sei y die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b)

¥) Die §§ 28—381 deren wesentlicher Inhalt in Beispielen besteht, lassen wir

weg‘ s- B. I
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abweichende Funktion von Gestalt (1), L thre Abweichung von Null in
demselben Intervalle, dann ist das gesuchte Mazimum gleich

M
i el
und entspricht der Funktion
h(z) = 5

In der Tat, wire fiir irgend eine ganze Funktion von nicht hSherem
als n*™ Grade g(z), deren Abweichung N von Null in dem Intervalle
(a, b) die Zahl M nicht iibersteigt,

lo@)| > % T lal,

go wiirde die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) der Funktion
von Gestalt (1)
[+4
0@ 9@
gleich "
o
. e V<3 SI
sein,
Daher kann das gesuchte Maximum nicht groBer sein als

4

M
TI“]:
und dieser Grenzwert von |w (k)| wird fiir die Funktion
h(r) =+

deren Abweichung vom Nullpunkte in dem Intervalle (a, b) gleich M ist,
erreicht.
Offenbar ist auch umgekehrt, wenn der groBte Wert von |w(h)| der

Funktion
: , , h(z) = g(x)
entspricht, die Funktion

25 9@

o

die am wenigsten von Null in dem Intervalle (4, b) abweichende Funktion

von Gestalt (1). i

{
“u

Es ist natiirlich nicht ndtig, hier Lo T

a=—1, bl
anzunehmen.,




248 . W. MAaRKOFF.

§ 33.
Auf Grund des vorigen Paragraphen und der Sitze der §§ 17 und 29,
schlieBen wir auf den folgenden Satz.
Satz. Ubersteigt die Abweichung von Null einer gamzen Funktion
Mo) = poa + et
von micht hiherem als n*™ Grade in dem Intervalle (—1, 1) nicht die Zahl
M, so ist
|p| L 2*-1 M, |p | S 2*-2 M,
D] L2°~%n M, |p] < 2°~4(n—1) M,
wnd fir ¢ > 1

7n-2i-1 . —_ =2 e (n—22
|p23|§2 nn—i—1)(n ”1 2) (n 2@-{—1)M,

21'—’:'-—’ —1 ——9 — B8} .. (H=—28Y M
| 41| £ o i)l(n e \’f)ﬁ

dabei kamn jede dieser Ungleichungen tatsichlich in eine Gleichumg tibergehen.

§ 34.

Aufgabe. Zu bestimmen ist der grifite Wert, den die Abweichung wvon
Null in irgend einem gegebenen Intervalle (a,b) der x** Ableitung h*)(z)
<iner ganzen Funktion h(x) von nicht hiherem als n*™ Grade haben kann,
wenn die Abweichung von Null in dem Intervalle (a,b) der Funktion h(x)
die gegebene positive Zahl M nicht iibersteigt¥).

L6sung. Wir nehmen zunichst

o=—1, b=1
an,

Fiir den groBten Wert, den eine Funktion ®(z) im Intervalle (a, b)
annehmen kann, wollen wir die Bezeichnung

max. ®(x)
einfithren.
Das gesuchte Maximum mge der Funktion
h(z) =y = f(2)

-entsprechen, und der absolute Betrag von y® moge dieses Maximum fiir
den im Intervalle (a, b) liegenden Wert

x =1 o

-erreichen.

*) Da die Zahl, die wir im Kapitel I mit Z bezeichneten, eine stetige Funktion
von 2z ist und folglich im Intervalle (— 1, 1) einen kleinsten Wert hat, so ist, wenn
wir die zu Anfang des § 12 gemachte Bemerkung und § 32 beriicksichtigen, die
Existenz des gesuchten Maximums offenbar. Ubrigens wird sie auch aus der Lusung
folgen, die wir hier geben.



Polynome, die moglichst wenig von Null abweichen. 249

Aus dem im § 32 Gesagten folgt, daB y eine am wenigsten von Null
in dem Intervalle (a,)) abweichende Funktion von Gestalt (1) sein mu8,

die dem Falle
o (®)=0oW(t), o=fU)

entspricht.
Folglich ist entweder

(68) y =+ MS,(2),

oder

(69) y=% MS, (),

oder

- 2z 1—¢

wo ¢ eine gewisse reelle Zahl groBer als 1 bedeutet, oder

2x—1—d

(71) y =+ U8, (=),

wo d eine gewisse reelle Zahl kleiner als —1 bedeutet, oder endlich
y= Mu,

wo
u=g(z)

eine ganze Funktion n*™ Grades bedeutet, deren absoluter Betrag im Inter-

valle (@, b) seinen groBten Wert, der gleich Eins ist, fiir genau » in

diesem Intervalle liegende Werte von z
p=a=—1<z, < <z,=b=1

erreicht, und wo iiberdies g(z) so beschaffen ist, daB die Zahlen
(=D'g(@), (—1)% =), - - (—1)9(z,)

simtlich von einem und demselben Vorzeichen sind.

Diese Funktion u gentigt der Differentialgleichung

(12) 1— = U220 o
wo die von z unabhiingigen und reellen Zahlen
B, y und 0.
von einem und demselben Vorzeichen sind und den Ungleichungen
1<|BI<]7]<]9]
geniigen.

Da fiir
. ¢e>1 wnd —1<52<1
_die Ungleichungen

22+1—c 2(x4-1)
c-i-1<1 —1= c+1 —1+4 eF1 <1

Mathematische Annalen. LXXVIIL 17
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stattheben, so gilt fiir

e>1, —1<2<L1
die Formel
lden 2ct1-—c .
e P

}s;;) (Eiit_c I<max | 8¢ ()|,

und folglich ist die Gleichung (70) unméoglich.
Ebenso finden wir, daB auch die Gleichung (71) unmbdglich ist.
Ferner ist es leicht einzusehen, daB, was auch fiir eine ganze nicht
negative Zahl x < n sei, die Gleichung
| 8(«)| = max. [ SP(z) |
fiir

und, falls

Z=—1 und z=1

<< n
ist, nur fiir diese Werte von x stattfindet
Wir haben in der Tat

8,(%) = =, 8/ (@) =1,
‘S(z) =222— 1, §)(2) =2z, Sy (z) = 2,
Sy(x) = 42°— 3z, 8 (x) =122 3, 8,"(x) =24z, S, (z)=24,

und unsere Behauptung findet folglich fiir

n=1,n=2 und n=3
statt.
Aus der Gleichung

Sin me — Sin (m—2)p = 2 Sin ¢ Cos (m—1)p

folgt aber, wenn wir
m Sin (m arc Cos x)
Sin arc Cos x

Sn(z) =
berticksichtigen, die (leichung

Su(@) 8, _y(@) 9(@)
m m—2

=28,.1(2).

Differentiieren wir diese Glelchung % — 1 mal, so erhalten wir nach
einfachen Umformungen die Glelchung

(73) 88 (2) = 5 8% o (@) + 2m 8P ().

Wir bemerken, daB fiir
m>3, O<x<m
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mindestens eine der Bedingungen

O0<x<m—2 oder O<—1<m—1
erfillt ist.
AuBerdem sind die Zahlen

8% (—1) und S%7°(1)
von einem und demselben Vorzeichen. Auch sind die Zahlen
8% ,(—1) und S¥P(—1)

von einem und demselben Vorzeichen.

Daher folgt aus Gleichung (73), daB wenn unsere Behauptung fiir
jedes n kleiner als m richtig ist, sie auch filr » = m richtig sein wird.

Da aber unsere Behauptung fiir #» << 4 wirklich richtig ist, so ist sie
damit vollstindig bewiésen.

Beriicksichtigen wir ferner die Gleichung

(@*—1) S¢+9(z) + 2x—1)x 8((2) — {#* = (x—1)*} S~ (),
go finden wir leicht, daB

218y (nf—2 2 (y—1)%
Sp(1) = 21 )1(ns 5 : (2,51‘-1) e,
nt(n:—1%) (n?—2%) ... {n?— (x—1)?)
1-8.6---@x—1)

SP(=1) = (=1
ist.
Folglich ist
max. | S¥(x) ! =
Der Ausdruck

nint—1%) (n—2% ... {n'— (x—1)}
1-8-6---(2x—1) )

ni(ni—1% (n'—29 . - | n2— (x— 1)}
1-.8-5---2x—1)

nimmt mit wachsendem » zu.
Daher ist

(@)] < max. | 8°(2)],
und folglich kann die Gleichung (69) nicht stattfinden.

Ehe wir weiter gehen, wollen wir folgenden algebraischen Hilfssat
beweisen.

Hilfssatz 3. FEs seien 4 und B positive Zahlen,

gy Qg * + 7y Ay, b17 b27 ) bc

max. | 8%

n-—1

reelle Zahlen, die den Ungleichungen N
bl<al<bg<a2<"'<b,<a/‘ .

-z %
i

gendigen.
17*
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Wir setzen
G@)= A@@—a)(z—ay) - (z—a),
H(z) =— B(@—b,) (x—by) --- (x—b,).
Geniigt 8 der Gleichung

G (2) =0,
so st
H"(2)
G < 0.

Beweis. Wir setzen

6@ _ ¢ ().

x-—-a;

_Nach der Lagrangeschen Formel haben wir

l=s -

H .
H(z) =2 7o) 6a) + CO®@),
=1

wo C eine konstante Zahl bedeutet, und folglich ist
I=s
H
HE) = 3 O
=1

Das Vorzeichen von H(a,) ist aber identisch mit dem Vorzeichen von

(— 1)'_ - 1}
das Vorzeichen von G'(g,) ist identisch mit dem Vorzeichen von

(___ l)a—l’
das Vorzeichen von G{”(z) ist nach Hilfssatz 2 identisch mit dem Vor-
zeichen von
G*+1(2).
Folglich ist
)
G(X +1)(z) ’

was zu beweisen war.
Aus dem bewiesenen Hilfssatze folgt, wie wir nebenbei bemerken, da8
die Wurzeln der Gleichungen .
GW(z)=0 und H®(z)=0
einander trennen.
Wir kehren zu unserer Aufgabe zurlick und nehmen

y=Mu, p>1
an.
In diesem Falle muB nach § 25 die Zahl ¢ in einem der Intervalle

Ay, ), (}m ;’2): oy Ry Vae)
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liegen, und eine der Funktionen
« oder —u

muB mit derjenigen Funktion von & zusammenfallen, in die die in § 25
definierte Funktion von # und #
Wz
fiir @
e=t
iibergeht.
Wir wenden uns daher zur Betrachtung dieser Funktion W(z), wobei
wir alle Bezeichnungen des § 25 beibehalten.
AuBerdem wollen wir, was auch fiir ganze und positive Zahlen I und s
sein mogen, die Ableitung von '
_dw@

WO(z) = 5,

nach # (genommen unter der Voraussetzung, daB  nicht von # abhiingt) mit
| SWOa),
die Ableitung s‘** Ordnung nach 2 von

= (422)..

(wobei berticksichtigt wird, daB die Koeffizienten der Funktion W(z)
von # abhingen) wie gewdhnlich mit

d'w)
az
bezeichnen.
Erinnern wir uns, daB nach dem im § 25 Bewiesenen
lim W(z) = (—=1)"-18,_,()

ist, so konnen wir auf Grund dessen, falls

2=,

ist,
W () = (1018, (2)

setzen.
Da die Derivierte

dWw®
V@ _ sW(s) + Wt (e) = AF(5) + Wet(g) m We+(s)

eine stetige Funktion von 2 ist, fiir jeden im Intervalle (4, v,) liegenden
Wert von z, so entspricht der gréBte Wert, den

W)
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annimmt, wenn 2z im Intervalle (1;, v,) variiert, entweder dem Werte
2=,

oder dem Werte
2=,

oder einem von 1, und v; verschiedenen Werte von z, fiir den

WE+D(g) =0
ist.
Wir wollen zeigen, daf im letzteren Falle

W ()]
nicht seinen groBten, sondern seinen kleinsten Wert im Intervalle (4,, »,)
erreicht. .
Wir nehmen also an, daB z verschieden von 4, und v, ist, und daB
Wt (z) =0
ist. \
Da im Falle x =n — 1 die Gleichung
WD) =nlg, =0
nur fiir # = v, = 0 statthat, so folgt aus unserer Annahme

x<n—1.
Wir haben

2 7 (%) 2+ 1)
d ?i’z’ @) - dW:z = OWOHI(g) + We+9 (5) = AF¢+Y (z) + We+9(5).

Hier ist
A = — : nqu‘”+1)(z) - "9 F(Z+1)(z) "% F(:+2)(z)
=n-—1 N l=n N (*
& —1pw, 2t —1 po), (@)
é&wt—ﬂ v (2) g__x;—-ﬂ r(2)
wobei
2, =—1, z,=1,
F(x) _ F@)
F(x) 1, Fn(x)_x_x7

ep(w)—Z”' =5 F(a) = 2(x,+ﬁ>F<x>+<ﬂ’ 1>25f°;

- 2 (o =) (o) + (2 +ﬁ>§ Fa) + <m—1>§ Fita)

l=n
——nF(@) + @+ HF @) + (1) > 2
gesetzt ist. -
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Wir setzen ferner
Il=n

05— 9 (),
I=1

(z—8) ¥(2) = 21(@).

1(2) = (z,— ) ¥(z) = F(x) = F' (%),
1(8) =0

Da

ist, so folgt
1@) = @=P)(@) = F (o) — 5 Fo),

29(2) = (5= B) w02 + wue=1(s) = Forn(s) — 1) pone) = Fews(e),
Fe+ 1)(2) — =1 ()

W(x)(z) = 2 — p
und ferner
(z4+1) — (zx=1)
B(e) = (2 4 B) Fo(3) + (1 1) Tl =290
= £=5 Fern) — =D yuongg),

Wir haben ferner
ngo (@ — ) F(z) = (2" — ) W'(z). -
Differentiieren wir diese Gleichung » + 1 mal, setzen wir in die auf
diese Weise erhaltene G(leichung
=2
ein, und beriicksichtigen wir, da
F(e) =0, Weth(g) =0
ist, 80 erhalten wir die Gleichung
ngy(e— ) F*+9(s) = (F — 1) W +0(e) + (x + 1)x WH(2),
aus der wir dann
ngy FO+(s) = =1 era(s) + LD oy

erhalten.
Folglich ist
(+1)
() — " F ()
AF#+1(g) RO
TR

it W(”+2)(z)+§’ii}p)—" wE

7 - ﬂ g — . E RIS
P—1 x(@—1) vV -
t—B  z—f FUFIy)
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und ferner
()
@) ETA - aFei() 4 e,
j:ﬁl W+ 5 E’;ilg_“_ W (z)
= — — A («+2
S oy g T ©
F—F t— B FurD,
1 Ve e
_ “W(x)(z) % + + (ﬁ2 1) F(x+l)(‘e) W(}')(z) '
B =1 21 V)
z—B z— B i+l
Da

g>1, x?<1
ist, s0 haben wir auf Grund von Hilfssatz 2

=

SH=trra

=1 x@—0) WV M) S m— >0
z2—§ g—f FEl  pE+Dy F@D () )
Beriicksichtigen wir aber, daB die Gleichung
Wix)=0
weder imagindre, noch gleiche Wurzeln besitzt, und daB
Weth(z) = 0
ist, so schlieBen wir auf Grund von Hilfssatz 2, daB
WD ()
. W(X)(z)
1st.
Wir bezeichnen mit
‘ Gyy Qg5 * 7y Ap_y
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung
F'(z) =0,

mit
bl) b37 ] bn—l
die ebenfalls nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung

v(z) = 0.
Aus der Gleichung

v F ()
(e—B)v(@) = F'(@) — Fio F@)
schlieBen wir, daB der Koeffizient von z*~* in der Funktion ¥(z) negativ

ist, das Vorzeichen von y(z) fiir (za.hlenmﬁ.Big) geniigend groBe (negative)
Werte von — x identisch mit dem Vorzeichen von

(=17
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das Vorzeichen von
o= 5025
identisch mit dem Vorzeichen von
(_ 1)7&—-1'
Folglich ist
<o <b<a, < - -<b,;<a,_;,

und da
dz—l F,_(f) _ ) _
(T2 ) = oy =0
ist, so folgt auf Grund von Hilfssatz 3
2"~ ()
m <0

Beriicksichtigen wir alle hier gemachten Bemerkungen, so schlieBen
wir aus der Formel (74), daB
aw(z)
dz?

von demselben Vorzeichen ist wie W(z), und daB daher im vorliegen-
den Falle | W®)(2)| nicht seinen groBten, sondern einen kleinsten Wert
im Intervalle (4, ;) erreicht.
Folglich entspricht der groBte Wert, den |W*)(¢)| erreicht, wenn 2z
im Intervalle (4, v;) variiert, einem der Werte
g=14, oder z=u,
Fiir 7 = 4, ist aber

| W (2)| = Cos”‘% .

S (li Cos? % — Sin? 217) ‘
— Cost 2.+ | B(E) | < max. | S9(a)],
fiir 2 =,
|WO@ | =87, @)
" Folglich ist die Annahme
y=Mu, B>1

< max. !Sf)(x) l .

unmoglich.
Ebenso finden wir, daB auch die Annahme
Y= -Mu: ﬂ <1
unmoglich ist.
Ist also
oa=—1, b=1, x<n—1,
so ist das gesuchte Maximum gleich
nim:—1Hn*—2%) ... (n*—(x— 12} M
1-3-5.--(2x—1)
y=+ MS,(x), t=+1
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Was den Fall .
a=—1, b=1, x=mn
betrifft, so folgt aus dem Satze des § 33, daB in diesem Falle das ge-
suchte Maximum gleich
nint — 1)t —2% . .« (nt— (x— 1)} M
1-8-6---02n—1) ’
y=4 M5, (),
und ¢ irgendeine im Intervalle (a, b) liegende Zahl ist.
Gehen wir dann (nach dem § 12) vom Falle
a=—1, b=1
zum Falle beliebiger a und b iiber, so erhalten wir folgenden Satz als
Antwort auf die in diesem Paragraphen gestellte Frage.

- Batz, Ubersteigt die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b)
einer gansen Funktion von nicht hoherem als n*™ Grade h(x) nicht die ge-
gebene positive Zahl M, so ibersteigt, was auch fiir eine ganse und positive
Zahl x <n sei, die Abweichung von Null threr x** Ableitung h¥)(z) in
demselben Intervalle nicht die Zahl

2%ntm?—1H(n*—2 . . (n*—(x—14 M
1-3-6.@x— 1) —a) ’

r-lpl =

und dieser Grenzwert wird fiir jede der Funktionen

W) = MS, (P50 70) wnd b= — M8, (254

b—a

und nur fir diese Funktionen erreicht.
Wir bemerken, daB dieser Satz fiir den Fall x = 1 von A. A. Markoff
im Aufsatze ,Uber ein Problem von D. J. Mendelejeff“ bewiesen ist.*)

*) Wir lassen den § 85 und den Anhang zum § 84 weg; der letate enthilt einen
anderen Beweie des Fundamentalsatzes des § 84 fiir die Félle x =1, x —= 2, » = n — 2,
*x=n—1 . S. B.
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