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Ober Polynome, die in einem gegebenen Intervalle moglichst 
wenig von Null abweichen. 

Von 

WLADIMIR MARKOFF. 

(libersetzt von Dr. J. GRossMA!llN) 

Vorwort von Serge Bernstein in Cbarkow. 

Die Abhandlung, die bier in deutscher Sprache erscheint, ist die 
.A.rbeit des friih verstorbenen Mathematikers W . .A. Markoff.*) Sie ist 
im Jahre 1892 in russischer Sprache erschienen (im Verlage der Akade
mie der Wissenschaften zu St. Petersburg), a.her auch in Ru.Bland wenig 
bekannt geworden. Sie enthiilt eine Vertiefung und W eiterbildung be
kannter Ideen von Tchebyscheff, und verdient, bei dem steigenden Inter
esse, das diese Ideen finden, und bei der Bedeutung ihrer Anwendungen, 
allgemein bekannt zu werden. Das wichtigste Resultat der vorliegenden 
Arbeit ist meiner Ansicht nach die A ufstellung einer exakten oberen Grenze 
filr die kte Ableitung eines Polynoms nten Grades in einem Intervalle, 
in dem der Betrag des Polynoms eine gegebene Grenze nicht iibersteigt. 
Die Beantwortung dieser Frage**) ist viel schwieriger, als man annehmen 
konnte, und hat Markoff zur Entwicklung mehrerer Hilfssatze von selb
standigem Interesse veranlaBt. 

Die vorliegende Ubersetzung ist an einigen Stellen dem Original 

*) Wla.dimir Andrejewitsch Markoff, geboren am 7. Mai 18U, ist am 18. Januar 
1897, fiinfundzwanzigjahrig, a.i;i. Schwindsucht gei:1torben . .Au&~r de~'.hier ~erlS:fentlichten 
Abhandlung, die er noch ala Student verfaJ3t hat, hat er noch zwei Ab~dlung~n 
iiber positiTe ternare qua.dratische Formen geschrieben, von denen die- eralie 1898 in 
den Communications de la Societe Mathema.tique de Charkow, die zweite erst nacli 
seinem Tode ale Magisterdisserta.tion (St. Petersburg 1897) erschienen ist. Er beweist 
unter a.nderem in diesen Arbeiten die Eisensteinschen .Formeln fiir die Klassenza.hl 
der positiven ternl\ren qua.dratischen Formen . 

.. ) Man vergleiche meine Note ,,Remarques sur l'inega.lit~ de W1adimir Markoff" 
(Commun. de la Soc. Math. de Cha.rkow 1913). 
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gegeniiber gekiirzt. Diese Kurzungen sind auf Wunsch der Annalenredak
tion vorgenommen und von dem Bruder des verstorbenen V erfassers, dem 
.Akademiker A. A. Markoff, in entgegenkommender Weise gepriift und gut

gehei.Ben worden. 

(1) 

Kapitel I. 

§ 1. 

W ir wollen hier Funktionen der einen V eranderlichen x von der Gestalt 

PoXn + P1Xn-l + · · · + Pn 

betrachten, wo n eine ganze positive Zahl bedeutet, 

Po, Pi, · · ·, Pn 

reelle Para.meter sind, die der Gleichung 

(2) «oPo + CXiP1 + · · · + «nPn =" 
gen iigen, · und 

«o, "1' · · ·, "n' " 
gegebene reelle Zahlen sind, von denen ct und mindestens noch eine der 
Zahlen a" nicht gleich Null sind. 

Solche Funktionen wollen wir Funktionen von Gestalt (1) nennen. 
Die lineare Funktion 

tXoPo + "1 P1 + · · · + anPn 

der Koeffizienten irgend einer ganzen Funktion von, ~ 

<l>(x) = P0xn + P1 xn-.t + · ·· +Pn 

von nicht hOherem als ntem Grade wollen wir mit 

bezeichnen. 
m(ct>) 

Den groBten Wert, rlen der absolute Betrag einer Funktion 'P(x) von 
Gestalt (1) annimmt, wenn x ein Intervall*) (a, b) von a bis b >a durch
lauft, wollen wir die A.bweichung der Funktion 'P (x) von Null in dem 
lntervalle (a, b) nennen. 

. Diejenigen der Funktionen von Gestalt (1), denen der kleinste Wert 
der Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) entspricht, wollen wir 
die am wenigsten von Null in dem lntervalle (a, b) abU'eichenden Funk
tionen von Gestalt (1) nennen. **) · 

*) Alle Intervalle, von dene11 die Rede sein wird, sind a.ls die Grenzpnnkte ein• 
schlie.6end angenommen. 

**) Die Existenz mindestens einer solchen Funktion ist evident. 
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§ 2. 
Hilfssatz. Es sei, 

y = f(x) 

eine Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in dem lnter
valle (a, b ), es seien 

(3) Xu x 2, • • ·, X11 

samlliche voneinander verschiedcne W urzeln der Gleichung 

L2- y" == o, 
die im Iniervalle (a, b) liegen. 

Ist y eine am wenigsten von Null in dem lntervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt ( 1 ), so gibt es keine ganze Funktion von x von nicht 
hoherem als n~111 Grade g(x) derart, da{J 

ro(g) = 0 

ist, und zugleich die Produkte 

g(x1)f(x1), g(a'ri)f(x2), · · ·, g(xp)f(xp) 

samtlich negativ ausfallen. 
Gibt es umgekehrt keine solche Funktion g(x), so ist y eine am wenigsten 

von NUil in dem lntervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1). 
Beweis. Gibt es eine solche Funktion g(x), dann ist in dem Inter

valle (a, b) die Abweichung von Null der Funktion 

Y1 ='!I+ Qg(x), 

die zu den :Funktionen von Gestalt (1) gehOrt, bei genugend kleinem 
positiven Werte der Zahl Q kleiner als L. 

In der Tat, betrachten wir die Di:fferenz 

L2 - Yi 2 = L2- y2 - 2 QYg(x) - Q2g2(x). 
Da 

f(x1) g(x1) < 0 l = 1, 2, .. ·,p 

ist, so kann man eine hinreichend kleine positive Zahl d' finden, derart, 
da.B keines der Intervalle 

(4) (x1 -d', x1 +d'), (x2 -d', x9 +d'), · ··, (xp-d', x11 +d') 

W urzeln der Gleichung 
yg(x) = 0 

en th alt. 
Bezeichnen wir mit M, µ, N und v positive Zahlen, die den Be-

dingungen ·.·_~_,,_.::~:::: 

' innerhalb der Intervalle ( 4) i . . 
t~<M) -

- 2 y g ( z) > µ ... : ..... : .. 
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j 2y g(x) I + g2(x) < N,} innerhalb des Intervalls (a, b), 
L2- y2 > v aber auBerhalb der Intervalle (4)*) 

genugen, und sei Q kleiner als jede der Zahlen 

1 I" v 
'M' N. 

Alsdann ist innerhalb des Intervalles (a, b ), aber au.Berhalb der Inter
valle (4) 

L2 - "' 2 > v - _!_ N = 0 
.'.11 N ' 

innerhalb der Intervalle ( 4) 

L9
- y1 t > Q (µ, - ; M) = 0, 

und folglich ist die Abweichung von y1 von Null in dem Intervalle (a, b) 
kleiner als L. 

W enn ab er keine solche Funktion g ( x) existiert, dann ist die Differenz 
zwischen einer jeden Funktion von Gestalt (1) und y fiir mindestens eine 
der Zahlen (3) von nicht entgegengesetztem Vorzeichen mit y, und folg
lich ist die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) einer jeden 
Funktion von Gestalt (1) nicht kleiner als L. 

§ 3. 
Satz 1. Es sei 

Y = f'(x) 

eine Fu..nktion von Gestalt ( 1), die nicht gleiclt- !f_ ·~~, ~: 1 'ihre Abweichung 
von Null in dem lnterualle (a b) es s&ien-·~: : cc,, : \. ·r '" l · • .. l .i;.· ' ' . . 

X11 X2, • • •, X'1' 

samtliche in dem Intervalle (a, b) gelegenen und nach wachsendem W erte 
geordneten voneinander verschiedenen W urzeln der Gleichung 

(5) 
Es werde ferner 

l=p i=p 

(6) F(x) = f[Cx-x1) = ~Q,xP-t 
Z=l i=O 

und 

(7) 

gesetst. 

R(x) = F(x) 
l x-x,' l = 1, 2, ... , p 

:fl) Den absoluten Betrag irgend einer Zahl r bezefohnen wir mit I r I· 
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1st y eine am wenigsten von Ntill in dem Interv<ille (a, b) abweichend6 
Funktion von Gestalt (1), so gibt es unter den Zahkn 

(8) ro(F1)(-l)1f(x1), ro(F1)(-l)'f(x1), · • ·, w(Fp)(-l'ff(xp) 

keine ewei von entgeg'engesetdem V0rzeichen. Im Falle 

ist au{Jerdem 
(9) 

p<n+l 

ro(F1/J) = 0, 

was auch fur eine ganze Funktion von nicht hiiherem <ils ( n - p )"'" Grade 
1/J ( x) sein mag. 

Gibt es umgekehrt in der Reihe (8) keine ewei ZaJilen von entgegen
gesetdem V orHeichen, und findet au{Jerdem, im Falle p < n + 1, die Gleickung 
(9) fur jede ganze Funktion von riicht hoherem als (n - p)~ Grade 1/J (x) 
statt, so ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) a:b
weichende Funktion von Gestalt ( 1 ). 

Beweis. Wir bemerken vor allem, daB 

pS.n+l 

ist, da y keine Konstante sein kann, und jede im Intervalle (a, b) gelegene 
und von a und b verschiedene Wurzel der Gleichung (5) von gerader Viel
fachheit sein mutt 

Ferner haben wir nach der Lagrangeschen Formel, was auch fur 
eine ganze Funktion von nicht hoherem als ntem Grade g(x) sein me.g, 

(10) 
l=p 

""' g (X1) 
g(x) = AF(x) R(x) + ~ F' (Xz) F,(x), 

1=1 

wo A eine konstante Zahl bedeutet, und R(x) im Falle p < n + 1 eine 
ganze Funktion von nicht hoherem als n - p'0m Grade ist; im Falle 
p =- n + 1 ist 

R(x) = 0. 
A.us (10) folgt 

~ U(X1) 
(11) ro(g) =-= Am(FR) + -67 F (x,) ro(F,). 

·. 
Findet, im Falle p < n + 1, die Gleichung (9) nicht fiir jede g~ 

Funktion von nicht hOherem ala n - pt.em Grade 1/J(x) statt, sa kann m.&11 
eine Funktion R(x) so auswahlen, rdaB 

w(FR) "< 0 
wird, und dann, indem wir 

g(xi) = - f(xJ, 
Mathematilohe Annalen. LXXVU. 

.. , .... -

·.J·.~)1 '2.1 V·. "1 ~ 
16 
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setzen, die Zahl A so bestimmen, da.B 

w(g) = 0 

wird, und folglich kann nach dem Hilfssatz des § 2 y ni~ht eine am wenigsten 
von Null in dem Intervalle (a, b) abweicliende Funktion von Gestalt (1) sein. 

Ist also y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab
weichende Funktion von Gestalt (1), und ist p < n + 1, so findet die 
Gleichung (9) fiir jede ganze Funktion von nicht hOherem als (n - p )tem 
Grade 1/J(x) statt. 

W enn also y eine am wenigsten von Null in dem Interval.le (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt ( 1) ist, so geht Formel (11) in 
-. \' . 

(~~1 
llber. 

Beriicksichtigen wir a.her die Gleichung 

m=Z-1 m=p 

F'(x,) = (- l)P-l rr (x,-xm). rr (xm -x,), 
m=1 in=!+1 

so folgt, daB wenn es in der Reihe (8) Zahlen von entgegengesetztem 
V orzeichen gibt, der Gleichung 

(13) fX) (g) = 0 

zugleich mit den Ungleichungen 

(14) g(x1)f(x1) < O, g(x1) f(x2) < 0, · · ·, g(xp) f(xp) < 0 

Genttge geleistet werden kanh, und folglich, nach dem Hilfssatz des § 2, y 
~ic!J.t. ejpe am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt (1) sein kann. 
· Gibt es, dagegen in der Reihe (8) keine zwei Zablen von entgegen
gesetztem Vorzeichen, und finde~ auBerdem, im Falle p < n + 1, die Glei:: 
chung (9) fur jede ganze Funktion von nicht hoherem als n - ptem Grade 
f/J(x) statt; so kann nicht <ler Gleichung (13) und zugleich den Unglei
chungen (14) Genuge geleistet werden, und folglich ist y nach Hilfssatz des 
§ 2 eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt (1 ). 

§ 4. 

Betzen wir in Gleichung (9) nacheinander 

1/J(x) = xn-p, t/J(x) = a;n-p-l, .... , t/J(x) = 1, 

~o· ethalten wir ans Gleichung (9)- clie ihr aquivalenten Gleichungen 
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Ql + ... + <XI' Q,,, """' 0' 
Ql + ... + «p+l Q, =- 0 1 

"n-p Qo + "n-P+l Ql + · · · + a,.Q_, =- 0. 

Wir bemerken noch, daB wenn y eine &m wenigeten von Null hi 
dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) ist, c.o(<I>), wie 
aus Formel (12) ersichtlich, in der Gestalt 

l=p 

ro ( <t>) -=-~ q Q> (x,) 
l=l 

"dsrgestellt warden kann, wo die Zahlen Cu C.,, · · ·, OP nicht von Q>(x) 
abhangen, und die Reihe 

Otf(x1), C.J(x2), • • ·, C,,f(x,) 

keine zwei Za.hlen mit entgegengesetztem V orzeichen enthalt. 
Daraus folgt, daB wenn 

ro(<f>) nicht = an <l>(e) 

ist, wo e irgend eine im Intervalle (a, b) gelegene Zahl bedeutet, so wird 
das Maximum des absoluten Betra.ges einer jeden am wenigsten von Null iri 
dem Intervalle (a, b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) nicht weniger 
als zweimal im Interva.lle (a, b) erreicht. 

1st aber 
ro(<t>) = a,, <l>(z), 

und liegt z im lntervalle (a, b), dann ist offenbar jede Funktion von Ge

stalt (1), deren Abweichung von Null in dem lntervaUe (a, b) gleich ! ~ \ 
ist, und nur eine so"lche, eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
(l,bweichen<le Funkti<m von Gestalt ( 1 ). 

In diesem Falle ist «n offenbar nicht gleich Null. 

§ 5. 

Satz 2. Gibt es mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter• 
vaUe (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1), so kann man unter den 
am wenigsten von Null in dem lntervalle (a, b) a:bweichenden Funktione», 
~pn Gestalt ( 1) eim fon<len, deren abso"luter Beflrag im Intervalle (a, b) 
~einen gro{Jten Wert fur nicht mehr als µ, Werte von x erreicht, wo ... ! :i~-

i< • 

n + 2 .:··t f,~~~ µ, = · 2-- fiir n gerade, 

.. . lj ' :· . ,.11 

16• 
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ist. Ist die Anzahl dieser Werle von x gleich µ, so sind bei gcradem n die 
beiden Zahlen a und b unter Omen enthalten, bei ungeradem n mindestens 
eine dieser Zahlen. 

Beweis. Es sei y eine am wenigsten von Null in dem Intervall (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1), L ihre A bweichung von Null in 
dem Jntervalle (a, b ), 

(15) x1' x2 , • • ·, xP 

samtliche in dem lntervalle (a, b) gelegenen und voneinander verschiedenen 
W urzeln der Gleichung 

L 2 -y"= 0. 

Es ~ei 'YJ eine· andere . a.m wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab
weichende Funktion von Gestalt (1). 

Bezeichnen wir die Differenz 

'YJ-'!I 

mit v(x). Dann konnen nicht mehr als µ, der Zahlen (15) der Gleichung 

(16) v(x) = 0 

geniigen, und wenn genau µ der Zahlen (15) der Gleichung (16) genugen, 
dann sind bei geradem n die beiden Zahlen a und b unter diesen µ, Zahlen 
enthalten, bei ungeradem n mindestens eine dieser Zahlen. 

In der Tat, jede der Zahlen (15), die von a und b verschieden ist 
und der Gleichung (16) geniigt, mu.B eine Wurzel von gerader Vielfach
heit fur diese Gleichung sein. 

Da 
_ m(v) = m('f}) - m(y) = 0 

ist, so wird die Funktion 

w(x) == y + ~ v(x) 

eine Funktion von Gestalt (1) sein, walchen Wert die Zahl Q auch haben mag. 
Setzen wir aber 

0<(><1, 

so findet dann fiir jeden Wert von x, der der Gleichung (16) nicht geniigt, 
mindestens eine der Ungleichungen 

statt. 
w9(x) < yt oder wll(x) < r/' 

Daher ist der absolute Betrag von w(x), fiir alle im Intervalle (a, b) 
gelegenen und der Gleichung (16) nicht geniigenden Werte von x, kleiner 

"als L. Fur die Werte von x, die der Gleichu.ng (16) geniigen, ist 

w(x) =y = 'YJ· 

Da nun unter diesen letzteren W erten von x nicht mehr als µ der Zahlen 
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(15) enthalten sind, so erreicht der absolute Betra.g von w(x) seinen 
gro.Bten Betrag L nicht mehr a.ls fiir µ. W erte von x. 

Erreicht ferner der absolute Betrag von w(x) den Wert L fttr genau µ. 
im Intervalle (a, b) gelegene W erte von x, so sind unter diesen µ, W erten 
von x beide Zahlen a und b enthalten bei geradem n, mindestens eine 
dieser Zahlen bei ungeradem n. 

§ 7.*) 

Gehen wir iiber zu dem Falle 

ro(<l>)-= <l><")(z) == (d"<l>~x)) ' 
da; :i=• 

wo " eine ganze positive Zahl < n, z eine gegebene Zahl bedeutet. In diesem 
Fe.He geht die Gleichung (9) in 

(17) 

iiber. 

d" (Fez) 1/J cz)) =-= 0 dz" 

Entwickeln wir diese kte Ableitung des Produktee zweier Funktionen 
nach der Leibnizschen Formal, so erhalten wir 

(18) FC")(e) 1/J(1) + ; F<x-l)(z)l/J'(s) + · · · + F(z) w<")(s) - 0. 

Da die Zahlen 
1/J(z), 1/J'(z), · · ·, tjJ(n-p)(z) 

ganz willkiirlich sind, so besagt die Gleichung ( 18), da.B fiir 

x<n-p 
notwendig 

F<">(z)-= F<x- 1)(z) = · · · = F(z) = O, 
ftlr 

">n-p 
notwendig 

sein mu.B. 
Wir bemerken noch, da.6 im Fa.Ile 

p < n, "> n- p 
die Reihe 

"' " - 1, · · ·, x - n + p 

mindestens zwei positiV'e Zahlen enthalt, die nicht gro.Ber ale p sind .. u:~. 
Fande also bei p < n die Gleichung (1 7) fiir jede gan~e· Funkti~~ 

.... 4' ...... : 

")·Im § 6 i1t aueffihrlich der Fa.11 n =- 2 untereucht, und sind einlge:;lf4'6i·· 
fiir n == 3, n = 4. betracbtet. Die Formel (17) entspricht der Formel ·(4:4.}:'uea :i)ii.;. 
gins.ls usw. , ..: .:-.:.! · -:~.~ • .. · 
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:von nicht hOherem als ( n - p )tem Grade 1/J (x) statt, so wiirde entweder der 
Grad von F(x) kleiner a.ls p - 1 sein, oder aber die Gleichung 

F(x) = 0 
wiirde imaginare oder gleiche W urzeln besitzen. 

Ist daher 
ro(<t>) = <PM(z), 0 < x < n, 

so muB der absolute Betrag einer jeden am wenigeten von Null in dem 
Intervelle (a, b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen gro.Bten 
Wert im lnterva.lle (a, b) fur mindestens n W erte von x in diesem Inter
valle erreichen. 

Ist 
§ 8. 

ro(<l>)°= <t><n>(z) = n! P0*), p < n + 1, 
so geht die Gleichung (9) bei 

in 

fiber, was unmoglich ist. 
lst daher 

1/J(x) = xn-p 

a:" ( F(z) ~n - P) -----a:zn-- = n! = 0 

ro(ct>) = <t><11)(z), 
so erreicht der absolute Betrag einer jeden am wenigsten von Null in dem 
Intervalle (a, b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen gro.Bten 
Wert im Intervalle (a, b) fiir mindestens n + 1 W erte von x in diesem 
Interva.lle. 

Dasselbe gilt fiir den Fall, de.8 \S~L; ... 

ro(<l>) = .<t>(e} :,·~~ ,<·;:.- ~'.-· .. 
iat, wo z irgend eine nicht im Interve.Ue (a, b) gelegene Zahl bedeutet. 
(Von dem Falle, daB 

ro (ct>) = <1> (z) 
ist und e im Interv8.lle (a, b) liegt, war schon in § 4 die Rede.) 

In der Tat, in diesem Falle lautet Gleichung (9) 

F(z) t/J(z) = 0, 
und da l/J(z) willkiirlich ist, muB 

F(z) ~ 0 
sein. 

Das ist aber unmoglich, da a.lle W urzeln der Gleichung 

F(x)-0 
im Intervalle (a, b) liegen. 

*) Mit n ! bezeichnen wir das Produkt 1 · 2 · · • n. 
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Aus Satz 2 folgt, da.B in den beiden Fallen, von denen in diesem 
Paragraphen die Rede war, nur eine einzige am wenigsten von Null in 
dem lntervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1.) e:x:i~tiert. 

§ 9. 
Aus dem in §§ 7 und 8 Gesagten und aus Satz 2 folgt, da.6 wenn ' 

ro(<t>) = <t>(Y.)(z), O<x<n 

und n ~ 3 ist, nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem lnter
valle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt ( 1) existieren kann. 

Ist n = 1, so ist " - 1 = n, und aus § 8 folgt dann, daB in diesem 
Falle nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt ( 1) existieren kann. 
- Dasselbe gilt fiir den Fall, daB n = x = 2 ist. 

Ferner folgt aus Satz 2, daB im Falle n = 2, " = 1 nicht mehr als 
eine a.m wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Fnnk
tion von Gestalt (1) e:x:istieren kann, falls nicbt die Gleichung 

m((x-a)(x-b)) = 2~ - a- b = 0 

sta.ttfindet, d. h. falls nicht 

ist. 
Ist aber n = 2, x == 1 und s =at b, so gibt es (wie in § 6 gezeigt. 

ist) in der Tat unendlich viele am wenigsten von Null jn dem Inter
valle (a, b) abweichende Funktionen von Gestalt (1). 

§ 10. 

Ebe wir weiter gehen, schicken wir zwei einfache algebraische Hilfs
sii.tze voraus. 

Hi Ifs s a. t z 1. Besit$t die Glei.chwng 

(19) G(x) = x' + Alxa- 1 + ... + .A,_1X +A,=-= 0, 
wo s irgendeine positive und ganze Zahl, bedeuUt, keiM imaginiiren W ureeln, 
so findet bei jed,em ganzen und positWelt Werle oon " ~ s die Ung"leichung 

(GJ..7t)(x))1- acx-l)(x) (}l.1t+l)(x) > 0 

fur alle reellen Werle von x mit .Au.makme der WUri'eln der -"Gl.eichung· (19) 
.Von hOherer als -x,ter Vielfachheit statt. Fw-diese- A~iltstiJertei von·~ic ~ 
die Ungkichung in eine Gkichung Uber. , ·.:·-~. 

§ 11: 
Hilfssatz 2. Es seien samtliche Wureeln der Gleickung ~- · 

(20) G(x) = X' + .A1 x'- 1 + ... +A,= 0,. 
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die wir mit 
x11 Xu · · ·, x, 

bezeicknen, reell, es sei z eine W ur.zel der Gleichung 

GM(x) = 0, 

wo " irgendeine ganze nicht negative Zahl < s ist und es werde 

G,(x) = G(x) l = 1, 2, · · ·, s 
x-a:, 

geset.zt; dann gibt es in der Reihe 

(21) Gi">(z), G<(J(e), ... , G~x>(e), G<11 +1>(e) 
keine ewei Zahlen von entgegengesetztem V oreeichen. 

Zah"len aus der Rei,he (21) konnen n·ur dann gkich Null sein, wenn e 
eine Wu.-eel der G'leichwng (20) von hiiherer als x•r Vielfalhheit ist. (Ist s 
eine"~urzel der Gleichung (20) von hOherer als "+ tter- Vielfachheit, so 
sihd. simtliche Zahlen der Reihe (21) offenbar gleich Null.)*). '< -~ -.,_ 

Kapitel II. 
§ 13. 

Wir setzen nun, was die Allgemeinheit nicht beeintrachtigt, 

a=-1, b=l 

und beschranken uns auf den Fall, da.B 
ro ( <1>) = <t><Y.) (z) 

ist, wo " irgend eine ganze nicht negative Zahl ,:::;: n bedeutet. 
Wir schlieBeu die beiden Falle: 

1) " :::c: 0 und e im lntervalle (a, b) gelegen; 
a+b 2) n = 2, " - 1, g = --2 - == 0 

a.us der Betrachtung a.us. 
Aus dem V orhergehenden folgt, da..B in dem Falle, den wir jetzt be

tra.chten, nur eine einzige am ·wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
a.h~eichende Funktion von Gestalt (1) existiert. 

Wir bezeichnen diese Funktion mit 

y = f(x), 
ihre Abweichung von Null im Intervalle (a, b) mit L, die im Intervalle (a, b) 
gelegenen W urzeln der G leichung 

(22) L 2 -y"= O, 

*) Wir la.seen die einfa.chen Beweise d.ieser zwei Satze weg. 
[n § 12 wird gezeigt, ·de.a der Fall, wo a und b beliebige Zahlen aind, sich 

Ieicht zuf den Fall a c:::: - 1, b = 1 zuriickfiihren UU3t. Die Numerierung der Formeln 
ist bier wieder entsprecbend geil.ndert. 
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die wir nach wachsendem W erte ordnen, mit 

X11 x,, · • ·, x,. 
Da im Fa.lle x > 0 keine Funktion von Gestalt (1) eine Konstant& 

sein kann, so folgt aus dem V orhergehenden, da.6 im Falle x > 0 nur zwei 
VorallSsetzungen hinsichtlich p gemacht warden k:onnen, 

p == n + 1 oder p = n. 

Was den Fall " - 0 hetrifft, so ist, wie wir spiter sehen werden, in 
diesem Falle 

p=n+l. 

1st nun p =- n + 1, so muB y der Dift'erentia.lgleiehung 

(23) 

genttgen, da jede Wurzel der Gleichung (22), die im Interva.lle (a, b) geo
legen und von a und b verschieden ist, eine Wurzel gerader Vielfachheit 
sein mu.6. 

A.us Gleiehung (23) folgt 

(24) y = ± LS,.(x), 
WO 

S,.(x) ..... Cos (narc Cos x) 
ist. 

Die Funktion (24) ist in der Tat eine ga.nze Funktion und ihr abso
luter Betra.g erreicht im Intervalle (a, b) seinen gro.6ten Wert L fttr 
genau n + 1 W erte von x, und zwa.r fttr 

.&1 = - 1 ..... Cos ~ n .tr n = Cos !:_ - t n 
n ' " n ' · · ·, 

C n-Z+ 1 
-6'1 = OS n · · · 

n ' ' 

1 0 
.& .. =-Cos -;an, '8-n+l = 1 =Cos ,;-n. 

Da y eine Funktion von Gestalt (1) sein soil, so mu.B 

eein. 

Wir haben somit, falls p .... n + 1 ist, 

(25) y = s~~(z) S,.(x), 
·_.. L .t.~;J 

.·: l. :: :!.~!;; ·:.·~~:;,:. 

L=-1-" I. sfx><z) I 



226 w. M.ARKOFJ'. 

§ 14. 

Ist " =- n, so folgt aus dem Vorhergehenden p = n + 1, und de.her 

ist bei " =- n 

(26) - _a_S t'x) Y - 2n - 1 1 oi \ ' n. 

Es ist leicht zu sehen, daB in diesem Falla die Glieder der zur 
Funktion (26) gehorenden Reihe (8) samtlich von einem und demselben 
V orzeichen sind. 

In der Tat, es wird sich dann um die Reihe 

. \ ~-~ . .. . \ . 
. i n ! (- 1)"+ 1 _« - S (~ ), ·..: . : " ' .. ·· · ~- ' 

211-lnl n n+l , ~!:~· ..... '.-

handeln, und da. 

811 (~1) =Cos (n- l + 1)~ = (- t)n-1+1 

ist, so sind samtliche Glieder der Reihe gleich 

(- l)n+l _a_. 
2n-1 

Da.raus folgt der folgende Satz von Tschebyscheff. 
·· Satz: Die FunktWn 

'i"e__ 1 Cos (narc Cos x) 

weicht von Null in dem Intervalle (- 1, 1) weniger ab, als jede andere ganze 
Funkti<>n ntm Grades von x, deren Koeffizient von :1!' gleich ~ ·ist. 

§ 15. 

Die zur Funktio~ (25) gehorenden Funktionen ( 6) und (7) lauten jetzt 

F(x) = (x 1 -1)S~(x) 
2n- l n ' 

F (x) = (x'-1) S~(~) 
l 2n-1n(x-"6',)' 

und folglich geht die zur Funktion (25) gehOrende Reihe (8), nachdem 
wir il1l'e Glieder samitlich durch 

(- 1)~+1 « 

211
-

1 n s~Y.) (z) 
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dividiert haben, in 

<l" (<•'-: _~> s~ (~)) 
.r-&1 (27) ---d.,,- -

d" ((•'_-:-_ ~) ~~ (•)) ·-•, ··--· d ... --

ilher. 
Nach Satz 1 kanu die Gleichung (25) dann und nur dann statttinden, 

wenn es in der Reihe (27) keine zwei Zablen von entgegeugesetztem Vor
zeichen gibt. 

Filr " - 0 geht die Reihe (27) in 

(28) c11 - 1) s~ (1) 
---,-=- &~+1 

ilber, und da s nach Voraussetzung im Falle " - 0 nicht im Intervalle 
(a, b) liegt, so sind die Glieder der Reihe (28) siimtlich von einem und 
demselben Vorzeichen. 

1st also 
w(<I>) - <l>(s) 

und Uegt s nicht im Intervalle (a, b), so ist 

y = s,~I) S,.(x), 

L =I IX I. 
S,.(e) l 

§ 16. 

Wir schlie.6en die eben betrachteten Falle " - 0 und " - n nunmehr 
aus der Betrachtung aus, und nehmen im folgenden 

O<x<n 
an. 

Wir bezeichnen mit 
tu bti · • ·, b11-x+1 

die nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der Gleichung 

(29) Si•+ 1>(x) - O, 
mit <1>,.(x) die Funktion 

(a:'- t) S~(a:)_ = (x + 1) 8' (x). 
a:--& .. +1 .. 

Es ·ist leicht zu sehen, da8 fflr "< n - 1 die Wurzeln der Gleiehung 

(30) <l>~>(x) .... (x+ l)S!,"+ 1>(x) + xS~•>(x) == 0 
und die Wurzeln der Gleichung (29) einander trennen. 

In der Tat, das Vorzeichen von <l>!:'l(x) ist filr (zahlenmii..Big) genft.gend 
gro.8e negative W erte von x identisch mit dem V orzeichen von 

(-1)11-•, 
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fi1r x -= bi identisch mit dem V orzeichen von 

(- J)n-x-1
1 

da 
<I>~)(;,) = x S~">(;,), 

das Vorzeichen von S~)(x) fiir (zahlenma.Big) genugend gro.6e Werte 
von x identisch mit dem Vorzeichen von 

ist und die Gleich ung 
s;:)(x) = 0 

genau l Wurzeln besitzt, die kleiner als ~1 sind. 
Ebenso fin den wir, ind em wir mit 'I'" ( x) die Funktion 

. . (:x:'-;:l!~(x) = (x-l)S~(x) 
1 

bezeichnen, da6 ftlr " < n - 1 die W urzeln der Gleichung 

(31) 'l'~>(x) =- (x-1) S~"+ 1>(x) + "S!">(x) = O 
und die W urzeln der Gleichung (29) einander trennen. 

Wir bezeichnen mit 
(32) ~1' ;2, · · ·, ~n-ie • 

die nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der G leichung (30), . Diit 

(33) 'YJ1' 'YJ2, ·' ·, 'Y/n-x 

die ebenfalls nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der Gleichnng (31 ). 
N ach Bewiesenem ist fur " < n - 1 

;1 < ~1 < ~2 < b2 <' · '< ~n-x-1 < ~11-x-l < ;,._"' 
'Y/1 < b1 < 'Y/s < ~2 < · · '< 1111-x-l < bn-x-1 < 'Y/n-x • 

Ferner bemerken wir, da.B 

ist, da das V orzeichen von 

<1>~>(111) = 2 S~"+ 1>('YJ1) 
mit dem V orzeichen von 

(- l)n-ic-1 
identisch ist. 

Ebenso ist 
'Yln-x > ~n-x' 

Endlich ist es leicht zu sehen, da.B die Zahlen (32) und (33) ·einander 
trennen. 

In der Tat, aus der V oraussetzung, da.B zwischen zwei konsekutive~ 
Zahlen (33) 

zwei Zahlen (32) 
'1/1 und 'Y/1+1 

;J und ~Ht 
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liegen, wiirde folgen, da.6 die Gleichungen 

'V~z)(;;) = - 28~Y.+1)(;,.) 1 

\fl~l(;J+ 1 ) = - 2 S~+il(;J+ 1), 

die tatsachlieh stattha.ben, unvertriiglich sind, da die Zahlen 

S~+i>(;;) und SJ:+ 1l(;;+1) 
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von entgegengeeetztem V orzeichen sind, wahrend a.us unserer V oraus
setzung folgen wurde, daB die Zahlen 

'V~>(;;) und 'V~x> (~;+ 1) 
von einem und demselben V orzeichen sind. 

Daher enthlilt jedes der J nterva.lle 

(34) (fJu 1111), ('Yl111Js)1 · · ·, (77,._>1-1' 'Y/n-x) 

nicht mehr a.ls eine der Zablen 

;21 ;8 1 • • • ' ;n - '" 
und da diese Za.hlen alle im Intervalle ( 1711 17

11
_ ") liegen, so enthalt jedes 

der Intervalle (34) eine dieser Zahlen. 
Somit ist 

;l < '11 < ~1 <~1<171< ~ll< ·· · < ~n-x-1 <'YJn-x-1 <~11-x-l <~11-.1t<1J,._,,. 
Dare.us folgt, daB in der Reihe (27) da.s erste und letzte Glied dann 

und nur da.nn nicht von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wenn e in 
einem der Intervalle 

(35) (- 00, ;l), (r;l, ~,), ('fJ2, ~), • • ·, (1111-x-1' ~II- IC), ('t7fl_X, 00) 
liegt. 

Wir wollen beweisen, da..6 wenn e m einem der lntervalle (35) liegt, 
die Reihe (27) keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen 
enthfilt. 

Dazu bestimmen wir das V orzeiehen der Funktion 

(36) 

wo zur Abkiirzung 

gesetzt ist, fttr x = ~ •. 

(x -1) S~(x) = (x) 
x-t11 'Pi ' l-~,·3, ... ,fi 

Wir haben 

(d"(Cx ~:~ 'Pz(X))t=~i- (~,- J )cp,{Y.)c;.) + xcp,(Je-1)(~;)-== (iJ',-1) CJJi(K)(~i)J 
da · 

" : . ;.£/11 
<J>(IC}(;) =(a (<:t:-.fr1)<Jl1(X))) = (;.-iJ')ro(K)(;.) + xm(K-l)(J:.) .i.:a:(ff-r!·:. 

" ' d!I! :r=;, ' I Tl I ..,,, 'Df:;·:··~:'". 0 . 

ist. 
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Nun ist nach Hilfssatz 2 

von demselben Vorzeichen wie 
4>~ + 1) (~i)' 

d. h. von demeelben Vorzeichen wie 

(- l)'r-r.-i. 

Folglich ist die Funktion (36) von demselben Vorzeichen wie 
(- 1 )n - x - i+ 1 • 

Ebenso finden wir, da.8 die Funktion (36) fur x = fJ; von demeelben 
V orzeichen wie 

ist. . . . 
Somit mu8 in jedem der Intervalle 

i ,,,. .•• 

(~11171), (~i1 fJ2)' · · ·, (~n-d fJn-") 
eine Wurzel der Gleichung 

.liegen; auBerhalb dieser Intervalle aber wird die Funktion (36) nie Null. 
Daraus folgt, daB die Funktion (36) im ganzen Intervalle (110 ~'+ 1 ) 

von demselben Vorzeichen wie 

(- l)n-x-s, 

d. h. von d emselben V orzeichen w1e 

cp~) (r;.) 
ist. 

. Auch in den Intervallen (- oo, ~1) und ('YJn-x' oo) eind die Funktionen 
<f>}:'> (x) und (36) nicht von entgegengesetztem V orzeichen. 

Somit enthii.lt die Reihe (27), falls e in einem der Intervalle (35) ge
legen ist, keine zwei Zahlen von entgegengesetztem V orzeichen. 

Folglich findet die Gleichung (25) dann und nur dann statt, wenn s 
in einem der Intervalle (35) gelegen ist oder, was dasse"lbe besagt, dann und 
nur dann, wenn 

ist. 

statt. 

§ 17. 

Unter a.nderem findet die Gleichung (25) 1m Fa.Ile 

S~Y.+I)(z) = 0 

Bemerken wir, daB im Falle 

"= n (mod. 2) 
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die Gleichung 
8~"+ 1)(0) = 0 

statthat, folgender Hilfssa.tz daraus folgt, der in gewissem Sinne eine Ver
allgemeinerung des in § 11 wiedergegebenen Tschebysche:ffschen Satzes 
darstellt. 

Satz. Die Funktion 
n-x 

(-1)_11_ (n 2 ") ! (> 

(
n+ ) (n+ Cos (narc Cos x) 

2"- 1
n T-1 -2~-2) ... ·cx+1) 

weicht in dem Intervalle (- 1, 1) fur jeden ganzen positiven Wert von u < n,. 
der der Kongruenz 

"= n (mod. 2) 

genugt, von Null weniger ab als jede andere ganze Funktion von x von 
nicht hOherem als n~m Grade, deren Koeffizient von x" gleich Q ist. 

Der Faldor 

(- l)n;" (-n-2-") ! 
2"- ~~(n t "~ ;) (n t--"---2-)-.-. -. -(1'_+_1) 

"ist fii,r " = n - 2 durck 

fur x - n durch 

zu ersetzen. 

1 
- 2n-Sn 

1 

2n-1 

§ 18. 

Wir bemerken, da.B die W urzeln der Gleichung 

(37) s;:- 1)(x) = 0 

ebenfalls in den Intervallen (35) liegen. 
In der Tat, folgt aus der Gleichung 

1 - Sll(x) = (1-xll) S~"(x) 
n ni 

durch Differentiation die Gleichung 

(x11 - l) S~'(x) + x S~(x) = n'S,i(a;), 

und differentiie:ren wir diese letztere Gleichung " - 1 mal, so erhalten wir
die Gleichung 

(38) (x11-1)S~x+i)(x) + (2"-l)xS~")(x) .... {n2-(u-l)S}Sl- 1>(~). 
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Aus Gleichung (38) folgt fur diejenigen Werte von x, die der Glei
-ehung ( 37) geniigen, 

St">(x) = - cx•-1) sf:'+1>(x). 
n (2"- l)x 

Folglich ist fiir diese W erte von x 
sC"+ l)(x) 

<t>~>(x) = (x+ l)S~"+l)(x) + xSX'>(x) = (2:-i)x (x+ l){(x-l)x + u}, 

s<"+ 1>(x) 
'l'~>(x) = (x- 1) S~"+ 1>(x) + x SJ:>(x) = (2: _ l)x (x-1) { (x - l)x - "}. 

Diese Formeln zeigen, daB fur diejenigen W erte von x, die der Glei
;chung (37) gen'iigen, 

-von demselben V orzeichen wie 
s;:+1>(x) 
C2x-1)ai 

sind, und da.B folglich die Wurzeln der Gleichung (37) samtlich in den 
Intervallen (35) liegen. 

Da die groBte Wurzel der Gleichung (37) gro.Ber a.ls ~"-" ist, so ist 

S~"+l\x) 
(2x-l)x 

und folglich auch 
<t>~> ( x) und 'V;;-> (x) 

positiv flir diese Wurzel, d. h. diese Wurzel ist gro.Ber als 'YJn-K' 

Ebenso finden wir, daB die kleinste Wurzel der Gleichnng (37) kleiner 
ale ; 1 ist. 

Folglich liegen die Zahlen (32) und (33) samtlich zwischen der 
Jdeinsten und der gro.Bten Wurzel der Gleichung (37). 

Unter anderem liegen die Zahlen (32) und (33) fur "= 1 siimtlich 
.zwischen 

C n C n - os 2 n und os 2 n, 

fiir " == 2 liegen die Zahlen (32) unrl (33) samtlich zwischen 

- Cos !!__ und Cos !!.. · n n 

O:ffenbar liegen die Zahlen (32) und (33) auch fiir x > 2. samtlich 
zwischen 

- Cos !!.. und Cos .!!.. • n n 

Folglich wird die Gleichung (25) sicher statthaben, falls 

j zj 2 Cos 
2
nn' 
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und auch, falls 

" > 1, I s I ~ Cos : 
ist. 

§ 19. 

tiber. 

Wir gehen zur Betrachtung der Voraussetzung 

p =- n 

Unter dieaer Voraussetzung genii.gt die Funktion 

der Bedingung 
(39) 
und die Reihe 

WO 

1=11 

F(x) = n (x-x,) 
Z=1 

F,(x) = F(z) 
I :r;-Xz 

gesetzt ist, enthiilt keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen. 
Auf Grund von Hilfssatz 2 kann man die Reihe ( 40) durch die Reihe 

(41) (-l)1f(x1), (-1)1f(x,), · · ·, (-1)"f(x,.) 
ersetzen. 

U mgekehrt, erreicht der absolute Betrag irgend einer Funktion von 
Gest.alt (1) h(x) seinen groBten Wert im Intiervalle (a, b) fur genau n 
W erte von x in diesem lntervalle 

Q1 < Q2 < · ·' < (>n, 
ist zweitens 

l=ii 

d" ([](z - <Jz)) 
l=l = 0 

dz" ' 
und sind endlich die Zahlen der Reihe 

(-1)1k(Q.), (-l)ih(Q,), .. ·, (-l)"h((l,.) 
samtlich von einem und demselben Vorzeichen, so ist die Fnnktion 1($) 
eine am wenigst~n von Null in dem lntervalle (a, b) abweichende Funk
tion von Gestalt (1). J::.;l 

§ 20. 
Beziiglich der Zahlen 

(42) X1, X1 , · • ·, X,, · .:'-',:;f)~l.'.:y· 
>~·t:f('f..(.· ~ 

konnen vier verschiedene Vora.ussetzungen gema.cht warden: · . ., ,.. 
1. Unter den Za.hlen (42) ist a= - 1, a.her nicht b .... 1 enthal~ 

Kathematiaohe Annalen. LXXVIl. ··.ff 
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2. Unter den Zahlen ( 42) ist b = 1, aber nicht a = - 1 enthalten. 
3. Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen a= - 1 und b = 1 ent

halten und der Grad von y ist gleich n - 1. 
: 4. Unter den Zahlen ( 42) sind beide Zahlen a = - 1 und b = 1 ent

halten und der Grad von y ist gleich n. 
Greift die erste dieser Voraussetzungen Platz, so genugt y der Diffe

rentialgleichung 
( 43) L2 _ yl = (x + 1~~c - x) y'i, 

wo c irgendeine konstante Zahl bedeutet . 
.Aus Gleichung· ( 43) folgt ~ 

(44) y = ± LS,.{2xc++\ c)' 
wobei 'c aue der Bedingung (39), ± L, aus der Gleichung 

zu bestimmen sind. 
m(y) = r<x>(s) =:"ct 

Der absolute Betra.g der auf diese Weise bestimmten Funktion.'(#) 
erreicht seinen gro.Bten Wert im Intervalle (a, b) genau n mal dann und 
nur drum, wenn 

> 1 c + 1 c 1' + c -:-:_1 < l 
C ' 2 OS n 2 = ' 

d. b. dann und nur dann, wenn 

1 < c < 1 + 2 Tgs tn 

ist. 
Liegt aber die Zahl c in den eben angegebenen Grenzen, so findet 

auf Grund des vorigen Paragraphen die Gleichung ( 44) wirklich statt. 
In diesem Falla unterscheidet sich die zu y gehOrende Funktion F( x) 

von der Funktion 
<t>n(v) = (v + 1) S~(v), 

WO 
2x+1-c v = --------

c+1 
ist, nur um einen Zahlenfaktor. 

Bezeichnen wir daher die nach wachsendem W erte geordneten W ur-
zeln der Gleichung 

.· 
mit 

so haben wir 

Nimmt c 

vou 1 bis 1 + 2 Tg' 
2
nn 



Polynome, die moglich1t wenig von Null abweichen. 230 

zu, so nimmt E, 

von ~' bis l, = ( 1 + Tg1 
2nn) ~ + Tg1 

2"',,, 

zu. 

Wir bemerken noch, da..8 fiir x = ;, die Fnnktion ( 44) der .Funk· 
tion (25) gleich ist. 

Also, die Gleichung ( 44) findet dann und ntw dann statt, wenn s itt 
einem der ImeroaUe 

(i11 Ai), (~11 ls), .. ·, (;._", l._J 
lie,gt oder, was dasselbe besagt, dann und ntw dann, wenn 

<l>M(s) <1><x) (z Cos9 ~ - Sin1 2!..) .S 0 
11 n 2n 2n -

ist; nur fflr e = ~i ist 
p = n + 1; 

ist aber z = l., so greift nicht die erste, sondern die vierte Voraussetzung 
dieses Paragraphen Platz. 

Liegt z im Intervalle (;,, .i,), so gibt uns die Bedingung (39) zur Be
stimmung von c die Gleichung 

c+1 c-l 
z = e,= 2-~, + ·--2··, 

woraus 

folgt. 
Liegt folglich z im Intervalle (~" A.,), so ist 

(1 + z)" a S ((1 + G,) (a: - z) + ~ ) 
y = (i-+~i)" SI~)(~,) " 1 + z ··- ' ' 

(1 + :yt I " : 
L = c1+ g~". sf-let) i. 

Wir bemerken, da.B 

ist, da sonst fiir H = 11, zwei verschiedene am wenigsten von Null in dem 
Intervalle (a, b) abweichende Funktionen von Gestalt ( 1) e:xistierten, unter 
denen eine Funktion vorhanden ware, deren absoluter Betrag semen gro.Bten 
Wert im Intervalle (a, b) n + 1 mal erreicht, was unmoglich ist. 

§ 21. 
Ebenso finden wir, daB der zweiten V oraussetzung die Funktion 

(45) y = ± L Sn ca:;~;; a) "'-'. 1~(_.1 
entspricht, wo bei die Zahl d aus der Bedingo.ng (39), ± L aue der Glefohung 

zu bestimmen ist. 
ro (y) -= fM (e) = a ,.;·,i: ~,~ ... 1\h 

16* 

( 'I.' . ~ .. ) 
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Die Gleichung ( 45) findet dann und nu-r dann statt, wenn z in einem 
der lntervalle 

Uegt, WO 

µ, = ( 1 + Tg!l t.nn) r;, - Tgs 2"n 

ist oder, was dasselbe besagt, dann und nur dann, wenn 

\JI(") (s) 'I'(") z (Cos 2 ~ + Sin'~) -< 0 
n n 2n 2n = 

i.st; nur fiir s = n, ist die Funktion ( 45) der Funktion (25) gleich und 

p = n + 1; 

ist aber s = µ" so greift nicht die zweite, sondern die vierte V oraus
eetzun'g ·aes vorigen !?aragraphen Platz. 

Liegt ferner z im Intervalle (µ,, r;i), so ist 

_ (1 - zY' a: S ((1 -11i) (x - z) + ) 
y - (1-TJi)" S~")('YJi) n 1- z 'Y/i ' 

L == <~
1 

~ ;~: · j si"~<rii) I · 
Wir bemerken, daB, den Fall 

n = 2, " = 1, A.1 = µ1 = 0 

ausgenommen, stets die Ungleichung 

li< µi 

gilt, da sonst dem Werte s = li zwei verschiedene am wenigsten von Null 
in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktionen von Gestalt (1) ent
sprechen miil\ten, was, den o bgenannten Fall ausgenommen, unmoglich ist. 

(46) 

§ 22. 

Die dritte V oraussetzung gibt 

Y =-a-S (x) 
8~'2..1 (z) n-1 ' 

L =I S~"2:(z) I· 
Die G"leichung ( 46) findet off enbar nur fiitr 

Stafit, WO 
(47) 
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die nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der Gkichung 

bedeuten. 

§ 23. 
Beachten wir, daB fiir 

" nicht = n (mod. 2) 

eine der Zahlen ( 4 7) gleich Null ist, so erhalten wir ·folgenden Satz. 
Satz. Die Funktion 

n-1-x (-l)_s_(n-!-") !e 
------------,.--------- Cos ((n-1) arc Cos x) 
2"- 1(n -1) (n-~ -x -1) (n-~ + "-2) · · · (x+l) 

weicht im lntervalle (- 1, 1) fur jeden gansen und positiven Wert von " < n, 
der der Kongrue:ne 

"= n (mod. 2) 

nicht genUgt, von Null weniger ab, als jede andere ganse Funktion von x 
von nicht Mherem als nt1m Gf"ade, deren Koeffi#ient von :&" g"leich ~ ist. 

Der Faktor 

2"- 1(n -1) (n -! +" - 1) (n - ! +" 2) ... (x+ 1) 

ist fur " = n - 3 durch 

fiW " = n - 1 durch 

eu e;rsetzen. 

1 

1 
2n-5I 

§ 24. 

Wir gehen zur Betrachtung der vierten V orauseetzung ttber. 
Greift diese V oraussetzung Platz, so besitzt die Gleichung 

'!l ""°' 0 
au.Ber den W urzeln 

noch eine Wurzel {3. 
Diese Wurzel mu.B einer der Ungleichungen 

{J<a==-1, {J2.b=1 



... 
" 

W. 'MDson. 

genilgen, da tout in der Reihe ( 41) Zablen Ton entgegengetetztem Vor-
uicba Torbanden wiren. ' 

Au dem Vorhergehenden folgt, da8 der Fall 

fJ-a--1 
nar ftlr 

•-l't, •-µ,, ... , •-µ.._., 
der Fall 

nar ftlr 
• - A.11 • - A,, ' ' ·, • - 1._. 

atattfinden kann. 
In den beiden ebeD erwihDten Fillen werden FunktioneD, die aebon 

oben betraohtet aind, ala die am wenigsten TOD Null in dem Intervalle (a, b) 
abweiohenden Fanktionen Ton Geetalt ( 1) aieh herauutellen. 

Nelimen wir nun 
fJ>b-1 

an. In dit1em Falle wird der abaolute Betrag Ton 11 zuerat zunehmen, so 
lange s von b - 1 bis /J znnimmt, dann bei weiterem ZunehmeD TOD :& 

ent bil zu Null abDebmen und dann uDbegrenzt zunehmen. 
Zugleich damit wird die GleichuDg 

(48) L1 -111 - 0 

auler den • - 2 zweifachen W urzeln 

(49) 
nnd den zwei einfachen 

(60) a - -1, b - 1 
nocb die zwei Wurzeln 

Ebenao beaitzt die GleiehuDg ( 48) im Falle 

/J<a--1 
ader den Zahlen (49) und (00) noeh die zwei Wurzeln 

1</J nnd 6<'1'· 

In beiden Fallen genttgt die FuDktion y der DHferentialgleichung 

(61) L•..:.. • .1 - (1- a:')(a: - 7)(111: -1) .n. 
11 "'(a: - 11>* ll 

Wir bemerken, da8 Zolotareft' in seinem Aufaatze ,,Anwendung der 
elliptilcben FunktioDen auf Fragen betreft'end die am wenigsteD und am 
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meisten von Null abweichenden Funktionen" die Losung der Gleichung 
(51) durch elliptische Funktionen ausgedriickt hat. Wir wollen uns aber 
mit dieser Bemerkung begniigen. 

§ 25. 
Wir setzen 

l=n 

f(a:) = W(x) - ""1 q :&"-' 
f(-1) ~ ' . 

l=O 
N ehmen wir dann 

{3 > 1 

an, so ha.hen wir zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktion W(x) 

und der Zahlen 

die Gleichungen 

(62) 

W(-1) 
W(x1) 

W(x1) 

= 1, 
= (-1)1, 
== (-1)1, 

W(xfl_ 1) - (- l)"-1 , 

W(l) == (- l)n- 1, 

W(y) =- (- l)n-1, 

W(d) == (-1)", 

== 0' 
-0, 

W'(x._1) - 0, · 
W'(tJ) - 0, 

Damit die vierte V oraussetzung Platz greife und auBerdem 

P>J 
sei, ist notwendig und hinreichend, da.6 die Gleichungen (52) eine solehe 
Losung zulassen, da.6 die Zahlen 

(53) :£s, Xa, · · ·, Xn-1' (3 
reell, endlich und den Ungleichungen 

(54) - 1 < X1 < X.a < · · · < X•-.l < 1 < {j 
genilgend ausfallen. 

Mehr a.ls eine solche Losung konnen die Gleichungen (52) nieht zu
lassen, da sonst mehr als eine am wenigsten von Null in de~ Iniier
valle (a, b) a.bweichende Funktion von Gestalt (1) existierte. 

Wir wollen beweisen, da.6, den Fall 

n = 2, " = 1, l 1 = v1 - µ,1 
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ausgenommen, die Ungleic~ungen 

stattfinden und daB, wenn 
A.;<s< v 

' 
ist, die Gl~ichungen (52) eine solche Losung zulassen, da.B die Zahlen (53) 
reell, endlich und den _Ungleic~ungen (54) genflgend ausf&llen. 

. Dazu bem~rken wir, da.6 fur z = A.a die Gleichungen (52) eine Losun 
~~~~ g 

(55) 

W(x) = (- l)n Sn (x Cos 21 ..,,-:rr: _ Sm•..!.) 
"n in ' 

X 1 = (1 + Tg1
2n) Cos~.+ Tg~.!.. 

H · ft iA 1 

x == (1 + Tg1 ~) Cos .... -:- I + Tg' " 
a ~" --;--• in'.· 
. . . . . . . ..._. . . . . ·~ . . . 

x11 _ 1 ..... (1 + Tg2 
2:) Cos ! s + Tg• 

1
",., 

·13 == 'J' = 1, <f =a 1 + 2 Tg1 ;,. 

ist, und wollen nun unter 

(56) 

solche Funktionen von z (die letzte auch von x) verstehen, die den Glei· 
chnngen (52) genugen und fur z = A-, die Werte (55) haben. 

Die Ableitungen nach ~ der auf diese Weise bestimmten Funktionen 
in z (56) und der Funktion W'(x) wollen wir mit 

Jx2 , hx8 , • • ·, ~xn-1' ~{j, 6y, 68, hW(x), dW'(x) 

bezeichnen. 
Di:fferentiieren wir nun die GleJchungen (52) nach ~, so erhe.lten wir 

die Gleichungen 

oW(-1) = O, 
oW(x51 ) + W'(x2) hx2 = o, tJW'(x1) + W''(x") 6x1 -o, 
6W(x5) + W'(x8) ox8 ==0, rY W'(xs) + W"(x8) lix8 -o, 

. . 
(57) hW(x

11
_

1
)+ W'(x

11
_

1
)ox,,_1 = O, 6 W'(x._1)+ W"(x,._1)8.xn-1- O, 

d'W(- 1) == O, 
h W (y) + W' (r) li 'J' = O, h W' ({J) + W" (fJ) 6 {J =- 0, 

oW(o) + W'(o)lid' = o, 
pcx+t>(s)-F

1
<ie>(z)Jx,-F8M(p) hx8 - • • • - F~xJ. 1 (H)oxn-1==0. 
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Hier iat l=ft-1 

F(:c) .... (x1- l) n (x-x1), 

l=j 

F. (x) - F(a:) 
' fl:- x, 

geee~us den Gleichungen (5 7) folgt, wenn wir die Gleichungen ( 52) be

rtlobichtigen, 

6W(-1)- d'W(~) - 6W(x8) == · · · = cJW(xn_ 1) = oW(l) c:: 0. 

Daraus schlie8en wir, da.6 

(58) hW(x) = AF(x) 

iat, wo A eine von x unabhangige Zahl bedeutet und folglich, da.6 

(69) oW'(x) - .AF'(x) 

Enetzen wir nun in den Gleichungen (57) 

6W(f), 6W(6), 6W'(:ts), oW'(x,), · · ·, hW'(x"_1), oW'(fJ) 

durch die ftlr lie aus den Gleichungen (58) und (59) folgende.n Wert& 
ad nohen wir aua den a.uf diese Weise erhaltenen .Gleichungen 

6:r:., 6x,, .. ·, 6xn-11 o{J, or, 66, 

zu beatimmen, so kommt 

(60) 

.A(x/-1) 
<lx===- - -

J nq0 (xj - (3)' 

AF'(p) 
o f3 = - W" (p) ' 

0 =- .A(yl-1) 
'Y n qo (y - p) ' 

00 - - .A(cJl-1) . 
n~ (cY--p) 

Knew.en wir aber in der letzten der Gleichungen (57) • • • ~.1 ~ 

6:c,, OXa, .. . , oxn-1 ·< ·-.f::.:. 

durch ihre Werte (60) und suchen wir aus der auf diese Weise ~rhal-.. -
tenen Gleichung A zu bestimmen, so kommt : ,:; .r ·~~~lt:J'. 

"!kit;\ 
~·~··l.,: 

-; 

.. • . ~-.. :; :J ~~,~~!-· . 
·_ .. · - .~ if«r. ·~~-J:; 
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und ferner 

(61) 

Wir bemerken, da.B fur jeden Wert vou e, fur den die ,Werle der 
Funktionen 
(62) X1, x5 , • • ·, Xn-1' {j 

reell, endlich und den Ungleichungen 

(63) - 1 < x2 < x8 < · · · < x,._ 1 < 1 ~ P 
geniigend ausfallen, die Ungleichung 

~ F' (fl) F' (µ) 
W" (fl) =- W,,(Pf > 0 

qo 

stattha.t, da die Koeffizienten der hOchsten Potenzen von x in den Fnnktionen 

F'(x) und W"~ 
qo 

positiv sind, und die Gleichungen 

F'(x) = 0 und W"(x) = 0 

fiir einen solchen Wert von z keine W nrzeln haben, die gro.Ber oder 
gleich {:J sind. 

Aus den Formeln (61) · und auf Grund der eben gemachten Bemer
kung und des Hilfssatzes 2 schlieBen wir, da.6 

(64) Xu X81 • • ·, Xn_ 1 , {:J, f und ~ 
stetige und mit z zunehmende Funktionen von 1 sein werden fur jeden 
Wart von e, fiir den die Werte der Funktionen (62) reell, endlich und 
den Ungleichungen (63) geniigend ausfallen. 
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Da die Gleichungen 
x,= X;+ 1, x11 _ 1 = 1, 

wie aus den Gleichungen (52) ersichtlich, nicht' statthaben konnen, so 
bleiben bei stetigem Zunehmen der Funktionen (62) die Ungleichungen (63) 
immer richtig, wenn sie am Anfange des Zunehmens richtig wa.ren. 

W enn also jedem im Intervalle ( li, Q ), wo Q irgendeine Zahl gro.Ber 
a1s l, bedeutet, enthaltenen W erte von e ein endlicher Wert der Funk
tion {j entspricht', so werden die Funktionen (64) fur z = Q reelle, end
liche und mit e zunehmende Funktionen von z sein; auBerdem werden 
dann die Ungleichungen (63) statthaben und 

{j > 1 
sein. 

Nehmen wir an, daB jedem im Intervalle (l,, µ,,) enthaltenen Werte 
von s ein endlicher Wert von {j entspreche, so wiirden wir auf Grund 
des eben Ausgefiihrten zu dem Schlusse kommen, daB die fiir z = µ, am 
wenigsten von Null in dem lntervalle (a, b) abweichende Funktion von 
Gestalt (1) eine von der Funktion ( 45) verschiedene Funktion sei, was 
unmoglich ist. 

Daher mu.B im lntervalle ( l., µ,,) eine von A., und µ,, verschiedene 
Zahl q, ·V'orhanden sein derart, da.B jedem W erte von z, der im Intervalle 
(l,;'(J,) enthalten imd von Q, verschieden ist, ein endlicher Wert von {J 
entspricht, {j aber unbegrenzt wachst, wenn z zunehmend sich dem Grenz
wert Q, nahert. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, da.B wenn z zunehmend sich dem 
Grenzwerte Q, nahert, dann 

X2, X's, ' ' . ' Xn-1 

zunehmend sich gewissen endlichen Grenzwerten nahern. 
Folglich nii.hern sich auch die Koeffizienten der Funktion 

l=n-1 

W'(x) [] h(x) = ----- - (x-x) 
nq0 (x-{J) . 1 

1=2 

gewissen endliehen Grenzwerten, ·wenn z zunehmend sich dem Grenz
werte ~, nahert. 

Wir haben ferner 

• 

(65) 
W(x) = nq0j (x - [j) h(x) dx + 1 

-1 
. -, ; . ~·~--: ·-: 

~ x 

= nq
0
f xh(x)dx - n%fJf h(x)dx + l: C'." -l,;~ ':_·!!'•:· 

-1 -1 
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Aue der Gleichung 
%. ~ 

W(x2) == nq0J xh(x)dx - nq0pjh(x)dx + 1 - _ 1 

folgt 

(66) 

und femer 

(67) 

Da die Gleichung 

fttr 

-1 -1 

h(~) - ,0 
~l ! ' . ;.. : . .I 

. .. . ... ~ 

keine W urzeln beeitzt, die zwiechen - 1 und x1 liesent~ eQ ... Jc&mm w 
ans den Formeln (66) und (67) schliei\en, de..B, wenn /1 q~h•-.d sich 
dem Grenzwerte ~' nahert, q0 sich dem Grenzwerte Null, tJ.o/J~ ~-~ 
gewissen endlichen Grenzwerte nahert. . . -

Daher folgt ans Formel (65), daB gleichzeitig W(.z) gegen eine 
gewisse ganze Funktion von x von n-1 tem Grade konvergiert und zwer 
gleichma.Big fur alle W erte von x im Intervalle (- 1, 1 ). 

Da aber fiir jedes den Ungleichungen 

A.,< s < Q, 

genttgende s der absolute Betrag von W ( x) im Interva.lle ( - 1, 1) eeinen 
gro.Bten Wert, der gleich 1 ist, gena.u n ma.I erreicht und 

W(-1)-1 
ist, so ist 

lim W(x) = (- l)11
-

1 S11 _ 1 (x). 
11 =fli 

Zugleich ist natiirlich 

I. C n-j im xi = os n _ 1 n, 
•=fli 

lim F(x) = (XJ-1) S~_ 1 (x), 
•=e; 

und folglich mu.B ~' einer der Zshlen ( 4 7) gleich sein; da aber die An
za.hl der Za.hlen ( 4 7) der Anza.hl der Intervalle . 

(lu µ.1), CA·si, µ2), · · ·, CA·"-"' l'n-:ic) 
gleich ist, so ha.hen wir 
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Folglich ist in der Tat 
l, <vi< µ,i, 

und die Gleichungen (52) lassen fiir 

l 1 < s <vi 

245 

eine Losung zu, fiir die die Zahlen (53) reell, encllich und den Unglei
ehungen (54) geniigend ausfallen. 

§ 26. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen zeigen, da.B, wenn 

l, < e < v" 
oder, was dassilbe besagt, wenn 

cZX (Cz 21-l) S' (z)) 
A'\( ) ( C , 2 n S. I n ) n - 1 0 \.J.IK S 08 - - Ill - --- ------- < 

n 2n 2n dz'>< 

ist, dann die vierle V orausset~ung des § 20 Plate greift und 

{3 > 1 
ist. 

Nimmt au{Jerdem e von l 1 bis vi zu, so nehmen die X; 

(1 + Tg1 !!..) Cos n -j + 1 n + Tg1 ~ b · C n -j tJon 2 n n 2 n, ZS os n - 1 'JC' 

von 1 bis oo, 

von 1 + 2 Tg1 
2: 'bis oo 

zu. 
Hier sind wie friiher mit 

Xu X9, .. ·, Xn 

samtliche im Intervalle (a, b) gelegenen und nach wachsendem W erte ge
ordneten W urzeln der Gleichung (22) bezeichnet. 

Ebenso finden wir, indem wir mit 

die nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der Gleichung 

y=O 
bezeichnen, daB, wenn e von l, bis v, zwnimmt, dann r, fiJ,r j < n 

·l· 

Vo... (l + T ~ ___!_) C 2 n - 2j + 1 + T j ~ b. C 2 n - Sj - l · : ,~: 
,. g 2n os 2n n g 2n is os (2n-1) .· ~' 

von (1 + Tg1 ~) Cos ~ n + Tg11 ___!_ bis oo , _ , _ · ·· -
2n 2n 2n · · -··· 

~unimmt. 
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§ 27. 
Durch ganz analoge Betrachtungen w1e die in § 25 dargelegten, 

konnen wir schlieBen, da.B, wenn 

oder, was dasselbe besagt, wenn 

dx((£! 1) S' (z)) 
- n-1 -- 'Jl(x) ( C 2 ~ + S • I _::_) < 0 

d$" n z OS 2 n m 2 n 

ist, dann die vierte Voraussetzung des § 20 Platz greift und 

ist. 
{j <-1 

Nimmt OM/jerdem z tum v, bis µ, eu, so nehnum 4ie a;J 

von Cos: { n bis ( 1 + Tg2 
2
nn) Cos n n j az - ,Tgt. :,., 

{j und y von - oo bis - 1, 

o von - oo bis - 1 - 2Tg2 ..!. 
2n' 

r von - oo bis (t + Tg2 -~-) Cos 211
-

1 ~ -Tg2..!. 
1 2n 2n 2n' 

und r, f'Ur j > 1 

von Cos -~n-:__!L± .!_ n bis (1 + Tg2 n) Cos 2n- 2j + 1 n Tg2 " 
2(n-1) 2n 2n - 2n 

eu.*) 

Kapitel III. 

§ 32. 

Kennen wir die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) a·b
weichende Funktion von Gestalt (1 ), so ist es leicht folgende A.ufgabe zu 
lo sen. 

Aufgabe. Den gro{Jten Wert zu bestimmen, den der absolute Betrag ein~ 
linearen Funktion ro (h ), gebildet aus den Koef fizienten einer ganzen Funktion 
von nicht hOherem als ntem Grade h(x) annehmen kann, wenn die Abweiihung 
der Funktion h(x) von NuU in dem lntervalle (a, b) die gegebene positive 
Zahl M nickt Ubersteigt. 

Losung. Es sei y die am wenigsten von Null in dem 1ntervalle· (a, b) 

*) Die §§ 28-31 deren wesentlicher Inha.lt in Beispielen besteht, lassen wir 
weg. S. B .. -
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a'bweichende Funktion von Gestalt ( 1), L ihre Abweichung von Ntill in 
demselben lntervalle, dann ist das gesuchte Maximum gleich 

und entspricht der Funktion: ~'"' L 

M 
k(x) =Ty. 

In der Tat, wire fi1r irgend eine ganze Funktion von nicht hoherem 
als ntem Grade g(r&), deren Abweichung N von Null in dem Intervalle 
(a, b) die Zahl M nicht iibersteigt, 

M I w(g) I > T I a,, 
so wiirde die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) der Funktion 
von Gestalt (1) 

w~ g(x) 
gleich 

jaj LN 
jm(g)j N<M < L 

sein. 
Dah'er kann dss · gesuchte Maximum nicht gro.Ber sein als 

. . . 

•'!• 

und dieser Grenzwert von I w (k) I wird fur die Funktion 

M 
h(x) =Ty, 

deren Abweichung vom Nullpunkte in dem Intervalle (a, b) gleich M ist,. 
erreicht. 

Offenbar ist auch umgekehrt, wenn der gro.Bte Wert von I m (k) I der 
Funktion 

entspricht, die Funktion 
h(x) = g(x) 

oo~) g(x) 
") 

die am wenigsten von Null in dem lntervalle (a, b) abweichende Funktion.. . . .. 
von Gestalt (1). .Jl":'.\~,•~~~. ··.!: 

Es ist natiirlich nicht nijtig, hier · "--: . · :~ 
:' ~ f\~- . ,. 

,.· ... ;-~~:~i5/t 
. ; ._·..j.j:v1~·",~i\J~· 

. ., ,·fJ.'·. ··. . ... 

an.zunehm.en. 
a=-1, 
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§ 33. 

Auf Grund des vorigen Paragraphen und der Satze der §§ 17 und 29, 
·schlie.Ben wir auf den folgenden Satz. 

Satz. Ubersteigt die Abweichung von Null einer gansen Funktion 

h(x) = PoXn + P1 xn-l + · · · + Pn 

.von nicht hoherem als ntem Grade in dem lntervalle (-1, 1) nicht die Zahl 
M, so ist 

!Po I< 2n-1 M, 
IP2 I< 2n-3nM, 

IP1 I< 2"-! M, 
!P4 IS: 2"-'(n-l)M, 

f.md filtr i > 1 

I I
S: 2n-llt-

1n(n-i-1)(n-i-2) ··· (n-2i+1)M p,, - fl ' 

I I 
<2n-lli- 9(n-1) (n-i-2)(n-i-8): .. {fi--,2t)'M. 

Pu+1 = ii , · · ' 

.dabei kann jede dieser Ungleichungen tatsachlich in eine Gleichung ubergehen. 

§ 34. 

Aufgabe. Zu bestimmen ist der gro/Jte Wert, den die .Abweichung von 
Null in irgend e£nem gPgebenen Intervalle (a, b) der xten .Ableitung hM(x) 
.einer ganten Funktion h(x) von nicht hOherem als ntem Grade haben kann, 
wenn die Abweiehung von Null in dem Intervalle (a, b) der Funktion h(x) 
die gegebene positive Zahl M nicht ubersteigt*). 

Losung. Wfr nehmen zunachst 

a= - 1, b=l 
.an. 

Fur den gro.Bten Wert, den eine Funktion <l>(x) im Intervalle (a, b) 
.&nnehmen kann, wollen wir die Bezeichnung 

-einfiihren. 
max. <l>(x) 

Das gesuchte Maximum moge der Ii,unktion 

h(x) = y = f(x) 
·entsprechen, und der absolute Betrag von y<x> moge dieses Maximum fiir 
-den im Intervalle (a, b) liegenden Wert 

X=t • -erreichen. 

*) Da. die Zahl, die wir im Kapitel lI mit L bezeichneten, eine stetige Funktion 
von z ist und folglich im Intervalle (- 1, 1) einen kleinsten Wert hat, so ist, wenn 
wir die zu Anfang des § 12 gemachte Bemerkung und § 82 beriicksiohtigen, die 
Existenz des gesuchten Maximums offenba.r. Ubrigens wird sie auch a.us der LOsung 
:folgen, die wir hier geben. 
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Aus dem im § 32 Gesagten folgt, daB y eine am wenigsten von Null 
in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) sein mu.B, 
die dem Falle 

entspricht. 
ro ( <t>) = cp(x) ( t) , 

Folglich ist entweder 

(68) 
oder 

(69) y = ± MSn-l (x), 
oder 

(70) Y =+MS -------·-(2x+1-c) 
- n c+ 1 ' 

wo c eine gewisse reelle Zahl groBer als 1 bedeutet, oder 

(71) = MS (2x-1-d) 
Y ± n 1-d ' 

wo d eine gewisse reelle Zahl kleiner als - 1 bedeutet, oder endlich 

y=Mu, 
WO 

ii= g (x) 

eine ganze Funktion ntcn Grades bedeutet, deren absoluter Betrag im Inter
valle (a, b) seinen groBten Wert, der gleich Eins ist, fur genau n in 
diesem Intervalle liegende W erte von x 

x1 = a = - 1 < xll < · · · < x11 ,...,, b = 1 

eueicht, und wo iiberdies g(x) so beschaffen ist, daB die Zahlen 

(-1)1g(x1), (-1)2g(x2), • • ·, (-l)ng(xn) 
samtlich von einem und demselben V orzeichen sind. 

(72) 

Diese Funktion u geniigt der Differentialgleichung 

1 _ 2 _ (1-xll)(x-y) (x-d') 'll 
u - nt(x-{j)t u ' 

wo die von x unabhangigen und reellen Zahlen 

/3, r und 6. 

von einem und demselben V orzeichen sind: und den Ungleichungen 

l<l/31<1rl<lcJI 
geniigen. 

Da fur 
c > 1 und - 1 S x < 1 

. die Ungleichungen 

2 -l<2x+1-c=-l+2(x+1)<:i 
c+1 <: 1' = c+1 c+1 

Ma.thematiache Annalen. LXXVII 17 
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st&tthaben, so gilt fur 
c > 1, 

die Formel 

Y. (2x+1--c)I 
d 

8
n -c-+1-- = (-1..-)Y. Is(/) ( 2x + 1 - c) I 

dxY. c + 1 n c + 1 . 

<I s<Y.) (2x + 1- c) I< max.1 s<Y.)(x) I I ri c+l = n ' 

und folglich ist die Gleichung (70) unmoglich. 
Ebenso fin den wir, daB auch die Gleichung (71) unmoglich ist. 
Ferner ist es leicht einzusehen, da.B, was auch fur eine ganze nicht 

negative Zahl "~ n sei, die Gleichung 

I S~)(x) I - max. I s~x)(x) I 
f ilr 

x ==- - 1 und x === 1 
und, falls 

O<"<n 
ist, nur fur diese TVerte von x stattfindet 

W ir haben in der Tat 

S1(x)=x, S/(x)=l, 
· S2 (x) = 2x2-1, S2'(x) = 2x, St(x) = 2, 
S8(x) = 4x8 - Bx, S8'(x) = 12x2

- 3, Ss"(x) = 24x, S8"'(x) = 24, 

und unsere Behauptung findet folglich fur 

n = 1, n = 2 und n = 3 
statt. 

Aus der Gleiehung 

Sin mg>- Sin (m-2)<p = 2 Sin <p Cos (m-l)q> 

folgt aber, weun wir 
S' ( ) _ ni Sin (m arc Cos x) 

m X - Sin arc Cos x 

beriicksichtigen, die Gleichung 

s;ri (x) - B~a ~ 2 (x) = 2 S (x) . 
m m-2 m-1 

Differentiieren wir diese Gleichu.ng " - 1 mal, so erhalten wir nach 
einfachen U mformungen die Gleichung 

(73) s<x) (x) = ~ s<x) (x) + 2m s<x-l) (x). 
m m-2 m-SI m-1 

Wir bemerken, daB fur 

m> 3, 
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mindestens eine der Bedingungen 

0 < x < m - 2 oder 0 < " - 1 < m - 1 
erfullt ist. 

Au.Berdem sind die Zahlen 

SM (-1) und S(x-l)(l) 
m-2 m-t 

von einem und demselben Vorzeichen. Auch sind die Zahlen 

s(Y.) (- 1) Ulld s(K- l)(- 1) 
m-2 m-1 

von einem und demselben V orzeichen. 
Daher folgt aus Glejchung (73), daB wenn unsere Behauptung fi1r 

jedes n kleiner als m richtig ist, sie auch fur n = m richtig sein wird. 
Da aber unsere Behauptung fur n < 4 wirklich richtig ist, so ist sie 

damit vollstandig bewi~sen. 
Berilcksichtigen wir ferner die Gleichung 

(x2-l) Sf +l)(x) + (2x-l)x s~x>(x) - { n2 = ("- 1)2 } s~x- 1>(x), 

so :finden wir leicht, daB 

s<x>(l) =a nll(n2-11)(n11 -2!) ... { n 1-(x-1)'} 
n 1 · 3 • 6 · · · (h-1) ' 

s<x)(-1) == (-l)n-Y. n 1 (n1-1') (n
1
-2') ... { n'-("-1) 1

} 

n 1 • 8 · 6 • · • (h-1) 
ist. 

Folglich ist 

\s(x)( ) 1 n 11 (n 2 -1~(n2-21)···{n'-(x-1)1 } 
mM X = · 

• n ; 1 · 3 · o · · · (h-1) 

Der A usdruck 
n 2 (n 2-1 2

) (nt-2 2
) ···I nll- (x-1)'} 

1. 3. 5 ... (h-l) 

nimmt mit wachsendem n zu. 
Daher ist 

max. I s!x:_1 (x) \<max. j S~")(x) \, 

und folglich kann die Gleichung (69) nicht stattfi.nden. 
Ehe wir weiter gehen, wollen wir folgenden algebraischen Hilfssatz 

beweisen. 

Hilfssatz 3. Es seien A. und B positive Zahlen, 

ap a2, • • ·, a,, bu b9, • • ·, b, 

reelle Zahlen, die den Ungleichungen 

genugen. 
17• 
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Wir seteen 

w. MillKOP'F. 

G(x) = A(x-a1) (x-a1!) ···(re-a,), 
H(x) = - B(x-b1 ) (x-b2) • • • (x-b,). 

Genugt 1 der Gle'ichung 
G<")(z) = O, 

so ist 

Bewei s. Wir setzen 

G(x) = G (x). 
:r;-a,. I 

_ Nach der. Lagrangeschen Formal haben wir 

l=• . 

H(x) == ~ %-~:;~ G,(x) + o G(x), 
l :a 1 

wo C eine konstante Zahl bedeutet, und folglich iat 

l=a 

H<")(z) = ~ :~:~ Gfx)(z). 
l=1 

Das Vorzeichen von H( a1) ist a.her identisch mit dem Vorzeichen von 
(-1)'-l-l, 

das V orzeichen von G' ( a1) ist identisch mit dem V orzeichen von 

(-1)•-', 
das Vorzeichen von G~11>(z) ist nach Hilfssatz 2 identisch mit dem Vor
zeichen von 

G<Y.+i)(z). 
Folglich ist 

HM(:) < 0 
a<x+l\z) ' 

was zu beweisen war. 
Aus dem bewiesenen Hilfssatze folgt, wie wir nebenbei bemerken, da.B 

die Wurzeln der Gleichungen 

GM(x) =- 0 und HCx)(x) = 0 
einander trennen. 

an. 

Wir kehren zu. unserer Aufga.be zuriick und nehmen 

y =Mu, ~ > 1 

In diesem Fa.Ile mu.6 nach § 25 die Zahl t in einem der Intervalle 

(A.1, 111), (A,, "'i), · · ·, (A.n-1'' 11n-r.) 
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liegen, und eine der Funktionen 

u oder - u 

muB mit derjenigen Funktion von x zusammenfallen, in die die in § 25 
definierte Funktion von x und z 

W(x) 
fiir 

z = t 
iibergeht. 

Wir wenden uns daher zur Betrachtung dieser Funktion W(x), wobei 
wir alle Bezeichnungen des § 25 beibehalten. 

Au.Berdem wollen wir, was auch fur ganze und positive Zahlen l und s 
sein mogen, die Ableitung von · 

z d1W(x) WO ( x) = ---·--
dxl ' 

nach s (genommen unter der Voraussetzung, da.B x nicht von z abhangt) init 

oW(l)(x), 

die Ableitung ster Ordnung nacb s von 

w(z)(~) ==- (d'W(x)) 
ax' a:=, 

(wobei beriicksichtigt wird, da.B die Koeffizienten der Funktion W(x) 
von x abhangen) wie gewohnlich mi t 

d'W(')(z) 

dz' 
bezeichnen. 

Erinnern wir uns, da8 nach dem im § 25 Bewiesenen 

lim W(x) = (-l)n- 1 8
11

_ 1 (x) 
•=v. i 

ist, so konnen wir auf Grund dessen, falls 

ist, 

setzen. 
Da die Derivierte 

a~<:>(s) = <tWM(s) + W<x+i)(s) ...... .AFM(s) + W(x+ 1>(.e) - W<"+i>(.1) 

eine stetige Funktion von s ist, fur jeden im Intervalle ( l" v1) liegenden 
Wert von ~, so entspricht der groBte Wert, den 

jWM(s)I 
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annimmt, wenn z im Intervalle ( li, v,) variiert, entweder dem W erte 

z = .i,, 
oder dem W erte 

oder einem von li nnd v, verschiedenen W erte von z, fiir den 

w<x+l)(z) = 0 
ist. 

Wir wollen zeigen, da6 im letzteren Falle 

I w<x>(z) I 
nicht. seinen groBten, sondem seinen kleinsten Wert im Intervalle (.A,, v,) 
erreicht. 

ist. 

Wir nehmen also an, daB z verschieden von A., und v, ist, und daB 

w(x+l}(z) =,0 

Da im Falle "= n - 1 die Gleichung 

W<x+ 1>(z) = n! g0 = 0 
nur fur z = v0 = 0 statthat, so folgt aus unserer Anna.hm.e 

x<n-1. 
Wir haben 

a,9 w<">c ) aw<Y. + 1> 
dz1 e = -az-- = h W<Y.+ 1)(.z) + W<Y.+ 2> (z) =- AF<Y.+ 1> (z) + W<"+ 2> (z). 

Hier ist 
nq p(x+l)(z) A= - -~o ___ _ 

Z=n-1 1 

_n_q;...-.0 _F_(Y._.+_1_>(z-'-)_ = _ nq0 p<"+ 2\z) 
z = n 1 cp(Y.} (z) ' 

wobei 

~ Xz - 1 p
1
(x) (z) 

I= 9 Xz- {J 

X1 = -1, 

F (x) = F(x) 
1 x-x1' 

~ Xz -1 F,M(z) 
Z=l Xi- {J 

F (x) = F(x) 
n X-Xn' 

l=n Z=n Z=n 

rp(x) =~ ;z
2

_; F,(x) = ~ (x1 + {3) F,(x) + (/3s-1) ~ :,(x~ 
1=1 I =1 Z=l 

l=n l=n l=n 

= - ~ (x - x1) F,(x) + (x + {3) ~ F,(x) + (132 -1) ~ :,,z(x~ 
Z=1 l=l l=1 

l=n 

= - nF(x) + (x + {3)F'(x) + ((32-1) ~ Fz(x) 
,.::;,; x, - {j 
l=l 

gesetzt ist. 
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Wir setzen ferner 

Da 

ist, so folgt 

l=n 

"'1 F1(x) == 1/J (x), 
,itC. Xz - ~ 
l=1 

(x - /3) 1/J(x) = x (x). 

X (x1) = (x1 - (3) 1/J(x,) = F,(x1) = F' (x,), 

x(~) ::a o 

x(x) = (x-/3)1/J(x) = F'(x)- ~~W F(x), 

255· 

zM(z) = (z-(3) 'l/J(x)z + x1jJCY.- 1\z) = FCx+i)(z) - ~:~w FM(s) = FCY.+1)(z), 

Fe"+ 1> (z) - "'!JJ(Y.- l} (z) 
1fJC">(z) = ---z----=µ=----

und ferner 
F(Y.+1)() (x-t)() 

q;C">(z) = (z + (3) pcx+ IJ(z) + ({12 _ l) z - lt1/J z 
z-~ 

= z"-1 FCY.+l>(x) - Y-(~"-1) 1fJ(Y.-1)(z). 
z-~ z-~ 

Wir haben femer 
nq0 (x-{j) F~) == (x1 -l) W'(x). · 

Differentiieren wir diese Gleichung " + 1 mal, setzen wir in die auf 
diese Weise erhaltene Gleichung 

X=Z 

ein, und beriicksichtigen wir, daB 

ist, so erhalten wir die Gleichung 

nq0 (e-f3)FC"+ 1>(z) = (z2 - l)W(x+2>(z) + ("+ l)xWM(z), 

aus der wir dann 

nq FC"+ 1>(z) = !' - 1 W<x+ 2>(z) + (x + t)" WVi(z) 
o e-~ z-~ 

e_rhalten. 
Folglich ist 

F(x+t)() 
AFC"+l>(z) = - nqo z 

<p(Y.)(z) 

. F(Y.+l)(z) 

- z• -1 wcx+2) (z) + (" + 1)x wM(z) .. 
z - ~ z-~ 

·• .. ; 11: '!. 
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Da 
fj > 1, x,<J ~ 1 

ist, so haben wir auf Grund von Hilfssatz 2 

Beriicksichtigen wir aber, da.B die Gleichung 

W'(x) = 0 
weder imaginare, noch gleiche W urzeln besitzt, und da.B 

w<Y.+l)(z) = 0 

ist, so schlieBen wir auf Grund von Hilfssatz 2, daB 

w<%+ 2) (z) 
----<0 

w<x)(z) 
ist. 

Wir bezeichnen mit 
al , a2' . . . ' an - 1 

die nach wachsendem W erte geordneten W urzeln der Gleichung 

F'(x) = O, 
mit 

bl' b,, . • • ' b n - 1 

die ebenfalls nach wachsendem W erte geord neten W urzeln der Gleichung 

1/J(x) = 0. 
Aus der Gleichung 

(x- {3) 1/J(x) = P' (x) - 1;(~) F(x) 

schlie.Ben wir, da.B der Koeffizient von xn - 1 in der Funktion 1/J(x) negativ 
ist, das V orzeichen von t/J ( x) fiir ( za.hlenma.6ig) geniigend groBe (negative) 
W erte von - x identisch mit dem V orz~ichen von 

(- l)n, 
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das V orzeichen von 
F' ((3) F(ae) 

l/J (a e) = -F(fJ) [j-- a 
identisch mit dem V orzeichen von e 

Folglich ist 
(- l)n-z. 

und da 
bl < al < b2 < a2 < ... < b,._ 1 < an -1 ' 

ist, so folgt auf Grund von Hilfssatz 3 
1/'(Y.-l)(z) 
p(Y.+l)(z) < 0. 

257 

Beriicksichtigen wir alle hier gemachten Bemerkungen, so schlie.Ben 
wir aus der Formel (7 4), daB 

d1 wM(z) 
dz 2 

von demselben Vorzeichen ist wie WCY.>(.e-), und daB daher im vorliegen
den Falle I wcx) (z) I nich t seinen gro.Bten' sondern einen kleinsten w ert 
im Intervalle (l,, vi) erreicht. 

Folglich entspricht der gro.Bte Wert, den I w<x>(z) I erreicht, wenn z 
im Intervalle (ii, vi) variiert, einem der Werle 

z = A.i oder s =vi. 
Fur z = 11.i ist aber 

I W(x)(z) I = Cos2Y. 2"'n • I s~x) ( A.i Cos2 2"'n - Sin2 2'ltn) I 

= Cos2Y. 21'n • I s~x>c;i) I <max. i s~Y.>(x) \, 

I w<">(z) I= I S~"~1 (vi) I <max. , S~">(x) i. 
· Folglich ist die Annahme 

y=Mu, fJ>l 
unmoglich. 

Ebenso finden wir, da.B auch die Annahme 

y =Mu, fJ < 1 
unmoglich ist. 

Ist also 
a=-1, b=l, x.Sn-1, 

so ist das gesuchte Maximum gleich 
n 1(n1 

- 12)(n' - 22
) • • • { n2 

- (x - 1) 2
} M 

1 . 3 . 5 . . . (2 x - 1) 

y = ± MSn(x), t = ± 1. 
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Was den Fall 
a=-1, b=l, x=n 

betrifft, so folgt aus dem Satze des § 33, daB in diesem Falle das ge
suchte Maximum gleich 

2n-1nl = n2(nt -12)(n2 - 22) .•• { nt -()t - l)t} M 
· 1 · 3 · 5 · . · (2n - 1) ' 

y = ± MSn(x), 
und t irgendeine im Intervalle (a, b) liegende Zahl ist. 

Gehen wir dann (nach dem § 12) vom Falle 

a=-1, b=l 

zum Falle beliebiger a und b iiber, so erhalten wir folgenden Satz als 
Antwort auf die in diesem Paragraphen gestellte Frage . 
. ~ ... ~s.~tz.' Ubersreigt die .A.bweichung von Null in dem Intervalle (a, b) 

emer. ganeen Funktion von nicht hoherem als ntem Grade h ( x) nicht die ge
gebene positive Zahl M, so ii.bersteigt, was auch fur eine ganee und positive 
Zahr " ~ n sei, die Abweichung von Null ihrer xren .A.bleitung h(Y.)(x) in 
demselben Intervalle nicht die Zahl 

2Y.n2 (n 9 - 12)(n1 - 2i) · · { n! - (x - 1) 2 } M 
1 - 3 · 5 · (2x- l)(b - a)"·----

und dieser G1-enzwert wird fiir jede der Funktionen 

h(x) = M S ( 2 x =-_a - b) itnd h = - MS ( 2 x - a - b) 
n b-a n b-a 

und nur fur diese Funktionen erreicht. 
W ir bemerken, da.B dieser Satz fur den Fall x = 1 von A. A. Markoff 

im .A.ufsatze ,,"Ober ein Problem von D. J. Mendelejeff" bewiesen ist. *) 

*) Wir la.seen den § 85 und den Anha.ng zum § 84: weg; der letzte enthlilt einen 
.anderen Beweis des Fundamentalsatzea des § 84: fiir die Flt.Ile "= 1, "= 2, "= n- 2, 
x = n ....:... 1. S. B. 
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