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Observation relative a I'action du soufre sur le gaz acéty(éneit
par M. Oechsner de Coninck.

Rapport de M, W, Spring,

« Dans cette note, I'auteur confirme Pexactitude d'une
observation faite récemment par M. G. Capelle sur la
non-production du tiophéne dans I'action du soufre sur
'acétyléne.

Jai I'honneur de proposer I'insertion de cette note
dans le Bulletin de la séance. » — Adopté.

Quelques véflexions sur le rols de 'ionisation dans certaines
réacitons chimigques; par le méme.

Rapposrs de ¥, W, Spring.

« Dans ceute seconde note, 'auteur cherche 3 expli-
quer 'action des sels dissous sur les sels insolubles par
I'ionisation des premiers; la réaction se produirait parce
que I'anion du sel dissous se porterait sur I'élément
métallique du sel insoluble. '

Je propose également U'insertion de cette note dans le
Bulletin de la séance. » — Adopté.
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COMMUNICATIONS ET LECTURES.

Sur Uapproximation des fonctions d'une variable réelle
et de leurs dérivées par des polyndmes et des suites limi-
tées de Fourier; par Ch.-J. de la Vallée Poussin,
professeur & I'Université de Louvain, correspondant
de I'Académie.

CHAPITRE PREMIER

Approximation des fonctions par des polynomes.

§ 1. — Définition du polyndme d’approzimation.

1. Préliminatre. — Toute fonction continue peut
étre représentée par une série de polyndmes. Ce théoréme
fondamental de WeignsTrass a recu depuis un grand
nombre de démonstrations. Nous renverrons pour les
rensetgnements bibliographiques aux excellentes Legons
sur les variables réelles et les développements en séries de
polyndmes, par M. E. Borer (*),

Nous allons donner, de ce théoréme, une nouvelle

{*) Paris, G. V., 1605.
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démonstration, qui nous parait plus simple et plus directe
qu'aucune autre, mais qui aura surtoul Pavantage de
nous conduire A des résultats complétement neufs sur la
représentation des fonctions dérivées.

Le probléme de la représentation d’une fonction par
une série de polynomes est le méme que celui de Ia
représentation indéfiniment approchée par un poly-
néme P, car si P, tend vers f(z) quand n tend vers
I'infini, la série

P, + (Py—P) + (P — Py) + et

converge vers f(z).

C'est le probléme de la représentation approchée par
un polynéme P, que nous traiterons, en nous bornant
toutefois aux fonctions d’une seule variable 2.

2. Nous prendrons notre point de départ dans la for-
mule bien connue

g 8 q
/ (| — ‘,)"dt =3 /T cos’™H Ll k—‘v
0 '0 "

en désignant par ks le nombre rationnel

3.5...(2r + 1)
"9 4. 2

Quand n tend vers linfini, fa valeur asymptolique
. se tire des relations

z LA oz
/ ? cos™tdt > f * os™Hidt > / * costiyde,
0 '0

e
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qui deviennent, en remplagant chaque intégrale par sa
valeur :
k, = 1 k, =

n n

mal2 K~ m+22

d’olr
2
k= (2n+1 + 8= 0<o L)
T
On remarquera, en particulier, que I'on a

1
kn<2\/n+
T

et que I, a pour valeur asymptotique 2\/;

3. Hypothéses sur la fonotion a reprdésenter
f(z) et définition du polyndme d’approxima-
don Pn, — Soil i représenter la fonction f(x) dans un
intervalle (a, b). Nous commencerons par supposer que
cet intervalle est intérieur A Vintervalle (0,1), c'est-b-dire
que

0<Ca<bL L,

Cetle hypothése n’apporte aucune restriction essen-
tielle & 1a théorie, car il suffit de faire une substitution
linéaire de variables pour ramener n'importe quel inter-
valle fini an précédent.

En ce qui concerne la fonction f(x) & représenter,
nous admettrons qu’elle-est bornée et intégrable dans
I'intervalle (a, b) au sens de Riemann. Plus générale-
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ment, nous admettrons qu'elle devient infinie en certains
points, mais de maniére que I'intégrate

A

conserve une valeur finie.

Le lecteur, qui connait les nouvelles théories de I'inté-
gration, verra encore que I'on peut méme supposer la
fonction sommable au sens trés général de M. LEBESGUE ™),
sans qu'il y ait rien & changer 3 nos raisonnements. Mais
cette connaissance n’est pas nécessaire pour la lecture du
mémoire.

En dehors de I'intervalle (a, b), nous conviendrons de
faire :

f(x) == fla), si x < o,
flz) = f(b), si x> b,

A moins que la fonction ne soit discontinue au point @
ou au point b, auquel cas nous poserions :

fix) =0, sl o,
ou
f)=0, s s>

ce qui n'introduit pas de nouvelle discontinuité.
Nous pouvons maintenant définir notre polynime

L J
(*) Legons sur Vintégration et la recherche des fonctions primitives,
par H. LesescUE (Paris, G. V., 1904). Voir surtout le chapitre Vil
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& approximation. Ce sera le polynoéme P, de degré 2n,
défini par Vintégrale trés simple (*)

p=2 [ )t —(w— PP,

En développant cette puissance, on aper¢oit immédia-
tement que Py est un polynome en x dont les coefficients
sont donnés par des intégrales définies.

Nous allons étudier, dans diverses hypothéses, la limite
ou la valeur asymptotique de ce polynéme pour n = co,
ce qui va nous conduire & des conclusions intéressantes.
A ce point de vue, il peut étre utile de remarquer que
Pon peul, sans rien changer 3 nos conclusions sur les
limites, remplacer le polynéme P, par un autre

Q, = \/é/l [ — (v — z)]"du

qui s'en déduit par la substitution & k. de sa valeur
asymptotique (n° 2). Mais nous trouvons avantage a rai-
sonner sur P,.

(*) Au moment od je termine la rédaction de ce mémoire, je regois
communication d'un article de M. Lanpau dans les Rendiconti del
circolo matematico di Palermo (26 janvier 4908) : Ueber die Approxi-
mation ciner stetigen Function durch eine ganze rationale Function.
M. Landau rencontre cette méme intégrale et je vois. dans son
article, qu'elle a déja été considérée par STIELTIES dans une lettre &
HeruiT, du 27 novembre 1891, Je me place 4 un point de vue beau-
coup plus général que M. Landau, et M. Landau n'aborde pas I'étude
des dérivées, qui forme la partie neuve de mon travail.
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Pour trouver la limite de P,

il convient de chan
- " . . er
variable d’intégration u en « + gerla

%, ce qui donne
(JO

Az + u) (1 — w*)ndy,

P,= "

-

§ 2. — Convergence du polynéme d'approzimation.

A, 'l'hé'oréme L. — La valeur asymptotique de P,
dépend uniquement de la nature de f (x)

immédiat du point x; elle est la méme q
sion

dans le voisinage
ue celle de l’ewprgs_

k, r*
5/ fiz+u) (4 —wyd,

quelque petit que soit le nombre positif fixe e,
En effet, reportons-nous  I'expression de P, qui ter-

mine le paragraphe précédent: P, o’ ;
les deux intégrales i Fa nen différe que par

%[/H.F.["‘f(w-* u)(i—u')"du].

Mais comme on a (n° 2) Y

=

n 41
§< P (—uy e, '

ces intégrales sont infiniment petites de l'o?‘dre de

\/n+1 .
e

T
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car, pour la premiére par exemple, on 2

‘%’lf.ﬂf,(i —u')du | £ \/ n:’ e"""/v‘—:{fl du.

On remarquera, de plus, que, si x varie, ces inté-
grales tendent uniformément vers O.

5. Théoréme X1, — FEn tout point de intervalle
(a, b) o f(x) est continue, on a, pour ninfini,

lim P, = f(=).

Considéroris Vexpression donnée dans I'énoncé du
théoréme 1 et soit . une valeur moyenne de f(x) entre
x — ¢ et & 4-¢; on peut appliquer i cette expression le
théoréme de la moyenne, d'olt

k €
lim P, =lim (.L—Q'if (1 — u')rdu.
~£

On peut sans altérer Ja limite étendre I'intervalle
d’intégration de — 1 & + 1, car les deux portions d'inté-
grales de -—— 1 3 — ¢ et de =4 - 1 ainsi ajoutées sont infi-
niment petites dn méme ordre que

vn+1g-"'
o )

comme dans la démonstration du théoréme précédent.
Si Y’on observe que (n” 2)

+t 1 9
/ {1 — v du = 9‘/' (A — ut)rdu= R

n
-1 0
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il vient ainsi
limP, =g,

Mais comme ¢ est aussi petit que I'on veut, u; qui est
une valeur moyenne de f(x) dans intervalle (z — ¢,
x 4 ), ne peut différer de f(z) qui est supposée continue
au point z.

6. Théoremo KIL — Si f(X) est continue dans une
portion de Uintervalle (a, b), Py, converge uniformément
vers f(x) dans tout intervalle intérienr a celte portion (¥).

En effet, & variant, les quantités considérées comme
infiniment petites dans les deux démonstrations précé-
dentes tendent uniformément vers O, et les valeurs de
f(z) dans I'intervalle (x — ¢, z + ¢) tendent uniformé-
ment vers f(x) quand e tend vers O.

En particulier, si f(x) est continue dans Uintervalle (a, b)
tout entier, la convergence de Py vers f(x) sera uniforme
dans tout U'intervaile. On peut, en effet, considérer I'inter-
valle (a, b) comme intérieur 4 un autre {&a —¢, b - ¢) ol
f(x) est continue.

7. Théoréme IV. — Si {(x) est discontinue mais

(*) M. LeseseuE a démontré le theoréme suivant {Bulletin des
sciences mathématiques, 1898, p. 280) : Toute fonction continue dans
un intervalle (a,b), sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de
la variable, est développable dans cet intervalle en série de polyndmes
absolument et uniformément convergente dans lout intervalle ol
n’existent pas de points de discontinuilé,

On trouve une seconde démonstration de méme théoréme, due
également 3 M. Lebesgue, dans les Lepons sur les fonctions de
variables réelles, de M. E. BoreL, page 95.

’
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bornde au point x, les plus petite et plus grande limites
de Py pour n — o sont comprises dans Vintervaile des
bornes inférieure et supérieure de f(x) au point x.

En effet, on peut reproduire, sur ces plus grande et
plus petite limites, la démonstration du théoréme II
jusqu’a la relation ' '

Hm P, =p;

et u, qui est une valeur moyenne de f(z) dans I'inter-
valle infiniment pelit (v — ¢, x 4 ¢), ne peut sortir des
limites indiquées dans I’énoncé du théoréme.

8. Tuéoréme V, — Si f(x) est discontinue au point x,
mais que {(x + h) + f(x — h) tende vers une limite deter-
minde 2a, quand h tend vers 0, on aura

limP, = q,.

On a, en effet, par le théorémepl :

lim P"=lim%[/“+‘/‘uf($+ u)“—ut)ni[u]

’

k 13 ‘ .
= lim -2'—'/ [+ u) + flx —u)] (4 —-wz)ndu-

Exactement comme dans la démonstration du théo-
réme I1, on voit que la limite de cette expression sera a,.

®. Cas particulier. — On dit que x est un point
de discontinuité de premiére espéce si f(z -+ h) et f(x — R)
tendent vers les limites déterminées f(x + 0) et f(z —0)
quand & tend vers O par des valeurs positives.

1908, — SCIENCES. 14
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Done, en un point de discontinuité de premiére espéce,
on aura ,
. [z +0) + flx — 0)
lim P, = 3

§ 3. — Convergence des dérivées premiére et deuxieme.

10. Préliminaire. — Les théorémes précédents ne
nous ont encore rien appris de bien nouveau et le poly-
nome P, ne posséde encore sur ceux considérés par
d’autres auteurs que l'avantage d’étre explicite ou beau-
coup plus simple.

Mais si nous passons maintenant i la considération
des dérivées, nous allons rencontrer des résultats com-
plétement neafs.

M. Pamnievi (*) a montré que, si la fonction continue
fix) a des dérivées continues, on peut la représenter par
une série de polyndmies telle que les séries dérivées
convergent uniformément vers les dérivées de f(z) (**).

Nous allons montrer que la considération du poly-
noéme P, conduit 3 un résultat plus précis. A cet effet,
donnons d’abord une définition,

11. Dérivée premiére généralisée. Dérivée
moyenne. — Nous appelons dérivée premiére généralisée
de f(a) au point z la limite pour 4 = 0 du rapport

flx + k) -—f(x—h).
2h

(%) Comples rendus, T février 1898. '
(**) V. BoreL, Lepons sur les variables reelles..., p. 66.

er e
RIRaN
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Cette limite peut évidemment exister sans que ['(x)
existe.

Si f(z) a, au point x, des dérivées & gauche et droite
finies et déterminées ‘ '

M@, =0, [z, +0),
nous appelons dérivée moyenne de f(x) la demi-somme
3 (x, — 0) + fiz, + O)].
Observons que I’on peut écrire

1

-

fa+h)—fa—h 1 f(x+h)—ﬂx)+f(m—’l)—/(x)
2h p) h - —h

et que le second membre est la demi-somme des rapports
qui définissent les dérivées d gauche et a droite; nous
en concluons que :

La dérivée généralisde est égale a la dérivée moyenne en
tout point ou celle-ci existe. ¢

Quand f(z) n'a pas de dérivées 4 gauche ou i droite,
les plus grande et plus petite limites des deux rapports

flx. B —flx) flx — h)— f(x)
- h ' —k

sont les quatre nombres dérivés de f(x) au point x. La
derniére équation montre donc que : Quand la dérivée
généralisée existe, elle est une moyenne entre les quatre
nombres dérivés.

Elle montre aussi que, dans tous les cas, les plus
grande et plus petite limites du rapport

[lx + h)—flz —h)
2h

sont toujours des moyennes entre les quatre nombres
dérivés au point z.
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12. Dérivation de P,. — Reprenons la formule
initiale

P, — % / " f)H — (4 — o),

dans laquelle = désignera un point de I'intervalle (a, b).

Dérivons par rapport & =, ce qui se fait sans difficulté

(car on dérive, en fait, un polynéme dont les coefficients

seuls sont des intégrales); et observons que la dérivée de
(—(u—z)T

est égale & celle par rapport & u changée de signe; il vient
Pl=— %‘/ f(u) ‘T‘f;[{ — (v — z)*]du;
[

.et, en changeant u en u + z,

k Lz
P’,=—-?"f f(z + u)d(i —u).

La valeur asymptotique de P, pour » infini n’est pas
changée si I'on néglige les portions d'intégrales en dehors
de I'intervalle (— ¢, + €), car elles sont infiniment petites
de I’ordre de

. =z

—_ .Ifﬂ | flx +u)| d(i—u’)"=nk,,/.~’ 11 —wpr-tudu

2
& kgt f 1] du

3
L3

caruest € fetl1—u2 e,
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Nous pouvons donc écrire (lim signifiant valeur asympto-
tique) :

k . .
lim P, = —1lim —2—"-/. flx + w)d(1 — )
-t

=——lim—k2 [flz + u) — flz — w]}d(1 — u?)

= — lim k,,/‘f(x+")_’(x—")ud(1—u')".

Désignons par ¢ une valeur moyenne dans Vintervalle
{0, €) du rapport :

flx + u)— flx —u)
u ’

et observons que u d (1 — u2)" ne change pas de signe;
nous aurons, par le théoréme de la moyenne,

13
lim P} == — lim pk,,f ud(1 — ut)"
[

et, en ajoutant une intégrale dont la limite est nulle
pour = infini,

t
lim P, == — lim ,uk,,/ ud(l — )y,
3

Mais on a, en intégrant par parties,

_fiu_d(i—-u')"n‘/“({——“’)"duzki‘

¢ 0
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Substituons cette valeur, nous trouvons ({im pouvant
ne désigner qu’une valeur asymptotique)

lim P, = lim 4.

Cette relation subsiste quelque petit que soit ¢; sup-
posons donc que Ja dérivée généralisée existe au point z,
le rapport dont w désigne la valeur moyenne différera
aussi peu qu'on veut de cette dérivée généralisée et, par

‘conséquent, la limite de P;, Tui sera égale.

De la le remarquable théoréme qui suil :

18. Théordme VI. — La dérivée premiére Py a
pour limite : 1° la dérivée f'(x) en tout point ou cette dérivée
existe; 2° la dérivée moyenne de f(x) en tout point ot celle-ci
existe; 3° la dérivée géndralisée (n° 11) de f(x) en tout point
ou celle-ct existe. — Dans tous les cas, la valeur asympto-
tigue de P} est intermédiaire entre les quatre nombres
dérivés de {(x) au point x.

11 est & remarquer que toutes les intégrales négligées
comme infiniment petites dans la démonstration précé-
dente, le sont uniformément quand z varie dans l'inter-
valle (a, b). La convergence de P, vers sa limite sera
donc uniforme dans tout intervalle ou le rapport

[l +u)— [z —u
Qu

convergera uniformément vers sa limite ; donc, en parti-
culier, dans lout intervalle intérieur a un autre ow f'(x)
sera continue. )

Toutefois, ou n’oubliera pas que nous avons fait (n° 3)
f(x) constant hors de I'intervalle (a, b}; les points a et b
sont done, en général, des points de discontinunité pour
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la dérivée, et la convergence cessera d'étre uniforme dans

‘leurs environs.

Au besoin, on évitera cet inconvénient par une défini-

tion de f{x) hors de (a, b) telle que la dérivée soit con-
-tinue.

Avant de passer i I'étude des dérivées d’ordre plus
glevé de P, il convient encore de généraliser la définition

des dérivées.

14. Dérivée seconde généralisée. — Nous don-
nerons, avec M. Lebesgue (*), le nom de dérivée seconde
généralisée 3 la limite (pour h = 0) du quotient

flx + by + flx —h)— Qf(x),
IS )

quand cette limite est linie et déterminée.
Cette définition suppose [(z) continue au point . St
fiz) est discontinue au point x, il peut encore arriver gue

f(x 4+ Ry + f(x—h)

ait une limite 2a, quand & tend vers 0.

Dans ce cas, nous conviendrons de remplacer 2f(z)
qui figure an numérateur de la fraction précédente par
cette limite 2a,.

D’une maniére générale, la dérivée seconde généra-
lisée sera donc la limite, .si elle existe, du quotient

flz + B) + flx — h) —-—Qan_
K

(*) Legons sur les séries trigonométrigues, p. 6. Paris, G. V., 1906.
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Ce quotient peut avoir une limite sans que la dérivée
seconde ordinaire existe. Mais sa limite sera certaine-
ment f"(x), si cette dérivée existe au point 2. Cest un
cas particulier de la proposition plus générale suivante :

Si la dérivde premiére P(x) a une dérivée premiére géné-
ralisée a au point X, la dérivée seconde généralisée de f (x)
sera dgale a cette derivée a. oo

On a, en effet, dans ce cas, par définition de la dérivée
premiére généralisée de f'(x) :

['{® 4 h)— f'(x — h) == (a + §)2h,
ol ¢ tend vers O avec k. De plus, {() sera continue au

point x.

Soit o une constante positive d'une petitesse arbitraire;
il suit de la relation précédente que la fonction de h

[(x + B} + f(z — k) — 2f{x) — ah' 3= oh?

a, pour h positif et suffisamment petit, sa dérivée du
signe de =+ «, Donc la fonction, s'annulant avec h, sera

elle-méme du signe de % «, donc aussi son quotient
par h, savoir '

flx + h) + flz — b ~ 2f(x) —ata,
hl
ce qui exitraine, pour kb positif,

il Ml =3t

)

el le raisonnement serait analogue pour k négatif,

16, Dérivée secondo de P,.. — Dérivons deux

“(209)

fois par rapporl & x 'expression de P, déjh utilisée an
début du n° 12; il vient

Py = %/ﬂ f(u)DI[1 — (u — x)*]"dn,

Mais la dérivée par rapport & = est la méme que par
rapport 4 u et I'on peut, comme au n° 12, remplacer la
variable d'intégration » par u + x, ce qui donne

P, =%’/ ‘-'/'(a: + u) D' (1 — ut)"du,

On peut, sans en changer la limite, négliger les por-
tions de cette intégrale en dehors de I'intervalle ( — ¢, ¢).
En effet, dans les intégrales négligées, le facteur

Y

D1 — u'
est un infiniment petit d’ordre au moins égal & celui de
o'l — ') & nle
et les intégrales négligées sont des inﬁhimenl petits de

Pordre de
ko= [| f | du.
Il vient donc

lim P, = lim f;: f flz + u) D*(4 — ut)"du
-
»

lim P} = lim % / "It + )+ flo — u)] Dt — utydu.

Soit 24y la limite (supposée existante) de f(m + u)
~+ f(x — u) pour u = 0,
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On peut, sans changer sa limite, remplacer, dans 'in-
tégrale, f(z + u) + f{x — u) par

flz + ) + flx — u) — 2a,,

car cela revient & en retrancher une intégrale qui a pour
limite 0. On a, en effet,

k,,/ D' —')"du s &, [D(1 — u*)']§ s= e 2nke, e (1 — -,
0

Ecrivons donc

lim P;’—Hm%/i/(x+u)+f(r—u)—-2ao VDA — i,

u!
[
Supposons maintenant que la dérivée seconde généra-
lisée existe. Effectuons la dérivation indiquée; nous
voyons que la limite de P}, sera celle de la différence

(n — 1)u*{l —u’)*du

k,:/"/'(a: + u) + [z —u) -—-anl
s in

2 1t
[

k ¢ flx + —_— ) —3 o
*E"/ fe + ¥) f(f M 2a 2nu*(1 — )t du,

u

Désignons par p. et 1’ des valeurs moyennes du rapport

[(z +u) + flx — u) — 24,

u!

dans lintervalle (0, ¢); comme ce rapport multiplie,
dans chacune des deux intégrales, un facteur qui ne
chgnge pas de signe, nous pouvons appliquer le théoréme

T e
gt e

L R ——— - ey ey ey b o

m e~ —————— s

(21)

de la moyenne, et nous voyons que la limite de P}, sera

celle de

k,
“3

ko
—_—p 5”/ (1 — u"" ' 2nutdu.
L]

La premiére intégrale se raméne A la seconde par une
intégration par parties et on peut négliger le terme aux
limites {nul pour u = O et infiniment petit pour ¥ = ¢,
n == 00). On voit ainsi que la limite de P, est celle de

— !/ §
_5'“ 2 a k,,/\ (1 — u’)"' 2nu’du.
: o

‘(I —u)" Tdn(n — 1)utdu

D’ailleurs I'intégration peut étre étendue de G 4 1 sans
., R . .
changer la limite; et I'on a, par une nouvelle intégration
par parties

1 ) 1
/ (1 — u*"~! 2nu’du —/  —w)du = I%—
[ : 0 “

En définitive, la limite de P} est la méme he celle de

dp — u’
2

.

Mais comme ¢ peut étre supposé infiniment petit, u et

sont infiniment voisins de la dérivée généralisée supposée
existante et Pi; a cette dérivée pour limite.
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De ]2 le théoréme suivant :

16. Théoréme VIL. — La dérivée seconde P} a
pour limile la'dérivée seconde généralisée de f(x) en tout
point ou cette dérivée existe. En particulier, P! a pour
limite "' (x) en tout point ou f'(x) existe.

Ce théoréme appelle évidemment des remarques ana-
logues & celles faites au n® 13 4 I'occasion de la dérivée
premiére.

Remarquons seulement que la convergence de Py vers
sa limite sera uniforme dans tout intervaile on le rapport

flz+h)+ flx —h) — 20,
hi

tendra uniformément vers sa limite, donc, en particulier,

dans tout intervalle intérieur 4 un autre ol la dérivée

seconde f'(x) sera continue.

§ 4 — Dérivées d’ordre supériour.

17. Théordme VIIX. La dérivée d'ordre r quel-
conque P}, o pour limite la dérivée du méme ordre de f(x)
en tout point ot cette dérfvée exists.

Nous pouvons supposer r > 2.

* Pour que ) () existe au point =, il faut que fr—1(z)
existe et soit bornée dans un intervalle suffisamment
petit (x — ¢, = + €); alors f r —9(x) est une fonction
continue dans cel intervalle.

Considérons la relation

L (p——,

k5
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Dérivons r fois par rapport i x, il vient

P, =%/‘/‘(u)l);[1 — (v — x)*]"du.

Remplagons D, par — D, et u par u + z, il viendra

g

flu + x) D*(4 — u*ydu.

P,',-=(-—-1,'9—"

On peut, sans changer sa limite pour n = oo, négliger
les portions de cette intégrale en dehors de l'intervalle
(— &, + ¢), car, dans ces portions d’intégrale, le facteur

DT(1 —
est un infiniment petit d’ordre au moins égal A celui de
nr“ — S < nre—ne

et, par conséquent, les intégrales négligées sont infini-
ment petites comme I'expression

rl'kne‘“'yl f{du.

Ecrivons done

lim P} o= (= 1) lim %/lf(u + x) D"(1 — ut)du.

Si f(x) a une dérivée d’ordve r, nous pouvons effectuer
sans difficulté r — 2 intégrations par parties consécutives,
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car f{u + x) et ses dérivées peuvent étre supposées con-
tinues jusqu'a Uordre r — 2 dans I'intervalle (— ¢, + ¢).
Il vient ainsi, les termes aux limites étant tous infini-
ment petits pour n = co :

Jim P} = lim f;_ / 3 + 3) DY — .

Mais cette expression est tout juste celle dont nous
avons cherché la limite au n° 15; elle a pour limite la
dérivée seconde généralisée de f7—2(x) si elle existe,
Or, cette dérivée existe dans le cas présent et elle est
égale 4 la dérivée f7(x) supposée existante.

Le théoréme est démontré.

18. Dérivées généralisées d'ordre supériear.
— Nous ayons donné aux n* 11 et 14 les définitions des
dérivdes premiére et seconde génédralisées, et I'on aura cer-
tainement remarqué que la définition de la dérivée
seconde généralisée est complétement indépendante de
la considération de la dérivée premiére.

11 est naturel de se demander s’il est possible d’éten-
dre ces définitions aux ordres supérieurs, de telle sorte
que nos deux premiéres définitions rentrent comme cas
particuliers dans une définition générale et que la défi-
nition de la dérivée généralisée d’ordre r ne soit pas lide
a Vexistence des dérivées ordinaires d’ordre moindre dans
le voisinage du point x.

La chose est possible. On peut donner, de la dérivée
généralisée d’ordre r, une définition qui suppose seule-
ment 'existence des dérivées généralisées d’ordre moindre
et de méme parité au seul point x.

1.
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Supposons qu'on puisse éerire

3

flz + h)— flx — k)

3 ==a¢h+a,é—l+---
PR pnt
T IT (Bonts +0) gy

les coefficients a étant des constantes relativement a &
et » une quantité qui tend vers 0 avec h. Nous dirons
que les coefficients a4, as, ... agn 44 S0RL les dérivées géné-
ralisées successives d’ordre impair de f(x).

De méme, supposons qu'on puisse écrire

h (x—h h? ht
f(x+_ );—/( )=ao+“i§?+“tz!"“'"
h!u-—l h’u
+ Ogpn_g m -+ (a,. -+ 0) (Q—;)_i

ot les @ sont des constantes par rapport & h et ol  tend
vers O avec h. Nous dirons que ag, a4, ... asn sont les
dérivées généralisées successives d’ordre pair de f (x).

Que ces dérivées généralisées coincident avec les déri-
vées ordinaires quand les dérivées ordinaires existent,
c’est ce qui résulte immédiatement de la comparaison
dun théoréme IX qui suit avec le théoréme VIII qui pré-
céde; par contre, l'existence des dérivées généralisées
n'est pas liée 4 celle des dérivées ordinaires.

19. Théoréme 1X. — La dérivéde d'ordre r quel- -
conque P; de P, a pour limite quand n croft indéfiniment
la dérivée généralisée du méme ordre de f(x) en tout point
ol cette dérivée généralisée existe.
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Reprenons la formule du ne 17 :

lim P = (— 1)" lim %I,‘/‘f(“ + 1) D*(1 — u)'du,

formule dont [a démonstration subsiste aussi hien dans
le cas actuel. Changeons la variable d'intégration u en
— u dans Pintervalle de — ¢ A 0; il viendra

lim Py — (—1) lim k,/‘f(“+“);;f(’_") D(4 —utydy,

le signe ambigu dépendant de la parité de r (+ sirest
pair, — si r est impair).

Comme la démonstration se.fait exactement de la
méme fagon dans les deux cas, nous supposerons, pour
fixer les idées, que r soit pair et nous écrirons

Him P,',—limk,,/ f(x+u);-f(x—u) DU — wrdu,
]

" Faisons, en passant, une remarque essentielle. Si I'on
remplace dans cette formule f(z) par une fonction ¢ ()
ayant une dérivée ordinaire de I'ordre r, le théoréme VIII
s'appliquant, on aura

2 8 —
¢z} = lim k,,/ v - u)-;- ple —ul D1 — w¥du.
[

Ceci bien entendu, supposons que f(z) ait une dérivée
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généralisée @, d'ordre pair (n° 418); on aura, w tendant
vers 0 avec u,

(2 4+ %) + flx —u * u
f )Qﬂ )=a0+a,-5+-—-+(a,+a)n, .
ou encore
flz + )+ [(z — u) Pl + ) + p(x — u) u
= — - Q) —
2 -2 r!

en désignant par ¢ (z + ) le polynéme
“!
plx + u)=gqy + a,a o4 a,:!-

Mais la remarque précédente s'applique 4 la fone-
tion ¢ (qui est un polyndme), et 'on voit que

. ?")(‘T) = d,.
On a done .
€ —_
limn k,,/ ple + u) -; plx—w) D'l —uwydu = a,,
0

Par conséquent, la limite de P ne peut différer de
cette dérivée généralisée ar que par I'expression

L2 ¥
lim k,,/ vt D1 — wh)"du,
7l
V.

20. — La démonstration du théoréme IX qui nous
occupe est donc ramenée 2 démontrer que lintégrale

(13
k, / owD (1 — wdu
]

1908, — SCIENCES. 15
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est infiniment petile avec ©, quel que soit n. Faisons cette
démonstration.

La difficulté provient de ce que D (1 — u2)" n'ayant
pas un signe invariable, on ne peut pas appliquer le théo-
réme de la moyenne. Nous allons donc décomposer cette
dérivée en une somme de termes qui ne changent pas de
signe.

A cet effet, je remarque que

-~

Dr(1 — ut)?

se décompose en un certain nombre de termes de la
forme générale

A,._,(l — ul).-ﬂ-t ,ur—h’

ot s parcourt les valeurs entires 0, 1, 2..., qui sont
< 7, et ot A, est un factear numérigue infiniment
grand avec’n, mais au plus de lordre de la puissance
n*—*, ordre marqué par son indice (*).

() I n'y a aucune difficulté & obtenir explicitement ce développe-
ment. Posant .
ut=1¢, ?([):’(i'—t).r

il est donné par la formule générale :

oW _ oo+ T gur-ser
—d;‘-'-——(Qu)tp(t)+ 1 (ﬂu). 2or-1(t)

. rir =1)or—2r—3)

9 (Qu)h‘ge' 2([) o ene

Voir mon Cours d'analyse, t. I, p. 18, ex. 8; ou TisSERAND, Recueil
complémentaire d'exercices sur I'analyse infiniiésimale, probléme 16
{Paris, G. V., 1896).

TR e
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Cette propriété se vérifie directement pour les premiers
ordres; on peut écrire :

D —uf)" =A {1 —utu
DI — uf)" = A,(1 — "+ A (1 — !
DYt — )" = A1 — U0 + Ag(t — uf)~tu

. - . . . . . . . . .

~ La valeur de Ay, Ay, ... change dans chaque équation,

Yindice désignant seulement l'ordre de grandeur pour n
infini.

Pour établir que la propriété est générale, il suffit de

_ constater que la dérivée du terme général écrit plus haut

A,..,(i —_— ul)n—r—u ur-h

est encore .la somme de deux termes de la méme forme
générale (I'indice de dérivation r devant seulement aug-
menter d’une unité).

Or cette dérivée est

—_9 (n — 3) A,.__,U — u!)n—r-}-x-l o=t

+  (r—25) A [1—ulrtr gy
Le premier terme est de la forme

Atrstyms (1 — ufe-trtite ylestmn

et le second de la forme

A(-+l)-(-+l) (1 — uz)n-(r+u+(-+n yirH)-te+n

ce qui justifie donc notre affirmation.
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Remplagons donc dans notre intégrale D7(1 — u2)n par
son développement. Comme le nombre des termes est
indépendant de n, nous sommes ramenés i démontrer
que 'intégrale de chaque terme

t
knAr-./ w(l J— u’)""ll 2B gy

est infiniment petite avec w. Mais, comme w maltiplie
maintenant une quantité positive, nous pouvons faire
sorlir » du signe / par le théoréme de la moyenne;

- et il suffit de prouver que P'intégrale, débarrassée de w,

L]
kA, / (§ — wpriyt-ngy

0

conserve Une valeor finie, quel que soit n.
Comme 1 —u? est < e—4*, cette intégrale est moindre
que

kn A,_‘ e—(n—f+.)ul uzn-n du
¢
r 00
p— k"A""_‘ g—{r=riiu g r—1— 4 du
0
k, A,
= S T(r—s+ 4).

Varagn—r+s)

»
Comme k, est de I'ordre de V"7 et A, _, de I'ordre de
n"— 7, cette expression est finie, quel que soit =.
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Resmargue. — La démonstration précédente met
encore en lumiére que la convergence de Pt} vers sa limite
sera uniforme, quand X varie, dans tout intervalie ou o tend
uniformément vers o; done, en particulier, dans tout inter-
valle intérieur o un autre ou la dérivée ordinaire d'ordre r
est continue. ‘

§ 3. — Degré dapproximation obtenu
par le polyndme Py.

2t. Hypothéses a fatre sur f(x). — La rapidité
plus ou moins grande avec laquelle le polynéme P, con-
verge vers f(x} quand n augmente, dépend de la nature de
la fonction fiz). On ne peut rien dire de plus avec les
hypothéses trés générales faites jusqu’ici.

Pour arriver 4 un résultat précis et pouvoir comparer
les diverses méthodes d’approximation au pagut de vue
qui nous occupe, il faut faire des hypothéses plus parti-
culiéres.

Un des cas les plus intéressants et les plus instructifs
est celui oll I'équation

y == f{x)

représente une ligne polygonale. Nous allons faire des
hypothéses qui comprendront en particulier le cas d'un
polygone.

Nous supposerons que la fonction fix) est continue,
qu'elle posséde, en chaque point, une dérivée A gauche
et une dérivée 4 droite

@ —0), [ +0),
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toutes deux bien déterminées mais non nécessairement
égales. Nous supposerohs ces dérivées borndes dans
I'intervalle (a, b) et nous désignerons par M le maximum
absolu de f(x), par M’ la borne supérieure absolue de sa
dérivée dans I'intervalle (a, b).

Comme nous supposons (n° 3) f(x) constant hors de
I'intervalle (a, b), sa dérivée sera nulle hors de cet inter-
valle et les deux extrémités a et b seront en général des
points ol les dérivées & gauche et 4 droite seront diffé-
rentes.

22. Ordre de I'approximation. — Nous allons
montrer que, dans les hypothéses précédentes, I'approxi-

mation sera en générat de I'ordre de %, c’est-3-dire que
n
la différence
fl)—P,
sera de cet ordre si ’on considére I’ ensemble de I'inter-

valle (a, b).
Revenons A notre formule du n° 3

k o
P, v E" flx + u) (1 — u¥)"du.

On a, par définition de ks (n° 2),

1= Q/"“—‘/‘—’ k/(‘l — ut)"du,

{ex
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Désignons par « la plus petite des deux quantités a et
1 — b. Quand x appartient 4 I'intervalle (a, b), on a

/"(1 —updu </"(s__u*)"du=1/'(1 —up ;“;

ot

( _’ll)»-f-l
—/(l—-u)du 2(n+1)a

e inttiat
L 5

2(n + I)a’

ez

et, de méme, cette quantité est une limite de P'intégrale
prise entre — 1 et — .

Comme 5 est < \/ n+i, on peut donc écrire 08

<1): |
k e e—(u—H)al

1=="f (1 —u)du + § ———.

2 ( ) eVin+1)x

Multiplions par f{z), dont la valear absolue est <M,
et soustrayons de la formule donnant Py; il vient :

P, — )= 22 [T+ ) — i) (1 —
M i

(—1<ogh).

+7V(_n+ )=

Le dernier terme décroit comme une exponentielle
quand n augmente.
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Le terme précédent peut se décomposer dans les deux
termes ci-dessous :

3 / f() (1 —u")" 2udu

k {—z - —
+ I./ ﬁx—%—-f—(x—)(i—u’)" 2udu.

]

Donc M étant la borne supérieure de | F'{x)], ces termes
sont moindres en valeur absolue que

I"M' [f+ﬂl ——u’)"(lu]r-:”il ky < l
D v 2n+1 " gy (n+ 1)

En substituant ces limites, il vient, en définitive,

1 MM
P,— - gt |
! f(x)|<|/(n+1)n[2+“e ]

Cette inégalité, valable dans tout I'intervalle (a, b),
donne la mesure du degré o’ approximation obtenu.
L’approximation obtenue est done de I'ordre de 1 : V7,

D’ailleurs etle ne peut pas étre d’un ordre plus élevé
pour I'ensemble de I'intervalle (a, b), &'il y a des points
olt les dérivées A droite et A gauche différent.

En effet, les deux termes transformés en dernier lien

ky /%2 + u)— :
% / l('"'*’g-ﬁ)(i-u'y-audu

k -z —
+f/ f—({—tt%—-@(l—u’)"ﬁudu
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sont les deux termes principaux de la différence P,— f(x)
et, en un point ou f/'(x, + 0) et f/{z, — 0) différent, on
en trouve immédiatement la valeur asymptotique.

En effet, on peut, sans altérer cette valeur, réduire
Pintervalle d’intégration & (0, €), ¢ étant infiniment petit,
puis faire sortir les rapports

[lz — u) —f(x'), [(x + u) — f(=)

u u

hors du signe /"en se servant du théoréme de la moyenne.

On peut denc remplacer ces rapports par leurs limites
s f’(xv - 0)1 /‘l(mt + 0)

et la valeur asymptotique cherchée est la méme que celle

de I'expression

[-— %’f’(z, —0) + %’f’(x, + O)JIﬁ;— w)"2udu,

c’est-h-dire (I'intégration s’effectuant)

, (@ +0— [, ~0)
o d(n+1)

et, en remplagant k, par sa valeur asymptotique,

f’(‘ts -+ 0) _f’(x) "”0).
4V

Telle est donc la valeur asymplotique de la différence
Py — f(x) en un point ol les deux dérivées sont inégales.
Elle est bien de I'ordre de 1:17,
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28. Comparaison aveoc Ia méthode de M. Le-
besgue ("). — La méthode de M. Lebesgue pour la
représentation de I'ordonnée d’un polygone, trouve son
point de départ dans Ia représentation de I'ordonnée de
Vangle droit représenté par I'équation

y=Il=| ("™
M. Lebesgue remarque que I'on a, en posant z — 22 -1,

128 1322 13552
Zl=(1+2em]gs 1% — —— ..
lzl=(t+2 27 8% 226 2458+

Si kr est défini comme au n° 2, le terme général est
SR S
(2 —1)@n + 1)’
il est donc de I'ordre de
z'l
an
et la série est absolument et uniformément convergente
dans I'intervalle de — 1 3 . 1.
En appelant Py 1a somme des n premiers termes de

la série, qui est un polynéme de degré 2n — 2, I'équa-
tion

y=P(x)

représente donc approximativement I'angle droit consi-
déré, au voisinage du sommet.

(*) Bulletin des sciences mathématigues, {898, p. 218. '
(**) BorEL, Lepons sur les fonctions de variables réelles..., p.60.
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" Cherchons le degré d’approximation au sommet de
Pangle, c'est-d-dire pour z == 0 ou z = — 1. Tous les
termes négligés sont négatifs, I'erreur est donc de V'ordre

de
« ] ‘/wﬂ
v J
c’est-h.-dire de I'ordre de %

L’approximation est du méme ordre que celle fournie
par le polynéme P,

Cette approximation n'est pas la meilleure. On peut
représenler lordonnée d’'un polygone avec une erreur de
Vordre de % seulement par un polyndéme de degré n.

Mais la démounstration de ce théoréme se rattache
naturellement & un mémoire Sur U'interpolation que nous

présentons & I'Académie en méme temps que celte note,
et on la trouvera A la fin de ce mémoire.

CHAPITRE 11

Approximation des fonctions
par des séries limitées de Fourier.

§ 1."— Définition des formules d’approzimation,

4. Préliminaire. — WEIERSTRASS 2 démontré que
toute fonction continue ayant la période 2~ peut se
représenter avec telle approximation que I'on veut par
une suite finie de Fourier, ou, ce qui est la méme chose,
par un polynéme en cos z et sin .
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Dans le tome I de son Cours d’analyse, M. Picarp
déduit de P'intégrale de Poisson, que nous considérons
plus loin (n° 44), la possibilité de représenter une fone-
tion continue par une série trigonométrique limitée, et
c’est méme de la qu'il tire sa démonstration du théoréme
de Weierstrass sur la représentation par une série de
polyndmes.

M. Lepescue (*) a montré qu’on peut faire I'inverse,
et passer de I'approximation par une suite de polyndmes
A 'approximation par une suite de Fourier.

Aucun des auteurs précédents ne parait s'étre préoc-
cupé de la représentation approchée des dérivées.

Nous allons traiter la question de la représentation
approchée par une série trigonométrique limitée, en
nous plagant 3 un point de vue nouveau.

Nous allons voir apparaitre une analogie tellement
étroite entre le probléme que nous posons maintenant et
celui de la représentation par un polyndme que nous
venons de traiter, que cette analogie nous parait vérita-
blement digne d’attention.

Notre méthode sera donc calquée sur celle du chapitre
précédent, et nous allons retrouver les analogues de tous
les théorémes précédemment établis, ce qui nous per-
meitra d’abréger les démonstrations.

L’extension au probléme actuel des théorémes sur la
dérivation nous conduira, en outre, 2 des conclusions
intéressantes sur les séries de Fourier.

25. La constante h,. — C'est celle qui corres-
pond A la constante k, du chapitre précédent.

(*) Bulletin des sciences mathématiques, 1898, p. 285.
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Nous considérons cette fois I'intégrale (n entier)

)’r l
/cos'“ 3 du=12/ ?*cos®udu =i

n

0 ]
ou l'on a
A i 2.4...2n
Tox1. 3. 2 —1)

Quand n tend vers l'infini, la valeur asymptotique
de hy se tire des relations

'ﬂ'
/ cos™ 'udu > / * cos™u du > * cos™Hy du

qui donnent, en remplacam les intégrales par leurs

valeurs, .

h, h,
—tl_n > h, 211 1
Fol (0 < 6 < 1)
b, — 2n + 6.
2x

La valeur asymptotique de h, sera donc \/ ; et I'on’

aura
n -+ 1

h, <

x

26. Définition de Vintégrale [,. — Cette inté-
grale est l’analogue de I'intégrale P, du chapitre précé-
dent. .

Nous nous proposons de représenter une fonetion f( )
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périodique et de période 2x. Cette fonction sera donc
complétement définie par ses valears dans 'intervalle

(.— ”’ + ")
et nous pouvons nous borner 3 considérer cel intervalle.
Nous supposerons que la fonction f(x) satisfait aux
ménies conditions que dans le chapitre précédent. Elle
est bornée et intégrable au sens de Riemann, ou bien
elle peut devenir infinie en un certain nombre de points
exceplionnels, mais de maniére que Uintégrale

YAVAK:
conserve une valeur finie.
Plus généralement, on peut admetire que la fonction
est sommable dans le sens de M. Lebesgue. ’
Ceci entendu, nous posons

| I, ==£;3f;(u) [cos“ ; ?]hdu.

Cette intégrale posséde, comme on va le voir, des pro-
priétés qui la rapprochent de celle de Poisson utilisée
par M. Picard et elle peut rendre les mémes services,

~Mais tandis que I'intégrale de Poisson se développe en
série trigonométrique illimitée (n°-41), celle-ci fournit un

développement qui s'arréte de lui-méme et donne, par
conséquent, la solation du probléme que rious nous
sommes proposé.

7. Développement de In en série limitée de
Fourter. —- En développement

‘ o\ [ _bivim
(QCOS §) =) e‘i 4 ¢ T)

B
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par la formule du binéme, et en négligeant la partie
imaginaire de chague terme, on trouve
2n(2n — 1)

2 cos”'§= ©0s 10 + 2ncos(n —1)0 + —TTZ——cos(r;- 2)6

2n(2n—1)-- (n + 1)
1.2...n

4= e+ -+ COSMS.

+ e

Nous avons écrit le terme du milieu et ceux i égale

distance des extrémes son{ égaux. .
Si I'on range les termes dans 'ordre de leur distance

an terme du milieun, il vient done

] 1 n nin—1)
;o - €0s8 + ———— 0520
g g"[2+n+l TTHL2
n————————~(n— ) n—2) €08 30 + ]
1.2.5

en désignant par g le coefficient numérique

2 (2 — 1) (0 + i)= 2 (2n)

9= gum 1.2..n F

D’aprés la formule de Stirling, la valeur asymptotique
de g, pour n == co sera

2\
g V2.0 (T)

.—l: n in = *
2 2zn (;) n

Faisons 0 = u—x; d’ou

c0s k0 == cos ku coskx ~+ sinku sinx
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et substituons le développement de cos 9"3 dans I'inté-

grale I,; il viendra

I, -—%3 -+ 2 (Aycos kx -+ B, sin kx)

Kol

ol les coefficients ont pour valeurs :

Ag= L;]-'l [(u)du

-

nin—A4)e(n—k+1) hg,
(n+1)(n+2)~- n+k) 2

Mo 1fpm ke ) by, ’
B*-:(n-o-l)(n—e—ﬁ) < (n+ k) 2/ f(“)smkuu

n
f(u) cos ku du

Nous avons ainsi obtenu le développement de I. en
série trigonométrique limitée.
Comme h, et g, ont respectivement pour valeurs

asymptotiques
n
\/- et ’
kg

la valeur asymptotique de 1 3 hu gn est

On voit donc que quand » tend vers l’mﬁni les coetli-
cients Aj et By tendent vers ceux de Fourier.

5]»

28. Définidon d'une neuvelle sulte Hmitée
- de Fourler S,. — Remarquons que ['on ne change
rien aux valeurs asymptotiques de Ty et de ses dérivées en

(-235")

‘rémplacant dans tous les termes ("' "") par sa valeur

asymptotique i,

Cela revient, en effet, & multiplier 1, par un facteur

numérique qui tend vers I'unité,
En faisant cela, on obtient le développement

S a Sn(n—1)-(n—k+1)
"= 3 Er+1)(n+2)(n+k)

(9scos kx + b, sin kx)
dans lequel les coefficients a et b sont ceux de Fourier :

1 b3 1 (x4
= ;/ f(u) cos kudu, b, = - / [(u) sin kuduy.
-1 ) -7

En définitive, notre somme S, n'est pas autre chose
que la somme des n -+ 1 premiers termes de la série de
Fourier, respectivement multiphévar un facteur numé-
rique qui décroit constamment d'un terme au suivant :
de la valeur 1 (pour le premier terme) jusqu'a la valeur 0
(pour celui de rang n + 2). De plus, chaque facleur tend
vers l'unité quand n tend vers I'infini.

. En faisant tendre n vers l'infini et en cherchant la
limite de S,, nous définissons donc un mode particulier de
sommation de la série de Fourier (*).-

(*) Sur la sommatien des séries de Fourier divergentes, on peut
consulter les Legons sur les séries trigonométrigues de M. LEBESGUE
(Paris, G. V., 1906), no 48 et suivants. Le pfocédé de sommation de
M. FEsER, qui y est éludié, mérite particulidrement I'attention. Celui
que nous définissons », comme le procédé de M. Frigm, l’avantage
de passer par Pintermédiaire de suites finies de Fourier, mais il est,
croyons-nous, beaucoup plus général.

1908, ~— SCIENCES. 16
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39. Relations entre Ia somme S, et 1a aérie
de Fourlcer. — Si la série de Fourier

S e %’ + 3(ay co8 kx +- b, sin kx)

est convergente, S, a pour limite S, quand n tend vers

Uinfini.

Nous ne nous arréterons pas 2 la_démonstration de ce
théoréme, car il est clair qu'il se démontre comme le
théoréme classique d’ABeL sur les séries entiéres, théo-
réme dont voici 1'énoncé :

Si la série

ao+ﬂl+¢'+“'+a‘+"'

est convergenle et a pour somme S, on a ausst, quand x tend
vers 1 en croissant,

"n (“0+¢lm"' "°+¢‘1‘+- )ms

En effet, la démonstratich connue du théoréme d’Abel
repose sur cette seule circonstance que on a multiplié
respectivement les termes successifs de la série Zo par
les facteurs z* qui décroissent d’un terme au suivant et
qui tendent chacun vers 'unité quand « tend vers I’ unité.
— On fait exactement la méme chose pour passer de la
série de Fourier A la somme S,, sauf que les facteurs de
la transformation deviennent tous nuls 3 partir d’un
certain rang.

Donc Sy, tend vers la somme S de la série de Fourier
quand cette série converge. Mais, comme on le verra, S, a
une limite dans des cas trés généraux ou la série de

. Fourier ne converge pas, ce qui généralise done dans un

sens trés étendu la sommation de Ia série de Fourier.
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Mais il y a plus : la relation que nous venons d’étudier
entre la somme S, et la série de Fourier se conserve
exactement la méme entre les dérivées de S, et les
dérivées du méme ordre de la série de Fourier. Donc
partout ou les dérivdes de la série de Fourier convergent,
elles ont nécessairement pour sommes les limites des dérivées
correspondantes de Sy,

lette relation entre S, et la série de Fourier est acces-
soire dans notre étude ; mais elle méritait d’étre signalée,
car elle ajoute un nouvel intérét & la recherche des limites
de S, ou, ce qui revient au méme, de I,.

Nous allons donc passer maintenant X la recherche de
ces limites.

§ 2. — Convergence des suites d’approximation
In et Sn-

30. Remarques préliminaires, — Comme nous
'avons dit précédemment (n° 28), les limites de I, et
de S, ou, plus généralement, leurs valeurs asymptotiques,
sont les mémes quand » tend vers U'infini. Il nous suffira
donc de considérer I'intégrale I,.

Nous avons dit au n° 26 que nous considérions la

fonction f(x) de période 2 et que cetle fonction était,

par conséquent, définie par ses yaleurs dans Pintervalle
— = et -« x. Il suffit done de faire varier x dans cet
intervalle.

Toulefois, pour éviter des longueurs inutiles, nous
supposerons dans les démonstrations que z ne sort pas
de I'intervalle

(~—7 + g ® — ¢},
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ol ¢ est un nombre positif, dailleurs aussi petit quon
veut.

Dans cette hypothése, mettons en regard I'intégrale I,
avec celle P, de la premiére partie :

pn=%‘/” (W[} — (u — )] du.

Le facteur cos '%f) de lintégrale I, est < 1 dans

tout le champ d'intégration, sauf pour la seule valeur
u=2x. On peut donc raisonner sur ce facteur comme
nous 'avons fait sur le facteur :

[t —(u—ayp -

de I'intégrale P, dans les démonstrations de la premiére
partie. . :

Cependant les théorémes, établis pour I'intervalle
{(—=-m + ¢, m—c¢), subsisteront pour 1’intervaile entier
(— ™. +m); et les points extrémes — = el + m seront
complélement assimilables aux autres, 3 condition
d'avoir égard 4 la périodicité de f(z) et de 1,. Cette
extension s'obtient par des raisonnements tout pareils &
ceux que I'on fait dans le cas de la série de Fourier et il
est inutile de les développer.

Nous allons maintenant donher les analogues des
théorémes de la premiére partie en donnant le méme
- numéro d’ordre aux théorémes correspondants. Nous ne
recommencons pas la démonstration quand 'extension
est immédiate.

N
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81. Théortme X, — La valeur asymplotique (powr
n infint) de Iy et de Sy dépend uniquement de la naturc de
f(x) dans lo voisinage immédiat du point X.

Par fe changement de  en % + x, il vient

. h T-x . ™ ¥
= — 2 2 — du,
I, 3 flx + u)cos 3

—-T—x

La valeur asymptotique de I, sera la méme que celle
de

h 8 ) . u
=  — du,
2~/ [{x + u) cos 2

-

quelque petite que soit la constanle ¢. On voit, en effet, »
comme dans la démonstration du théoréme analogue
(n° 4), que les parties d’intégrales négligées sont 'inﬁpi-
ment petites comme les expressions

€
k, cos ™ %/[fldx ou \/;cos""—é-

82. Théorveme 11 — En lout point ot f(x) est con-
tinue, on a, pour n infini,

lim S, ==lim 1, == f{x).

838. Théoreme kL. — La convergence est uniforme
dans tout intervalle ot f(x) est continue.

34. Théoréeme IV, — Enun point de discontinuité de.
f(x), les plus grande et plus petite limites de I, et de Sy sont
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comprises dans l'intervalle des bornes supérieure et .inférieure
de f(x) au point x.

36. Théoréme V. — En un point de discontinuité
de premiére espéce, on a

flz —0) + fiz + 0)
2

limIl, =lim§, =

§ 5. — Convergence des dérivées.

86. Théoréme VI — Les dértvées premiéres de Iy, et
de Sy ont pour limite la dérivée premiére géndralisée (n° 11)
de f(x) en tout point ou celle-ci existe. Cette limile sera
dgale, en particulier, a la dérivée f'(x) partout o ceite
dérivée ordinaire existe.

En effet, on peut reproduire, point par point, la
démonstration dn théoréme analogue donnée au n° 12
en y remplagant seulement k, par h,, puis en remplagant

3 —x
cos "T

f—(u—ay par

d:( —uy par d cos * g

37. Théoréemo VBN — Les dérivdes secondes de 1, et

de Sy ont pour limite la dérivée seconde généralisée (n° 14)
de £(x) en tout point o cette dérivée genéralisés existe.

~ En effet, de méme qu’on a trouvé, dans la démonstra-
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tion du n° 15, que la valeur asymptotique de P est la
méme que celle de I'intégrale

k, ‘f{a;+u)+/(x——-u)—20° DY — utrd
§.f ~ u'DY( u')"du,

de méme on trouvera, dans le cas actuel, que la valeur
asymptotique de I, est la méme que celle de P'expres-

sion

!,:- ‘f(x+u)+f(m—u)~2a°u’0'(1—u’)"du,
2 u? '

[
13
5/ D* cos™ = du
2 4 2

[

I'intégrale

étant infiniment petite. )
Si la dérivée seconde généralisée ap existe, on a,
w tendant vers 0 avec u,

flz + u) + f(x — u) — 2a,

= Oy + .
u

La limite de I;; sera donc celle de la somme

k, ¢

Tu iyt :afd
a,Q u*D* cos 2u

°
]
+ ’-&/wu’D’ cos™ 2 du.
2 2
]
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Si P'on fait deux intégrations par parties cbnsécutives,.

en ?bservant que les termes aux limites sont infiniment
gems. on voit que la limite du premier terme est celle
e . ’ ' ‘

€ u :
ash, / cos ¥ 3 du, Cc'est-h-dire g,
[

Pour établir le théoréme, il suffit donc d’établir que‘:
le second terme est infiniment pelit avec , quel que soit

N, car w peut étre supposé infiniment petit en méme
temps que e,
Comme on peut changer la variable u en 2u et rem-

plqcer € par 2¢, nous sommes donc ramenés i élablir

que
3

-~ h, / wu*D* cos *"udu

.0 °

est infiniment petit avec w.
On a

D* 03 *"t == 20 (21 — 1) cos™ *u sin*u — 9 cos™u,

Mais, pour 0 < u < ¢ ona

ut

sinu )
<u et cosu Le ?,

car la fonction e* cos u, qui est égale 4 1 pour u =0,

est décroissante, sa dérivée

KR 3 .
e cosufu — g u)
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étant négative. On a donc
D® cos®™ u = 2n(2n — 1) cos™~*u sin®u — 2n cos™ u,

] D*cos *u | £ Ante -Vt gt 4 dpe—™t,
‘Nous sommes ainsi conduits & démontrer que les deux

intégrales
11

13
hn / we™" utdu,

[

sont infiniment petites avec o, quel que soit n. Mais
cette conclusion apparait par le changement de u en

u 3 - -
ou en = qui raméne respectivement ces inté-
n

—1

Vn
grales aux deux suivantes :

h 1eVaol
O S o " uidu,
Ve —1 S
h eV
_E/ue'“'u‘du,
Vi

h, étant de ordre de V'n.

38. Théoréme VILN. — Les dérivées d’ordre k quel-

conque de 1, ou de S, ont pour limite la dérivée du méme

ordre de f(x) en tout point ot cetle dérivée exisle.
Ce théoréme se démontre comme le théoréme analogue

du n° 17,
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89. Théoréme IX. — Les dérivées d'ordre r quel-
conque de 1, et de S, ont pour limite la dérivée généralisce
du méme ordre de f(x) (n° 18) en fout point ot cette dérivée
genéralisée existe.

De méme que la démonstration du théoréme analogue -

sur P, revient & prouver (n° 19) que I’expression

€
k, / au' D1 — u'pdu
[

est infiniment petite avec w quel que 8oit n, de méme
la démonstration du théoréme actuel revient a prouver
que P’expression

£ u
h, / wu"D" cos ™ 3 du
s . _

est infiniment petite avec w. Pour simplifier, remplagons
u par 2u et ¢ par 2, nous devrons prouver la méme
chose pour I'expression '

&
h, / au'D" cos ™ urdu,
[ ]

A cet effet, remarquons que D cos2" u est la somme
d’un certain nombre (fonction de r) de termes de Ia
forme générale

A,_, cos®™-rtiy ginr-y
b4

ou s prend les valeurs 0, 1, 2, ... qui ne surpassent
Pas g et ob A, désigne en général un coefficient numg-
rique infiniment grand avec n, mais de Vordre de nr—~s.
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Cette propriété se vérifie directement pour le ;)rem;;z]rt
ordre, et on prouve qu'elle est génér.ale'en 0 servt "
que la dérivée du terme général éct:n c‘l-dessus Es :
somme de deux termes analogues, ’mals ou r est¢ a:"fn
en r 1. Nous avons développé une démonstrati

toute pareille au n° 20. - !
Renl:placons donc, dans la derniére intégrale, D cos?"u

par ce développement; il suffira de montrer que

€ o
A / ou’ cos ™ -1y sin"~"udu
r— n

L]

est infiniment petit avec v.
Mais on peut appliquer le théoréme de la moyenne

pour faire sortir du signe /' le facteur, infiniment petit

avec ©,
wcos® Ty,

il suffit donc de montrer que P'intbgrale

[ 4
A,. ,h,:/ u” cos™u sin”"*udu

[}
conserve toujours une valeur finie.
Mais on a (n° 37)
cos™u £ =™, sinu L u;
cette intégrale est donc moindre que

y A, h ot gt -
Ak, [ urte™ dye=— uwle " du;

[ " ‘/ﬂ 1]
elle est donc finie, car A,_, est de I'ordre de n'~* et h, de
]

Y'ordre de y/».
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Remarque. — La démonstration met en évidence que
la convergence des dérivdes d'ordre r de I, et S, vers leur
limite sera uniforme (x variant) dans tout intervaile og w
tendra uniformeément vers 0 avec u; donc, en particulter,
dans tou! intervalle intérieur G un autre ou la dérivée
ordinaire d’ordre k de f (x) sera continue.

40. Application aux sérics de Fourley. —
Daprés ce qui a été dit ay ne 29, si I'on définit Ia
somme d'une série de Fourier par la limite de Ila
Somme S, correspondante, ce procédé de sommation
jouit de la propriété remarquable que voici et qui, pen-
S0ns-nous, n’a pas été encore signalée méme pour d’autres
procédés.

Etant donnée la série de Fourier d’une fonction f(x), si
Uon dérive successivement celle série au point x, lu somme
d’une série dérivée d’ordre quelconque, somme déterminde
par le procéde (S,), sera égale d la dérivde correspondante
de f(x) au point x, si la dérivée existe en ce point. — Plys
genéralement, la somme de Ig série dérivés sera égale d g
dérivée généralisde de (x)s 8i cette dérivés existe,

En particulier, si la dérivée d’ordre quelconque d’une
série de Fourier converge (dans le sens ordinaire) au
point z, elle aura pour somme la dérivée du méme ordre
de f(x), sous la seule condition que cette dérivée (ordi-
naire ou généralisée) existe au point z.

La propriété remarquable que nous venons de recon-
naitre au procédé de sommation (Sx) nous améne natu-
rellement 3 nous demander si up autre procédé, déja
connu, ne jouirait pas des mémes propriétés. Nous
allons montrer qu'il en est bien ains; pour le procédé de,
sommation de Poisson.

S g— e e o e

B
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§ 4. — Digression sur la sommation des dérivées des séries
. de Fourier par le procédé de Poisson.

41. Intégrale de Poisson. — Conservc.)ns toutes
nos hypothéses précédentes (n° 26) sur la foncu,on [(w).et
considérons la série de Fourier de cette fonction, ¢’esi-a-dire
la série formelle

ta, + 2 (a, cosnr + b, sinnz),

dont les coefficients sont définis au n° 28, laquelle série
int w.
eut converger ou non au poin . ]
’ Pour sommer cette série, PoissoN considére la fonc
tion (*) .
I(r,x) = { ao + X +"(a, cos nx + b, sinnx)

‘qui existe pour 0 < r < 1 dWgs les hypothéses que :0111s
venons de rappeler; et il convient que la somme de la
série de Fourier sera, par définition,

Moy X (7, 8).

r=ad

Cette limite est d’ailleurs égale 4 la somme.de la série
dans le sens ordinaire chaque fois que la série est con-

vergente (Théordme d'ABEL, n" 29). o,
gue la(fonction J (r, @) existe sous ces conditions trés

générales, c'est ce qui résulte immédiate.menl de ce fa,it

que § (r, x) s'exprime par l'intégra'lf: Qnen détem.nnee

dans ce cas), connue sous le nom d m{egrale de Poisson,
4 x (1 —Mdu )

Vi, =) =Erff(u)l — 2rco§(u —x) + 1

-

' (*)A Journal de U'Ecole potytechnigue, 18¢ cahier,
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La transformation se fait par la formule bien connue

‘ — r’ 2
T —Srecser™ i 2_?‘ rhcosns  (*),

Donc, pour trouver la somme de la série de Fourier et
aussi de ses dérivées d’ordre quelconque par le procédé
de Poisson, il faut chercher la limite de J et de ses déri-
vées par r == {.

Clest un résultat bien connu que J tend vers f () aux
points ob f(x) est continue. C'est pourquoi nous allons
passer immédiatement 3 la considération des dérivées.
Nos calculs antérieurs nous tracent d'ailleurs la voie 3
suivre par arriver an résultat.

43. Transformation prénlable de 1a dérivée
de U'lntégrale de Polsson. — Dans le cas actuel, le
facteur de discontinuité, analogue au facteur cos % =

de tout i I’heure, est :
f —

1—2rcos{u —zx)+ 1

Ce facteur est toujours positif 8i 0 < r < 1; et, si l'on
‘impose & x la condition de rester compris dans 'inter-

valle )
(—r+¢e x—34)

quelque petit que soit ¢ positif, ce facteur tend vers 0
quand r tend vers I'unité, sauf pour la seule valeur u = z
qui le rend infini; et toutes fes dérivées de ce facteur
possédent la méme propriété.

(*) Voir, par exeh:ple, Picarp, Traité danalyse, t. 1, 4re édit.,
p. 248. :
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Nous supposerons donc, dans les démonstra’tions,
que & varie dans cet intervalle. Mais, commenous l, avons
déja remarqué au n° 30 pour I», les conclusions s a!)pl!-
queront A toutes les valeurs de z, & cause de la périodi-
cité sapposée de la fonction f(z). .

1 suit de la remarque que nous venons de faire sur le
facteur de discontinuité, que la dérivée d’ordre & quel-

conque (*)

§— 1t r D ' du
Bna=— D g
- :

aura la méme valeur asymptotique {r tendant vers 1) que
Pintégrale

1 — ste

k
e [t D: 1 — 2r cos(u — x) + r*

Mais on peut reniplacer D par— Dy, puis la va;iable @

{*) La dérivation sous le signe ne donne pas lieu & difficulté. En
remplagant dans l'intégrale
. 1
"1 —92rcos({n —x) + 72

par son développement en série uniformément convergente
22D, 7= cos 7 (u — ),

et en intégrant terme A terme, on trouve tous les mémes termes
qu'en dérivant k fois I'expression de J (r, z) en série. Toutes les
séries sont uniformément convergentes.
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-par & -+ u, ce qui raméne cette intégrale aux suivantes :

( i)li rt/“f( ) D !

— *4+u) Dt ——

: 2 {—Qrcosu+r'du
—E

{— gt ot
— o/[r(wu)tf(z—u)]m, !

—_—
— 27 cosu + r*

(-

le signe ambigu dépendant de la parité de k (+ si k est
pair, — sik est impair).

Pour trouver la limite de cette expression, i} convient
d’abord d’étudier la dérivée qui s'y trouve.

48. Dérivées da factenr do diseon!lnulté. -
Nous aurons & utiliser deux propriétés des dérivées par
rapport 2 u du facteur.

{—
1 —9rcosu + r*

1° Toutes les dérivées d’ordre impair s'annulent pour
u=0,

On s'apercoit immédiatement de cette propriété en

dérivant (ce qui est permis) le développement de ce fac-
teur, 4 savoir

1+ 2Xr"cosnu;

les dérivées d’ordre impair ne contiennent que des sinus.
2° La dérivée d'ordre k quelconque de

i
$ —2rcosu + r*

s et g e et e o L

s Vol
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se décompose (abstraction faite de coefficients numériques
finis quand r tend vers un) en une somme de termes de
la forme générale

sin%u cosfu
(4 — 2r cosu 4+ r*)?

ol les exposants sont entiers, « et  nuls ou positifs et
y > 1, avec la condition .

2 —al k42,

Cette propriété se vérifie immédiatement pour le pre-
mier ordre. Pour établir qu'elle est générale, il suffit de
la supposer vraie pour le terme général écrit ci-dessus et
de montrer qu'elle subsiste (en changeant kenk -+ 1)
pour les termes qui s’en déduisent par une dérivation.

Or cette dérivation peut donner trois termes (il y en a
moins si « ou B est nul), les exposants devenant respecti-
vement (le cas ’'un exposant négatif étant » exclure) :

a—1 g+1 » pour le premier terme,

a+1 B—1 o pour le second terme,

a+1 8 v + 1 pour le troisidéme terme,
Donc 2y — « est remplacé par 1'un des nombres
2y —a) + 1

@ —a)—1 (2 —a)+1,

si ce nombre augmente, il augmente de 1 comme k et
I'inégalité 2y — « < k + 2 subsiste.

1908, — SCIENCES. 17
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme sui-
vant :

44. Théoréme, — La dérivde d’ordre k quelcongue de
I (r, x) @ pour limite, quand r tend vers U'unité, la dérivée
généralisée de {(x) au point x (n° 18}, sous la seule condition
que cette dérivée généralisée existe au point x.

Supposons, pour fixer les idées, & pair (le raisonnement

étant tout pareil pour k impair). Nous avons 4 chercher

la limite de (n° 42)

1—-r’/"f(x+u)+f(.t—-u) 1
Dk

2 " areosn ey

T
]

sachant que I’on a (» étant infiniment petit avec u ou ¢)

( - i
fi +u)-;—f(x u)==ao+“-%"""+(a"+”)%

Pour établic le théoréme, il y a donc trois choses
prouver : '
4* Si i est un nombre pair comme k, mais < k, on a

im Y27 /e __-——.——-. L du =0

1 o’ = 0

* 1 —2rcosu + 1 “ ’
[\

2 Sit=k ona

llm———-/ =a1;
l-—%rcosu+r‘du b
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3° L’intégrale

3 L] -
— ¥ ——d
a r)/au'wi——%rcosu-c-r’ “

est infiniment petite avec w, quel que soit r < 1.

La démonstration du 1° est immédiate. Si i n’est pas
nul, on fait i intégrations par parties consécutives en
observant que les termes aux limites sont nuls pour u = 0
et infiniment petits pour u — ¢ (r tendant vers 1). On
obtient I'intégrale

1 —2rcosu + 1 4 o 2r cosu + 1],

0 .

Cette dérivée d'ordre impair k — i — 1 s’annule pour
u =0 (n° 43, 1°) et est infiniment petite 3 I'autre limite ¢
quand r tend vers 1. Donc la limite de Vintégrale est
nulle.

Pour démontrer le 2°, on fait k intégrations par parties
consécutives, ce qui raméne, pour les mémes raisons, 4
I'intégrale

1 € 13" d 2 1---1‘l £
— —_——— U= — @ -
r/ 1 —2rcosu + 1 x rets 1—r By

~

qui, comme on le voit directement, a pour limite I'unité
quand r tend vers 1.

Reste senlement 3 démontrer le 3°. A cet effet, rem-

plagons la dérivée d’ordre k par son développement

e s e
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indiqué au numéro précédent et laissons de coté le facteur
fini 1 -+ 7 compris dans 1 — 2. 1l faudra prouver que

4 - r)./“a“

est infiniment petit avec w.
"A cette fin, observons que I'on a

u*3in%u cosPudu

(Qy—agk + 2)

— 2r cos y + r*)

1—2rcosu + r*=(1—r) 4 lrsin’:::

et que le rapport

(=7 +4r sin’g-

A—r)fau

a une valeur moyenne entre

=1

et r
{—r u*
Ce rapport est donc aussi voisin qu’on veut de 1, pourvu

que u soit assez petit et r assez voisin de 1.
Il s’ensuit, sans difficulté, que les deux facteurs positifs

u*sin®y -+ cosP u o
(1 —2r cosu + 'y [(4 —r) a ut]?

ont un rapport aussi voisin qu’on veut de 4 avec r, quand
% est positif et suffisamment petit (donc quand ¢ est
suffisamment petit). Nous pouvons donc substituer le

T L e pozig
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second facteur au premier dans la démonstration et con-

sidérer 'intégrale
uttedy
r)/ [(1 it 4w’

k+a>/2'y——2.

oll

Soit
kta=(2y—2) +p (p>0)

nous pouvons, par le théoréme de la moyenne, mettre Ia
quantité v u® qui est infiniment petite avec v hors de
Pintégrale, et il suffit alors de prouver que I'expression

wdy
/ [ —F + wp

est finie, quel que soit r < 1. Ceci apparait par le chan-
gement de variable u = (1 —r) ¢, qui montre que cette
expression est inférieure  I'intégrale finie

. e
/ 3+
[

Le théoréme est donc démontré. On voit de plus que
x variant, la convergence sera uniforme si o tend unifor-
mément vers 0.

Ce théoréme peut encore s'énoncer comme il suit :

45. Théoréme. — Etant donnde la série de Fourier
d'une fonction f(x) convergente ou non, si l'on dérive
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k- fois cette série, la série dérivee, sommée par le procddé de
Poisson (*), aura pour somme la dérivde d’ordre k de f(x) en
tout point ow cette dérivée existe et, plus généralement, la
dérivée généralisée en tout point ou celle-ci existe. — De plus,
dans tout intervalle intérieur & un autre ou la dérivés ordi-
naire d'ordre k existe et est continue, la convergence sera
uniforme quand r tend vers 4.

Par ExempLE, on peut former la série de Fourier pour
I'ordonnée f(x) d’'une LIGNE PoLYGONALE. Si & est un des
sommets, les dérivées généralisées d’ordre impair sont

toutes nulles, sauf la premiére qui est égale i la dérivée .

moyenne. On a, en effet, pour u suffisamment petit
(n°18) : ’

flx + ) — flox — u) == 20m.

Donc, en ce point-1a, toutes les dérivées d’ordre impair
de la série de Fourier peuvent étre sommées par le pro-
cédé de Poisson; la premiére aura pour somme a4, toutes
les autres pour sommes 0.

Comme les dérivées généralisées d’ordre impair > 1
sont aussi nulles aux autres points, elles sont donc nulles
pour toutez les valeurs de x. Mais la convergence de
J (r, z) cessera d'étre uniforme dans le voisinage des
sommets.

(*) On n'oubliera pas que le procédé de Poisson donne le méme
résultat que le procédé de sommation ordinaire, chaque fois que la
série converge.

.
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Tellure natif des mines de Balia (Asie Mineure); par

. Cesaro, membre de 1'Académie, professeur 34" Uni-
vagsité de Liége.

Dans\un lot d’échantilions, provenant des mines de
Balia, j'ai’xemarqué un minéral 4 éclat tallique, blanc
d’étain, dendxjtique, ressemblant assez pen 4 la sylvanite;
Pétude qui suityp’a montré qu'il s'agjAsait de tellure natif.

Détermination cristalioghgghique. — Le minéral consti-
tue un cristal dendritique, fais épais, formé par I'assem-
blage de plusieurs indjfidud\ sensiblement paralléles,
entrecoupés par du quArtz
qui 8’'insére sans altérfr ce
parallélisme (fig. 1). On voit
miroiter les clivaggs pris-
matiques ¢2, dont/on peut
mesurer I'angle d¢ 60° dans
les fragments tifés de Pas- i 1
semblage. LA symétrie .
rhomboédrique se manifeste !
nettement 3 Uobservation, b
attentive, cjaque face pris-
matique s¢ terminant d'un
coté par ¥ne horizontale, de I'antre par I'angle « formé
par les intersections de cette face avec deux faces du




