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1
T [K — $4, (log I)]
vorhanden ist.

Wir wollen schliesslich noch die folgende Bemerkung hinzuftigen.

Jede zwei Flachen kdnnen aufeinander konform abgebildet werden.
Wenn es sich aber um konforme Abbildungen gewisser besonderer Art han-
delt, so kann dies nicht der Fall sein. Im Zusammenhange mit den friiheren
Ausfithrungen kann namlich die Frage behandelt werden, welchen Bedingun-
gen zwei Flichen geniigen miissen, damit sie derart aufeinander konform ab-
gebildet werden konnten, dass die Gleichheit:

Ids?* = I'ds"™

bestehe. Die Antwort kann in analoger Weise wie fiir die Isometrie zweier
Flichen erhalten werden. Auf die Einzelheiten gehen wir indessen nicht
naher ein.

W. SIERPINSKI

Dowod elementarny twierdzenia Weierstrassa
1 wzoru interpolacyjnego Borela.

(Démonstration élémentaire du théoréme de Weierstrass et de Ia formule ' interpolation
de M. Borel).

W pracy niniejszej pragne przedstawic w spos6b jaknajbardziej elemen-
tarny dowo6d twierdzenia Weierstrassa (ze kazda funkcya, ciggta w danym
przedziale, daje si¢ w tym przedziale rozwina¢ na jednostajnie zbiezny szereg
wielomianéw), tudziez ogélnego wzoru interpolacyjnego Borela.

1. Funkeya 'z ! jako granica jednostajnie zbieZnego ciggu funkeyj
wymiernych.

Twierdzenie. Dla —1<< 2«1 mamy przy wszelkiem natural-

nem n nieréwnoscé:
1 e 1
0<|a| —glFar=1

(ForFi<7a
(dap—1_
Ea —xm_vn.

Rozwazymy osobno przypadki: x>0, oraz x < 0.
1) >0 Mamytu |z | =z, zatem:

Dowdéd. Potézmy

- 2w S
PO
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Dtz e bedzie oczywiscie licznik naszego wyrazenia nienjem-
&

ny i nie wigkszy od mianownik zas wigkszy od jednosci, zatem:

2

V'
0<'r,.<—2_—.

Vn

DlaL_ < z < 1 mamy:
Vn

1\ —
(+or>(14=] > 14 7= > V7
Vn Vn
mianownik naszego wyrazenia jest tu wiec wiekszy od ¥, a ze licznik jest
dodatni oraz < 2, wiec:

¢

0 <7y <~

Vn
2) x< 0. Mamyteraz |z |= — =, stad:
_ =2z ()
T (4o -{‘—l )
Dla ——Vl: < & < 0 zachodzg oczywiscie nieréwnodci:
n
—2z(142)0r <=
oraz
I4ayr+1>1
skad:
0L < —=
<
Dla -1z < — —Vf (co oczywiscie jest mozliwe tylko wrazie n>1),
mamy:
0L—22(1+x) <2,
oraz: - 1 1
<Utor<(i—f =t s — L
Vn (1__’_ 1 ) _}_ YV
V- V- n——l
zatem znowu:
2
07
< Vn

e
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Twierdzenie nasze mozemy wiec uwazac¢ za udowodnione w zupelnosci.
Zastgpujac w niem x przez — 1mnozac wszystkie nierdwnosci przez liczbe

naturalng s, otrzymujemy nastepujacy

Wniosek. Przy wszelkich naturalnych # i s zachodzi dla
—sL e Ls nieréwnosé:
i (b _x)n__ 8P ,,2??_
o<z L(S_]_w)n_}_sn < Vo (1)

Niech teraz (@, b) oznacza dany przedziat.
tak, izhy bylo

Wyznaczmy liczbe naturalng s

>|a] oraz s> |8].

Dla ¢ < £ < b bedziemy mieli tembardziej —s <z < s, zatem i nieréw-
nos$¢ (1), skad w jednej chwili

(s+x)r—s"

cForFs

Wzér ten przedstawia funkcye | x| w przedziale (a, b) jako granice je-
dnostajnie zbieznego cfaggu funkcyj wymiernych.

| ¢ | =lim & ;——%—

n==00

Hwaga. Z nieréwnosci (1) moglibysmy tez z latwosciqg wnioskowaé
ze przy wszelkiem rzeczywistem x mamy:
e () —
|2} = lim T oA

przyczem ciag, stojacy pod znakiem granicy jest zbiezny jednostajnie
w kazdym skoficzonym przedziale. Nie mogliby$Smy jednak o nim
powiedzied, ze jest zbiezny jednostajnie w przedziale (— oo, 4-oc).

2. Rozwijanie funkcyi wymiernej na jednostajnie zbieiny szereg

wielomiandw.

Niech : Ex) oznacza dang funkcye wymierna, za$ (a, b) — dany prze-

dzial, czyli zbidr wartosci @, spelniajgcych nierdwnosci ¢ < & < b.

Chcac w przedziale (@, 0) rozwija¢ naszg funkcyg na szereg wielomia-
néw, musimy przedewszystkiem zatozy¢, ze jej mianownik, czyli wielomian
¢ (), nie zamienia si¢ w tym przedziale nigdzie na zero. Ze znanych twier-
dzen Algebry wynika, ze w takim razie znak funkcyi ¢ (x) musi byé w prze-
dziale (@, &) staly, a modut jej stale niemniejszy od pewnej liczby do-
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datniej 8. Bez ujmy dla ogélnodci naszych rozwazani mozemy zaktadad, ze

w naszym przedziale stale wielomian ¢ (z) jest dodatni, gdyz w przeciwnym

. razie wystarczytoby pomnozy¢ licznik i mianownik naszej funkcyi przez — 1.
Zaktadamy wiec, ze dla ¢ < < b mamy stale;
$ (@) >3, @
gdzie 8 jest liczbg dodatnig, niezalezng od .

W przedziale skoficzonym wielomian calkowity jest zawsze funkcya
ograniczong: mozemy wigc w kazdym razie wyznaczy¢ taka liczbe dodatnig d,
od x niezalezng, Zze w naszym przedziale bedzie stale:

b (@) <2d+ 8. ®)

Podobniez wyznaczymy liczbg M > 0, niezalezna od x, taks, iz w catym
naszym przedziale:

(3@ | < M 4)
Wobec nieréwnosci (2) i (3) mamy w calym przedziale (a, b):

<d+i—¢ (@) <a,

skad ]d_].;;qa(x)}<dia,
o <d—}~6—du(9:) oy 1 1 d
ifs | < (+) (+i)'"<1+mi<m ©)
a a

Mamy, dalej, tozsamos¢:

2@ _ 9@ N (a0 —b @)y, @) (d-H0— @)
¢(m)—d+a§,( i )T (T

(z warunkiem, ze ()° mamy zastgpi¢ przez 1).

Lecz, w mys$l nieréwnosci (2), (4) i (5):

(@) (d+3—¢ (2)\"]
LI»(x)( atfe ),‘<

Mamy wigc dla a <z < b nieréwnos¢:

mo?

| % (@) _’E‘ 0@ (a9 @) M
H’(‘E) el 419 a-ts P mer

przy wszelkiem naturalnem m.

(6)
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Stad w jednej chwili wynika rozwiniecie naszej funkeyi w przedziale (@, 8)
na jednostajnie zbiezny szereg wielomianéw catkowitych:

3@ _ 2 % (@) (d-i—f?—-v(w))
$(z) d-i»a a3 :
Mamy wigc nastgpujace

Twierdzenie. Kazda funkcya wymierna, ktérej mianownik
wewnatrz danego skoficzonego przedziatu, ani dla jego gra-
nic, nie zamienia sig na zero, daje sig w tym przedziale roz-
wina¢ na jednostajnie zbiezny szereg wielomianéw catko-
witych.

Przyjmijmy, w szczegélnosci: a=—s, b=s,

Ya)=als+a)r—s1, $@=E+2)+s

gdzie s in sg dwie dane liczby naturaine.
Z tatwoscig sprawdzimy, Ze mozna tu przyjac:

6_—_3", d:Q”—ls, M—_—(Q"—l)s“+‘.

Wobec nieréwnosci (1) i (6) mamy wigc:

1 |z | — mE z [(s-+a)"—s"] (2"*‘ s—(s-{-az;)“)x

R s \ @ s

— przy wszelkich naturalnych s, n, m, dla —s <% <s.

Niech teraz (@, ) oznacza dany przedzial, e — dang liczbe dodatnia.
Wyznaczmy kolejno liczby naturalue s, n im, tak aby spelnione byly nie-
réwnosci:

21 (20 —1)s
E n+ mn

i

™

>lael, s>|0b],

2
n> 198,
E

on(2r—1
m > __(_e.._);g y

oraz oznaczmy przez W (x) wielomian catkowity

m—1

z(s+z)"—s"] [2rtsn—(s-+z))*
W@ = 2 2"I+1)s" ((T—ll‘i‘)s_) ®

Bedziemy mogli powiedzied, ze dla a <z < b mamy stale:
| —W@)|<e.
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3. Rozwijanie funkcyi ciaglej na jednostajnie zbieiny szereg

wielomiandéw.
Potézmy ) .
'z |x—
v@= "5+ |55~ e )
Dla x < — 1 mamy oczywiscie:
z+1 x—1
f@=—"1- T a—;

dla —1 2 0:

dla 0Le 1

z+1 x—1 1
9 (%) = — T g = 1 —z;
dlaz>1:
rz+1 , z—1
s@="F14% 1 =0
Mamy wigc:
0 da jz|>1
p@)={ 14+zda —1<2<0, (10)
I 1—gx dla el
Niech teraz f(x) oznacza funkcyg dowolna, ciagly dla
—1Le Ll
Potézmy przy wszelkiem danem naturalnem q:
fol@) = Z 7 () ez —n. an

p=—gq
Wrazie | gz —p | > 1 bedzie, w mysl wzoréw (10), czynnik ¢ (gz—p)=0;
wystarczy wigc, we wzorze (11) zatrzymaé tylko te skladniki, dla ktérych p
spetnia nieréwnodci: — 1 < gz — p < 0, lub nieréwnodci: 0 <{ gz — p<1L.
W pierwszym przypadku otrzymujemy dla p nieréwnosci
gr+1, dajace: p=Egax+1,

w drugim za$ przypadku mamy:

gr <p<

qr —1<p<<qw, skad: p=Eqz.

RU] _ Dowdéd elementarny twierdzenia Weierstrassa § 1. d. 65

W mysl wzoréw (107 odpowiednie wartosci funkeyi o beda:
v(@qe—Eqr— 1)=gqgx—Eqx, oraz ¢(gz—Eqx)=1—gax-+Eqgz

Wzér (11) sprowadza sie wiec do wzoru:

fo(@)=

(B [ (B e

f(Ega: (Egi

0 g+ Bgn) 7 (P4 0r ~ Ean)

Zatézmy teraz, ze g wzrasta nieograniczenie. Mamy oczywiscie:

Bax _ oL Egrtl Eqw 1
I

lgr —Egqx| <1, .
4 7% q q 7 4

Wobec tych nieréwnosci oraz zaktadanej ciaglosci funkeyi 7 (x) dla
— 1<z 1, mozna do danej liczby dodatniej e dobra¢ liczbe ¢, taka, izby
dla g > g, bylo stale

- (Egqx P {Egx—+1 Egx\l e
if{q)"f‘x)<2 oraz  f 7 }_f(q)1<2’
skad, wobec wzoru (12):
[@—T@i<e, dla 12]<1, ¢>q, (13)

przyczem liczba g, nie zalezy od .

Dowodzi to, ze ciag f,(x) w przedziale (—1, --1) jednostajnie
zmierza do f(x).

Przyjmijmy teraz, przy danem naturalnem gq:

s=2gq, n=16s*q*, m=2"(2"— 1) s¢g?

i wyznaczmy wielomian W (x) ze wzorn (8). Dla |z | <1 oraz p=0,

+1, +=2,... 4-g, bedziemy oczywiscie mieli:
lgr—p-+ —p—1
Ear SRIPPI L A TRty
zatem, w mysl wzoru (7):
lgr—pl

q:c—p—i—l) 1
2

— W( —pxE

oraz
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"lqw~pl—W(qw—p)‘<al,f,

skad, oznaczajac przez P, , (x) wielomian catkowity

Py @)= (L) (222 ey,

mozemy dla | < 1 napisaé, wobec (9):

¢(@z—p) — P, q<x)) < qi (14)

przy wszelkiem naturalnem ¢, oraz p =0, il, +2, ... +q
Oznaczmy przez 4 granicg gérng modutéw funkeyi ciaglej f (z) w prze-
dziale (—1, -1). Bedzie stale ] f(q)’ < 4, zatem, wobec (11) i (14):

_34@2a+1)

7 (15)

’fq(w)~2f( | Bavo @)

p=—gq

Oznaczmy przez II,(z) wielomian catkowity:

Hq(w)=if(—§-) P, @).

p=—y

Mozna bedzie oczywiscie wyznaczy( liczbe ¢, niezalezna od = i taka, zeby
dla ¢ > ¢, bylo stale

342
Beth) .
Waobec nieréwnosci (13) bedziemy dla wszystkich ¢, wigkszych jednoczesnie
od g, 1gq, mieli:
[ 7@ — () | < 2,

co dowodzi, ze ciag wielomianéw II, (x) w przedziale. (—1, +1) jednostaj-
nie zmierza do f(x).

Stad wnosimy natychmiast o rozwinieciu funkcyi 7 (x) w przedziale
(=1, 1) na jednostajnie zbiezny szereg wielomianéw catkowitych:

f @) =1 (@) + (L () — O (@) + (T (@) — T @) A . ..

Mozemy wigc wypowiedzie¢ nastepujace

zatem | fy (x) —1II, (@) | < e.
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Twierdzenie Weierstrassa. Kazda funkcya f(z), ciggta wewnagtrz
przedziatu (—1, 1) i dla jego granic, daje si¢ w tym prze-
dziale rozwingé¢ na jednostajnie zbiezny szereg wielomia-
néw catkowitych.

Przejscie od przedziatu (—1, 1) do jakiegokolwiek przedziatu skori-
czonego byloby natychmiastowe.

Wzér

r@=lm 72 P, @

»==y 4

nosi nazwe ogélnego wzorn interpolacyjnego Borela .

Wielomiany Py, , () mogg by¢ wyznaczone raz na zawsze, a wz0r
Borela pozwala wyznacza¢ wartosci kazdej danej funkcyi ciaglej w przedziale
(-1, +1), jezeli tylko znay jej wartosci dla argumentéw wymiernych
w tym przedziale. Podane wyzej wzory pozwolityby nam nawet wyraznie wy-
pisa¢ wielomian P, , ().

Twierdzenie Weierstrassa i wzor interpofacyjny Borela daja sie
z fatwoscig uog6lni¢ na funkcye wielu zmiennych. Rozpatrzymy blizej tylko
przypadek funkcyi dwuch zmiennych, pozostawiajac zbadanie przypadku ogél-
nego czytelnikowi.

Niech f(z, y) bedzie funkcyg ciagla dla x| <1 oraz]y| <1
wzgledem obu zmiennych.

Potézmy:

7 H-
fo @, ¥) = 5‘ 2 f (p ) ez =)oy~
p’—q =g

Z tatwoscia obliczymy, podobnie jak wyzej, ze

oo, gy =(ELE, ELY)

4+ (gr—Eqn)(1—aqy-+Eqy) [ r (E—qag—ﬂ ) qu) —f (Eﬂ —Eiy—)]

q q q q
: N Egz Egy+l, .(Egz qu]
+(—gz+Ea)@y—Eay) | 1 P55, ~) =1 (555 =)

) E. Borel, Lecons sur les fonctions de variables réelles et les développements en
séries de polynomes. Paris 1905, p. 80.

5%
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Eqz+f+1 Egqy-+1 Egx Egy

~+ (gz—Egz)(gy - Eqy [ N & Au S P S S ]
@ 9%) (v - Eqy) f( 7 Z ) f( . q)

skad, wobec zaktadane]j ciagtosci funkeyi f(z, ), z tatwoscig wnosimy, ze
dla [z] <1 oraz |y | <1 funkecya f,(z, ¥) jednostajnie zmierza
do f(z, y). Przechodzac wreszcie od funkcyj ¢ (gz —p') oraz ¢ (qy—p")
do odpowiednich przyblizeri przez wielomiany, dojdziemy do wniosku, ze do
kazdej danej liczby dodatniej ¢ mozna dobra¢ wielomian catkowity P(x, )
taki,izdla |z | <1 oraz |y | < 1 stale:

[F(z, 9)— Pz, ) <e

Stad wynika natychmiast twierdzenie Weierstrassa dla funkeyj dwuch
zmiennych.

icm®

G. A. MILLER.

Extension of a group by operators of orders fwo and four.

(Rozszerzenie grupy za pomoca operatoréw rzedow 2 i 4).

It frequently happens that a group H of order 1 is extended by means
of operators of orders two or four so as to obtain a group @ of order g==217.
For instance, the alternating group of order 12 is extended by 6 operators
of order 2 and 6 operators of order 4 to obtain the symmetric group of order
24, and the cyclic group of order & may be extended by h operators of order
2 to obtain the dihedral group of order 2/. The present article is devoted to
a study of some groups which may be extended by operators of orders 2 or
4 50 as to obtain a group whose order is the double of the order of the origi-
nal group. Many questions relating to such groups remain unsolved, and the
present brief article deals only with a few of the simpler cases.

A necessary and sufficient condition that a group H of order i may be
extended by means of & operators of order 2 so as to obtain a group of or-
der 2% is that H be abelian. This theorem results direclty from the known
fact that the abelian group is the only group in which all the operators cor-
respond to their inverses in an automorphism of the group. Hence the theory
of extending groups by means of operators of order 2 is very simple, but if
we extend a group by means of operators of order 4, or by means of operator
of orders 2 and 4 the matter becomes very much more difficult.

Among the simplest cases is the one when H is extended by means of
I operators of order 4 which have a common square. If the group G is ob-
tained in this way it involves the group of order 2 generated by this common
square as an invariant subgroup, and the corresponding quotient group co-
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