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UBER DIE DARSTELLUNG WILLKURLICHER FUNCTIONEN.

Auszug eines Briefes an Herrn G. Mittag-Leffler
vON

C. RUNGE

in BERLIN.

Der Beweis, duss sich jede willkiirliche stetige Function ciner reellen
Veranderlichen = in cine fitr alle in Betracht kommenden Werthe von .z
gleichmiissig convergente Summe von rationalen Functionen entwickeln
lasst, kann durch folgende elementare Betrachtungen gefuhrt werden.

Die T'unction

I

n

I + &

ist fur |of <1 —2 [wo 7 eine belicbig kleine positive Grosse bedeutet)
beliebig wenig von 1. fir I.l)lil -+ ¢ Dbeliebig wenig von Null ver-
schieden, vorausgesctzt dass fur » eine hinreichend grosse positive ganze
Zahl gewihlt wird.

Is bildet diese Funetion eine Art discontinuirlichen Fuctors, mit
dessen Hilfe ich zunichst einen gleichmissig convergenten Ausdruck fir
cine gebrochene Linie herstellen werde.

Scien y, und y, zwei ecindeutige stetice Functionen von x, welche
fir @ = 1 denselben Werth besitzen, o wird

I
U, + ;—m(’/l — 1)
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fur o <o < beliebig wenig o von yoound fir =<1 4k belichig ;
wenig von y, v rschieden sein, sobald 5 hmrfuhcnd gross cewithlt isf, g
(k ist dubei cine beliehige positive Grosse), ‘

Denn zuniichst kann man v so klein unnchmen, dass fir

N

l—v =<0 <1 44

gy ound oy, beliehig wenig von einander verschicden sind,

und in Folgc

dessen 2
I . .
Y, + T Sl A
I + ¢
1 . - . .
da o E <L sty belichig wenig o von yo und y, abweicht, Alsdann,
I+ - - -
nachdem 4 in dieger Weise festgesetzt st kann man <o aross wiillen
dass
[
I + J;'.’nz
fitr O<r<l 1 — beliehig weniz von 1 ound fie o T < g

belichiz wenio von o abweicht, und iy Foluse dessen

I .
e + sl —
2 I + ,L’-" 1 2

ithereinstimmt,
Setzt man nun vorauz, dass die Entwicl'lmm in

convergente Sumime vop mtlonll

und  Dbezeichnet mit nr

belichie aenau mir Jy Tesp. g,

eine gleichmiissig :
en Tunetionen fip Yy und y, moealich sel, -4
- ! N

IR ';‘.r,') die Summen dep ersten 2 Glieder in 3
den Ausdrivcken fuy o, resp. Yy 30 dst '

Z?,“ R '[-,"‘f\‘\,r\\ +

n

A A
n [l «'I/‘~1}'-’ \',._

eine rationale Funetion von ., welche

fir das Tutervall o<1 44k

bcliebig genau mit Jeps Jenigen steticen Funetion iihe

wnmnnmf, welche
von o bis 1 durch o

Vot obis 1 4 4 dureh Yy definivt ist,
Daraus folot, Juss b B0y oder, was dasselbe s,
2 oy tAT

B (e + B —- L)) 4 (e — R, HJ

eine eleichmissio converoente I)lntclhmg di

o

dieser Fanetion bilder, 4
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Dic Punkte o, 1, 1 + % sind hierbel nicht wesentlich.  Setzt man

I I
———— statt ——

-z 0 N I LU../L
! + (fl —_— l() +

1

so treten w, «a, «, 4 I ‘drel belichige Grossen) an Stelle von o, 1.1 4+ k.
(rcsetzt nun cs solle in dem Intervalle @ < » <« e¢ine gebrochene

Linic dargestellt werden, deren Eckpunkten die Abscissen ay, «,, ..., «,
entsprechen; d. L. es soll cine gleichmiissig convergente Summe von ratio-

nalen Iunctionen hergestellt werden, welche

fie v <r<a mit olc—a)+ D
fie o, <o <w, mit a,(r—a,) -+ 0, sty — g ity —ai)]
tie o, < <wa, mit alr—ua) + b, Ty = byt ftpma)]
ete.
itbereinstinme.
Indem man y = o r —a,) + D, y, = 2, v — a,; 4+ b, sctzt, erhile
man einen  Ausdruck, welcher von w = ¢ bis «, mit der gebrochenen

Linie, von r = «, biz « dagegen mit «,(v — a,) + b, tbereinstimmt.

Indem man alsdamn den so gewonnenen Ausdruck mit y, bezeichnet
und y, = a, (¢ — «,) + b, setzt, crhilt man cinen ncuen Ausdruck. der
bis @ =«, mit der gebrochenen Linie, von a; bis ¢ aber mit a, (¢ —a,) 40,
fibercinstimint.

Dies Verfahren fortsetzend crhilt man schliesslich die Darstellung
der gebrochenen Linie.

Sei y, = lim 1"+ diese Darstellung und werde y, gleich derjenigen
linearen Function von @ gesetzt, welche fir ¢ = ¢ und @ = « mit y,
tbereinstimmt, so liefert

I .
B(r)=m +—— 3 m;ga(l?‘;f\-r) — )

P N\
—t o

eine rationale Tunction, avelehe fir « <o <« beliebig genau mit y,,

{ibereinstimint.

tir v <« und r >« dagegen beliebig genau mit y,
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Denn aus der Bildungsweise von RP(z) ist leicht crsichtlich, dass es im
Endlichen endlich bleibt, im Unendlichen aber wic (0 — ) + b,
(dic lineare Function, welche der letzten Seite entspricht) unendlich wird,
woraus denn das Ubrige wie oben gefolgert wird. Lim R, () stellt, wenn
ich mich so ausdriicken darf, eine geschlossene gebrochenc Linie dar, d. h.
eine solche, bel der die beiden sussersten Seiten Theile derselben Graden
sind und sich in's Unendliche erstrecken.

Einer jeden Curve, die eine eindeutige stetige Function reprisentirt,
kann man eine gebrochene Linie einzeichnen, die sich ihr beliebig genau
anschliesst.  Denn nimmt man die Seiten derselben hinreichend klein an,
so muss die Differenz der beiden Ordinaten gleicher Abscisse kleiner sein
als dic grosste Werthschwankung der Ordinaten der Curve in dem einer
Seite entsprechenden Intervall und muss mithin wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der Function mit dem Intervall zugleich beliebig
klein werden. - f

Da man nun andrerseits, wic oben nachgewiesen, sich durch rationale
Functionen ¢iner gebrochenen Linie beliebig genau anzchliessen kann, so
folgt dasselbe fir eine beliebige stetige eindeutige [unction.

Wenn die Function sich fir v = — ~c und » — + o0 an cin und 3
dieselbe grade Linie beliebig genau anschliesst, so kann man sich ihr 3

durch eine »geschlossene gebrocheney Linie belichig genau annithern, und
kann daher eine rationale Funection R,(r) bilden, welche fir alle reecllen

\

Werthe von « beliebig wenig <z. B. umn weniger als —) von der Funetion
e i,

verschieden ist.

Das ist insbesondere der Fall, wenn die Function fiir » = — oo und
T = 1 o0 sich demselben endlichen Werthe nihert. Dann st Iim R, (x)
"
oder, was dasselbe ist, B (r) 4 (B,(r) — R ()] + ete. fur dic ganze
- reelle Axe mit Einschluss der Unendlichkeit gleichmiissig convergent.
Wenn die Funetion fir o = — 0o und » — -+ o0 sich nicht der-

selben Graden anschliesst, so wird man nach dem Vorgehenden eine ratio-

nale Iunction R, (r) bilden konnen, welche in dem Inter all — e bis

. . I - . . .
=+ 1 sich weniger als - von der Funection unterscheidet. Dann converairt
n o

lim B, () innerhalb jeder noch so grossen Strecke gleichmissig und stellt

die Function dar. Aber der Bereicly der glcichmiissigen Con\'ergcnz

kot
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schliesst nicht nothwendig dic Unendlichkeit in sich. — Diese D:wstellung
kann man verwerthen zur Integration der Differentialglcichung

a"+*_

bei vorgeschriebenen Grembedin"unwen nimlich zur Herstellunfr einer
Losung, welche fir 7 = O gleich eincr vorgeschriebenen stetigen Iunction
von & wird und zugleich fir positive Werthe von 7 stetig ist.

Wenn  die vorgeschriebene Function fir # = + ~o und # —
sich demselben endlichen Werthe nihert t (diesen Fall will ich hier allein
betrachten), so werden die zur Darstellung verwendeten rationalen Funec.
tionen R, () nur fur complexe W erthe von z unendlich, und da die
Functionen reell sind, so sind die Unendlichkeitsstellen paarweise conju-
girt.  Scien ¢, ¢,, ..., ¢, die unterhalb dep reellen Axe gelegenen,
iy Coy -.., ¢, die ihnen conjugirten oberhalb gelegenen. Zerlewt man
nun Z,(r; in Partialbritche und bezeichnet mit r,(z) das Aggregat der

in ¢, ¢,. ..., ¢, unendlich werdenden Glieder, so wird

R, (z)—r r. ()

nur noch in ¢, ¢,, ..., ¢, unendlich. Verwandle icl nun hier alle von
o unabhingigen Grossen in ihre conjugirten, wodurch »,(:r) in r,(r) uber-
geht, R, (r) aber ungeindert bleibt, so resultirt, dass

R,(r) —TF,(2)

nur in ¢, ¢, ..., ¢, unendlich wird. Folglich ist r,(x) das Agaregat,
der in ¢,, ¢, ..., ¢ unendlich werdenden Glieder, und mithin ist

B,(x) —r,(z)—7r,(x)

constant, weil es an keiner Stelle mehr unendlich wird.  Die Constante
ist reell, denn es sind rocry und r () fie reelle Werthe von o conjugirt
und daher ist ilire Summe reell.

Man hat alzo

]?n('r) = ’.zl<;r> + '_‘//<'I‘> + 0'
Die reellen Theile von r.(e) an 7, (r) sind fie reelle Werthe von ein-
ander gleich, folglich ist =der reelle Theil von 2r,0) 4+ O fie reelle




D02 (. Runge,

Werthe von = sleich 2,7 und also der reclle Theil von 20 (S O

. . o . . ' n 2%

cine Losung der Differentialoleichune — + 57 =0 welche fiir 7 > o
o = = OE )7 * 3

stetig st und fiir 7 = o der vorgeschrichenen Funetion beliehig nahe
kommt.  Bezelchnet man ihn mit My 30 wird lima, fir 7 > o und alle

Werthe von = sleichmis<ie convergiren und die verlangte Losung dun-
stellen. Dies bedarf der naheren Austithrung. ich Legnitee mich indessen
hicr darauf hinzuweizen, dass man auf diesem clementaren Wege die ver-
langte Integration auszufithren im Stande ist.

Ferner bemerke ich, dass man die Form der zur Darstellung ver-
wendeten Funerionen R0 cauf mannigfache Weise vercinfachen kann,
wenn man die von mir in dem Aufratze Zur Theorie doy eindentien aio-
lytischen Functionen "Acta mathematica, Bd. 6 auseinandergesetzte Me-
thode daranf anwendet. vermdge deren z. B. R r durch cine andere
fiir alle reellen Werthe <ich beliebig wenig von ihr nnrerscheidende reelle

Function crserzr werden kann, die nur an ciner Stelle wnd an der zu ithy

conjuzirten unendlich wird.




