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ZUR THEORIE DER EINDEUTIGEN ANALYTISCHEN FUNCTIONEN
VON

(o RUNGE

Ceit dem DBekanntwerden der Modulfunetionen, welss e, s~ der
Gidtigieitsbere delr ciner analytischen Function nicht nothwendiz von dis-
creten Punkten begrenzt zu sein braue ht, =ondern duss auch continuiriiche
Linien als bcgn:nzung::tlul\g auftreten und einen Theil der complexen
Ebene von dem (ii'l1tigkcit.~bcrci<:h ansschliiossen konunen.

Hicr entsteht nun die Frage, ol der Gitlrickeltshereich analyvrizeher
Fuuctionen seiner Form nach irgend welchen Beschirinkungen unterliegt
oder nicht. Diese Frage bildet, so weit sie sich auf eindeutice ;uml}'tisclu:
Fungtioncn bezicht, den Gegenstand der nachtoleenden Unter suchung, s
wird sich eraehen, dass der Giltigkeitsbereich ciner cindeutigen analy tizchen
Function d. h. die Gesammtheit aller Stellen an denen sie sich reaulie
oder ausserwesentlich singular verhale keiner andern Beschrinkune unter-
licgt als derjenigen. xusmmncnh;mguhd su sein, In dem ersten Theile

(") Dic MAutgabe. welehe in dem ersten Paragraphen dieser Arbeit in clecanter
Weise gelost wird. ist nicht in meiner Abhandbine Soe Lo peeprdsentalion oyl
Ues fonctions neonog: ies i poimes e variahic e Cpondunte (Acta mathematica
4. ¥, 1—70) hehandelt worden. Dicjenize Autwabe dagesen. mir weleher sieh der Ver-
fasser in dem zweiten Paragraphen beselitrizt ist in meiner Ablandlung aus mehreren
versehicdenen  Ciesichrspunkten betrachter und weliise worden,  Dajedoeh der Verfusser
seine Untersuchungen vor der Verdffentlichuug meiner oben citirten Abhandlung machte
und  auch ganz andere mit dem (arenyschen Intesrulsze in Zuwsamnienbang stehende
Methoden braweht. =0 habe el die wanze Arbelt fir coobrnet wehalien hier aufoenommen
zu werden.

- Dir 11{':'”,”(\'3/(//("/',

Aeta mathematica. %, lmprimé 8 Septewbre 1886
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230 . Runue.

wird gescior, dass Jude eindeutize analytischic Function durch eine cinzige
uncndliche Sunmme vou rationalen Funetionen in ihrem gunzen Giltigkeits-
bereiche davgestellt werden kann, In dem zweiten Theile wird aezeigt,
wic man durch cine Summe von rationalen Punetionen eine cm(lumg
analvtische Funetion bilden kann it voreesclivichenem Gitltigkeirsbereich,

vou dem ne voraussesetzt wird, dass er zisamnienhitnoend  <el,

Fsoset Ll der Galtickeitshereiel ciner cindentigen analytischen Fune-
tion £ o Wik wissen von b, duss op zusammenhiineend st D, L,
st eln Punkt von L oso cchoren auch alle Punkte einer hinreichend
Kleinen Umgebung zu,‘l, und st ., ocin zweiter Punkt von Ay oo lassen
sich ind ey dureh ciue continuirliche Linie verbinden. deren Punkte
simmrtlicl zu L g‘eh")l'(:n. el will ferner anmchmen, dass der unendlicl
ferne Punke niche zu cehort, Dies ist keine wesentlichie Beschriinkung.
Denns verbiclte sieh 10t Unendlichen reculir oder ausserwesentlich

sinculirs w0 konnre ich an Stelle von 7o die Function ]‘(.:'O —}—7>

berrachren, die et passender Wahl vou o <deh i Unendlichen nicht

o
requlic oder  ausserwesentlich singulier verhilt,  Die Lntwicklung  von
o .
f("lo + :_

) i ocine Sumime von rationalen [Functionen ergicht unmittelbar
\ !

dicjenive von i wenn ich sttt o -0 setze.
- P—

Unsre nichste Aufeabe wird nun zcin, A in ciner fir die folgenden
Betrachtungen zweckmdissicen Forny darzustellen,

Leh denke mir ein Quadeat mit den LEekpunkten
S 2 cine ganze positive Zahl)

construirt und dureh Parallelen zu den Seiren i 2" oleiche Quadrate

von der Seite = zevlegt. Ein jedes dicser kleinen Quadrate ist von 8

Jss

anderen umgecehen, wenng es nieht mit einer Scite an den Rand stosst. Die
Crexammitheit ¢ devjenicen Quadeate. welehe sugleich it ihrew 8 umliegenden
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Zur Theoric der cindeuticen analytischen Funetinnen, 2n1

dem Gebicte o angehoren, hezeichne ich mit A, Fs st moglich, dass
den: Werthen » = 1, 2, 3, ... anfungs gar keine solchen Quadrate ent-
sprechen.  Iis muss aber cinmal ein Werth von »n kommen, wofiir A,
eine Bedentung hat. Ja uoch mehr. Jeder Punkt o+ von L wird sobald
n einen gewizsen Werth ithersteiot im Innern von A, licgen.  Construiren
wir namlich um .« das Quadrat mit den LEekpunkten  » + 27+ 1 + 0.
0 wird auch dieses zu A achoren, vorausgesetzt, dass = hinreichend klein

gewithlt wird. i cinen hinreichend aroszen Werth von » fillt es in
+ 1 T . I :
dag Tnnere des Quadrates 2. =—— und wenn nun zugleich = <=

so ochort » zu A, .

Sobald » gross cenng ist, dast 4 ein wirklicher Bereich ist, <0 Izt
er i dem folgenden Bereich o, vollstandig cnthalten.  Betrachten wir
nimlich eines der Quadrate von A,. Nach der Definition von . o horen

(]

anch die acht umlicgenden zu 4. Jedes dersclben zeefillt betm niichsten
Schritt in 4 kleinere Quadrate. Von diesen gehoren jedenfallz diejenizen
zu A, . welche an das Qnadrat von A, stossen. Tolglich ist das letztere
ganz in ., enthalten.

Nach diesen Vorbercitungen schreite ich zur Darstellung von fir).
Ieh werde cine rationale Funetion L (v bilden, welche in A, win weniger

o von [7r) versehieden ist. Dann st

i
als — (dem absolnten Befraoe nach
" ‘

L P,
o )

Od er

])1’»-"':, + ; [["*] r) — ])/’\l)J R T

die esuchte Durstellung.

Im Innern und anf der Grenze von <, (ich will hierfir in Folgen-
den kurz »aufy A, sagen, withvend »in» A, im Innern von <, bedeuten
soll) licgen keine wesentlich singuliren Stellen von 1), Also aicht es
eine rationale Function 7o), welche nur anf <, und dort grade s0 wie
f(r) unendlich wird, so dass fTQI\J = ) — p(a) sich auf o, reaulir ver-
hilt. Teh kann daher 7000 dureh das Caveny'sche Intearal darstellen

R ]

e T REE
o) = q/ e
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welches im richitigen Sinne tiher die Degrenzungen von A, zu erstrecken
ist. ., kann nimlich aus mehreren getrennten Theilen bestehen und die
cinzelnen Theile konnen mehrfach zusunmenhingend scin. Das Integral
ixt fir alle Werthe von « in A, gleich f1r) dagegen fiir alle Werthe

von ¢ ausserhalh A4, eleich Null, wie von Hervrre in seinen Vorlesungen 3
zuerst bemerkt worden izt Ich zerlege es entsprechend den versehiedenen

Beorenzunosearven von L, und betrachte einen dieser Theile

I /7 syl
27 z

¢/

-—

A

<L,

erstreckt fiher eine Deorenzungscurve €7 von

n

Nach der Definition cines complexen Inteorals ist dies ¢leich

. 1 /—'(":'y,,i/.! . ; \ =100
1”“7_; by i — Lo (T

C, 2T e Z San T
L

Wo e n e 5o Systeme von 2 Werthien auf der Curve (7 sind,
deren Entfernuneen

l /| lm I |7/_ /|

mit wachzendem 2 beliehie klein werden.

Die Summe

ist eime rarionale Funetion von o mit den Unendlichkeitsstellen Zads

(pp—= 1. 20 ..., 2 Telt bezeichne sie mir ByY00). Das Integral ist

alsdann

lim 29 (.

P

Iele behaupre. dicser Ausdeuck ist in der Nihe jedes Punktes innerhalb

und aussevhalb L, gleichmdssiy convergent,
2= ixt niamlich
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Wenn daher fir alle Werthe von = auf €7 zwischen =, und

IS

r,, und

alle Werthe von r in der Umgebung cines Punktes . der absolute
Betrag von

kleiner izt als 2, 20 ist fir alle dicse Werthe von o der absolute Betrag von

de— Dl

2l o

kleiner als —— multiplicirt mit der Linze der Begrenzungsenrve €07

also kleiner als ecine Grosse, welche mit = zngleich unendlich klein wird.
Willt man 2 hinreichend gross, 0 wird = wenn es zwischen =, 4, und
'z, licgt, beliebig wenig von =, verschieden sein. Die Trage der gleich-

milssigen Com’ergcnz VOn

lm R

ist also zuriickgefithrt auf die folgende Frage.  Giebt ex eine Grosse /
von der Art. dass, wenn 2 auf der Curve €7 sich dem absoluren Betrage
nach um weniger als 7 dndert. die :Xndemng von
P

fir alle Werthe von » in einer kleinen Umgebung von 2 und alle
Werthe von ~ auf ¢ kleiner als eine beliebig klein vorgeschrichene
Grosse sei?

r, soll nicht auf €7 liegen.  Dann gilt dassclhe fite alle Punkre einer
hinreichend kleinen Umgebung von o Mithin ist

Aeta mathematica, 6. Imprimeé U6 Septembre 1854, S
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tir alle in Betracht kommenden Werthsysteme 2, « regulir.  Fir einen

specicllen Werth von 2 lasst sich

/—(/ + /I
Tl

nach Potenzen von 7 entwickeln:

_'/,';‘ /l‘,‘ 7 - \ o ’
= PN SRy VT S

Der Convervenzradius dicser Entwicklung hat fir alle in Betracht kom-
menden Werthsyvsteme s eine von Null verschiedene untere (irenze,
Denn imanderen Fulle 2ithe es unter den hetrachiteten Werthsystemen
cines, in deszen Nihe op belicbig klein witrde, was nieht der Full ist,
Ls <ci o diese untere Grenze und [1] <o, < p. s0 ist
S+ L)

far alle diese Werthe von 7 und die Dbetrachteten Werthe von = und x
rezuliic: und der absolnte Betrag muss eine endliche obere (xrenze g he-
sitzen.  Dann izt aber nach einem bekannten Satze

VN —
l9’>~ SRR l =goh

inithin
k) . iz g |1
- 72— =pl—-|k|

also fiir hinreichend kleine Werthe von l]}l beliebie klein. fir alle be-
trachteten Werthe von - und . Ieh kann mithin 4 so gross withlen,
dass 29 (r) fiie alle Werthe von roaut A und ausserhalb <,y belichig

wenie von
S .
(z
/ _/‘>/]:
Z—

Pt}
e
(v

l)‘

versehieden st Analogd Boh‘:u‘hrlmg‘un laszen sich in Bezue anf die

andern Bearenzungscurven von durchfichren.  Man sicht, dass sich

"
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cine rationale Function von o herstellen lisst, welche aut o, ) und ausser-

: . I . .
halb 2L ., um wenicer als — von dem Gesammtintegral
ni-l o n >

Und es ist also

auf 4, I/T, —R,(v l - =
ausserhalb . | R, ] < L,
"

R, (c) wird nur auf der Grenze von 4, unendlich.  Telr will  dieses
Resultat in cinem  Dbesonderen Satze noch eilnmal zusammenfussen, um
mich spiiter seiner zu bedicnen. |

»Ist B ein endlichies aus ciner endlichen Anzahl endlichfach zusammen-

hangender Stiicke bestehendes Gebiet auf welchem eine im Ubrigen belie-
- . S . . . - b
bige analytische Function f1.r) sich regulir verhilt, und ist ¢ ein von I i

cetrenntes (ebier, so gieht es eine rationale Funetion R{x}, welche auf
B beliebig wenig von flr) und aut ¢ beliebig wenig von Null verschic-

]
i
|
i
[

o
I (z)
ARSANE
2z D —
£
b
i}
!
verschieden <ein wird.  Diese rationale Function bezeichne wch mit £2,(r). 3
[
]
[

den ist.» ;)
30
Von der Beschrankune, dasz [ endlich sein solll kann man sich be-

frelen.  Man mache cine Transformation .« = », + — und wihle fiw o, i;
D !
- » . 1 . “ !
cinen Punkt ausserhalb D, so geht B in ein Gebict [ iiber, welches “
oanz im LEndlichen liegt. e dieses bilde man die rationale unetion s '
R(v) und transtormire dann wieder zuriick. i1
Daraus erhellt. dass ich cine rationale Function o) bilden kann, i‘

, : ]

. I . -

welche ausserhalb 4,., um weniger als — von p(w) und auf ., wm 4
R " , g ‘

%
. i . : . o |
weniger als — von Null verschieden ist. Denn p(w) verhilt sich ausserhalb E4 1y
n S
/ A S
und auf der Grenze von ., (@) regulir.  ls ist also 3 .l
S
2 3
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w L 1) = Bty = ple) 4 rfo)] < 2
AR , 2
und ausserhalb A | 1, )+ plao, — rry| < ~.
Dicxe rationale Fanetion 12, o 4+ p ) — o werde mit P, (r) bezeichnet.
Duann stellr
P ()
n=x
oder, was dasselbe ist,
]): T Z l:])‘,,,,] /,I'/] —_ 1)” I/] 1 )
i

diec Function in ihrem ganzen Giltigkeitsbereiche dar.

Aber dieser Entwicklung ist der Vorwurf zu machen, dass Glieder
derselben in Punkten unendlich werden, in denen die Function sich regulir
verhilt,  Um diesem Ubelstande  abzuhelfen, werde ich an Stelle von
L0 —r, ¢ eine andere rationale Funection setzen, welche nur auf der
(rrenze von 4 unendlich wird, aber auf A4, und ausserhalb und auf
der Grenze von A, abgesehn von beliebig kleinen mit » unendlich klein
werdenden Umgebungen ihrer Unendlichkeitsstellen, beliebig genau mit
L0y — 7Y tbereinstimmt. Dann geht P /) i eine rationale Func-
tion @ber, welche nur an der Grenze von L und an den ausserwesentlich
singuliiren Stellen, die auf 4, liegen, unendlich wird, und zwar hier
cenau <o wie flua).

Um diese Umformung von B or;— (o) herzustellen, bediene ich
mich des folgenden Satzes:

Licgen » und o, -im Innern eines zusammenhingenden Gebietes und
ist cine rationale TFunction R(r) gegeben, welehe nur in uncndlich
wird, 0 kamm man eine andere rationale Function bilden, welche nur in
o, unendlich wird und fiwe alle Werthe von . ausserhall jenes Gebietes
beliebig genan it R 0 oibereinstimmt. :

Das geschicht auf folgende Weise.  R{e) hat die Form

"

Rony=r¢ 4+ ——p " 4

)—1:1 l;' ——Jl\ \"‘—‘l1>

-

Nun sei o eine Stelle zo nalie an oy, dass fie alle Werthe von x ausse
halb des gegebenen Berciches

"3
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Dann wird

. . 3 ’{—I“I*‘(

1 - "«‘l -

E ] nar an der Stelle o = o, unendlich nnd st bel hinveichend grossem ny
3 .” beliebig wenig von (ﬁ verschieden, fiir alle Werthe von o ausser-
f ' halb  des gegebenen Bcl‘l:‘ichs. Dusselbe cilt von den iibrigen Gliedern

von Rfr,. Ich kann eine rationale Function herstellen, welche nur in «
4 unendlich wird und ausserhalb des gegcbenen Gebictes beliebiz wenig von

R{r) verschicden ist. So gehr man weiter zu einer Stelle «, fir welche

u. s f.

Du sich immer eine Kerte von Werthen «,, vy ooy, withlen Tasst,

50 laxs

A

/
o

und =chliesslich

ist, =0 crhalt man aut diese Weise cine rationale Function ﬁi.z‘f, welche
nur inor, unendlich wird und  fir alle Werthe von o ausserhally des
Bereiches belichie wenig von Rix? verschicden st Man sieht leleht cein.
dass cine solche Umformung auch dann noch moglich ist, wenn oder

r, i Unendlichen licgen. Man braucht nur cine lineare Transformation
N 5 I
Vo=, + "

zu machen, durch welehe « und v, in zwel im Endlichen legende Stellen

. . - oy . ‘_
ithergehn, dann die Umwandlung von R {———) in R ) auszufiithren
0ot

Ve

. .
—) die erforderten

und wieder zu o zuriickzutransformiven. so hat 22 (., +
. \

Eigenschatten.
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Jede beliehige rationale Function kann als Summe von rationalen
Functionen dargestellt werden, die nur an Je ciner Stelle unendlich werden,
Indem ich den obigen Satz auf diese anwende, erhalte ich ¢

as folgende
[Resultat. Wenn  die simmtlichen Unendlichkeitsstellen

ciner rationalen
I'unction B{ry in p von cinander getrennten zusammenhingenden Gebieton
liegen, so lisst sich cine rationale Function bilden, welche an je ciner
bclicbigcn Stelle im Innern diescr

Gebiete und nur an diesen unendlich
wird, und ausserhalb derselben bel

iebig genan mit L(.r) iibereinstimmt,
Diese Methode der Umformung werde ich nun auf R”(’.r‘)ﬁru(r)
anwenden.  Dic Unendlichkeitsstellen dicser Function

liegen sammtlich in
A, aber ausserhald A,

—1- Ich betrachte ecines der kleinen Quadrate von
_ I D v ;o

der Seite a0 dus denen daz Gebiet A,.,— 4, | besteht.  Von thm
aus kann ich sicherlich die (irenze von .4

..o erreichen, ohne A4, | zu
treffen.  Denn die Quadrate von A,_, konnen nicht ¢in Polycon an allen

Sviten Dbegrenzen, welches ganz zu A gehovt; sondern jedes Polygon,
muss Quadrate enthalten, die nicht
ganz zu 4 echdren. Denn sonst gehorte das Polveon auch zu A

[rgend ein Theil der Grenze von A4, gehort zu cinem kleinen (Quadrat

welches sie an allen Seiten beorenzen,
n—-1-*
_— I .
von der Seite —— ausserhalh 4, ., welches  zwap noch zu A4 ochort
a1 N1 fe
und in dem groszen Quadrate mit der Scite 274!

licet, von dessen 8
umgebenden aber mindestens eines nicht mehr diese

beiden Forderungen
erfullt. Wenn ich daher alle die kleinen Quadrate, welche A,., von
aussen  begrenzen sammt ihren S umliegenden und das eanze Gebiet

Rl G ) '

ausserhalh des Quadrates »-t =L % ¢ A, — 4, | hinzunehme und
[4 n--1 no-1

das Ganze mit B, bezcichne, so hat B,

die Eigenschaft, dass ich von jeder
Stelle aus die Grenze von

A erreichen kann ohne das Innere von B, zu’
verlassen, 3

Nun kann ich eine rationale Funetion bilden, welche nur auf der
Grenze von o unendlich wind ausserhalh und auf Jder

Girenze von B,
aber beliehig wenig o von R - .0 verschieden ist. Diese wird an

Stelle von R, () — ) in P eingctithrt. Man erhals dadurch eine
Function P, () von der folgenden Beschaffenheit,  Auf A4, wird P,(z)
erade so unendlich wie A NS Y T

S~
~
=
~
—
~
e
A
NS

d

se

-G

ra
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Ausserhalb A, | und D, ist
- 2
) \ .
“u('”/‘, < "
Die iibricen Unendlichkeitsstellen von P, Cr) licgen auf der Grenze von A.

lim 2,(r) oder I )+ ZI[J_’ Sl — l—ﬂ/f] (=1ey o)

nz s

convergirt gleichmissie innerhalb und ausserhalb A4 und ist dort gleich

o

flr) hicr gleich Null. In einem aunsserwesentlich singuliren Punkre

wird nur cin Glied der Summe unendlich.  Denn st 4., der erste

Bercich in der Rethe o, .. ... auf welchem r, legt, so ist P70 die

. )y oo welche in s, unendlich

erste. [unction in der Reilie Pir, P
wird.  Alle foleenden aber werden in o in derselben Weizse unendlich,
Mithin ist

[Py — Py ]

mat )

das einzige (lied der Summe. welches in r, unendlich wird,

Auaf jedem continuirlichen Theil der Grenze von A kann man die
Unendlichkeitsstellen der Fuanctionen Ple auf cine cinzige reduciren.

Es erhellt ferncr, dass diese Lotwickelungen nicht aut cindeutige
Functionen beschriinkt zind, sondern therhaupt fur einen Zweig irgend
ciner analytischen Function gelten, der sich in 4 regulir oder ausser-
wesentlich singular verhialt. Demn die Eigenschaft von f(r), keine Fort-
setzungen {iber die Grenze von A hinaus zuzulassen, wuarde gar nicht
benutzt, sondern nur diese, bei ircend welchen Fortsetzungen in A cin

deutig zu sein. ‘

Iis zel oL ein Gebiet. von dem nichts Anderes vorausgesetzt wird als
dass es zuzammenhingend izt und den unendlich fernen Punkt nicht in
seinem  Innern enthilt.  Dann kann ich in der angeechenen Weise die
Gebicte Lf, bilden.  Mit Hilte derselben werde ich nun cine Summe von

rationalen Funetionen bilden, welche nur auf der Grenze von o4 unendlich
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werden, dergestalt dass die Summe in 4 itherall gleichmiissig convergi}-t‘
und in der Nihe jedes Punktes der Grenze von A unstetig ist.  Das liefert
cine analytizche Function, welche in A sich itherall regulir und eindeutig
verhalt, iiber 4 hinaus aber nicht fortgesetzt werden kann.

Is sei R,(r) cine beliebige rationale IFunction, welche nur auf der
Grenze von A unendlich wird, Nach dem Obigen kann ich eine rationale

. . . I
Function R, {r) bilden, welche auf 4,,, win weniger als = von R, (x)

. I : . )
und ausserhalb 4,, um weniger als — wvon o verschieden ist.  Diese

i
Function wird nur in dem Gebicte d,, — A.,, uncndlich. Nun kann
ich wic oben gezeigt ist, jeden Punkt von Ay, — A, entweder mit der
o =1 i ! i L L
Grenze von A oder mit dem Rande des Quadrates 27" =—=— ver-

binden ohne A,,_, zu treffen. Ieh verbinde dic Unendlichkeitspunkte von

R,..(r durch Linien mit der Grenze von A respective it dem Rande
woay £ I F L . . .. . . . :

des Quadrates 2™*'=——=— und hiille dicse Linien in Canile ein, welche

. . . . o 1 '
so schmal sind, dass sie keines der Quadrate mit der Secite —-7 ganz

enthalten.

Nun kann ich. wie oben auseinandergesetzt ist, die Unendlichkeits-
stellen von R,.,(x) in diesen Canilen verschieben und mir cine .ander
Function R,.,() bilden welche nur an der Grenze von A unendlich wird

. - . . T B A
und die Eigenschaft besitzt im Innern des Quadrates 2"”““—;—— ab-
gesehn von dem Gebiete A, — A,,_; und den Canilen beliebig wenig vor

R, (r) verschieden zu sein. slis lisst sich mithin errcichen, dass B,.;(%)]

. . I . . C s
auf A, _, um weniger als — von R, (r) verschieden ist und zugleich 1n
= n? =

. . . . . . I
einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate von der Seite —gayy
A N . . I N 11
welche das Gebiet A, ., — 4., ausmachen, um weniger als — von Nu
. e n
abweicht.  Denn keines dieser kleinen -Quadrate ist ganz in den Canii»k‘f‘!lr
enthalten, -
Aunf oz dicselbe Weise lisst sich eine rationale IFunction R, . ()5

bilden, welche ant Lly,.y—; um weniger als — von I,,,(z) veEs

[
(e + 1)*
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schicden st und zueleich in cinem Theile cines jeden der Quadeate von

der Scite ———, welche dus Gebiet Ay, o0 — 2,0 wsmachen, um
. I . . . :
wenioer als - von 1 abweicht. Dennieh branche ja nur cine .
< I | : '
Function 72, 7 zn Dildens welche aal o, o0 von 127 — 1 um
wenioer s I und inocinem Thetl Jedes der kleinen nadrate
, WEERTE .
) I . _— .os , ,
um weniger als - v Null abweicht, <o is R, o= [ 041
- "o - . z

die gesuchte Funetion,
Anf diese Weize bilde ich eine Beithe von Functionen

Lo 1,

welche den foluenden Bedineungen ceniteen.  1°0 Sie werden nur auf der

Grenze von oL unendlich. 270 Es izt auf A, .,

= = . T
|‘/‘)z- o = 1()‘7- w A ] g —_—
o i+ n
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oder was dasselbe ist
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convergirt in der Nihe jeder Neelle o0 welehe in o Tieor, oleichmiissia,
Denn sobald o in o, o liegt, was fie einen hinveichend ovossen Werrh

von i eintritt, 1st:
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oder
5 /oA 5
l [Qn Skl ‘\'[:/\' - Rn ‘—m/\'l ) I

kleiner als:

1 I I

(4 m: + (n 4+ m + 1)° +. + (n + m + /;—

eine Girdsse. welche bekanntlich fiir cinen hinreichend grossen Werth von
m beliebig klein ist, wie gross man anch 2 wihlen moge.

Mithin stellt jener Ausdruck in . cine analytische Function f(x)
dar, welche sich in 4 regular verhilt. Ausserdem hat diese Function
die Ligenschaft in einem Theil eines jeden der kleinen Quadrate des
Gebietes Ay, ey — oo, tm nicht mehr als

S I + ‘ +
w1 (4 m o+ 25

+ 23

von o bezichungsweize von 1 abzuweichen je nachdem m grade oder
ungrade ist.
Denn es ist daselbst
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Da aber auf Ay ,.p,.,
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tmmeas T o4 m 4+ 1)° (n 4+ in 4+ £)%

so foler dass fie o oaut’ Ly, 0.,
v = . I 1
[f(0) — B, vl < + N

(n 4+ m + 1)* (n 4+ m 4+ 2)*

also auch dass f{z) in den kleinen Quadraten des Gebietes Aoy — Aonm”
. e » . . . -
die genannte Eigenschaft” besitzt. Nun sei @ eine Stelle der Grenze von 4 §
(es ist nicht ausgeschlossen, dass @ der unendlich ferne Punkt sei), so kann

man beweisen, dass die Function f{.¢) in jeder Nihe von @, sowohl dem:
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Werth o als dem Werth 1 beliebig nahe kommt, dass mithin « cine
wesentlich singulare Stelle von f(z) scin muss.

Um dies zu zeigen werde um « cin kleiner Kreis geschlagen (wenn
a = o0 ist, so werde ein grosser Kreis um den Nullpunkt geschlagen).
In der auf diese Weise begrenzten Umgebung von « miissen fir einen
hinreichend grossen Werth von 4 Punkte von 4, liegen. Ich verbinde
cinen dieser Punkte durch eine grade Linie mit «. Diese Strecke muss
Punkte des Gebietes 4,., — 4, enthalten, denn dieses Gebiet trennt 4,
von A, ebenso muss siec Punkte von A, ,-— 4,., u. s w. enthalten.

Mithin fallen fur einen hinreichend grossen Werth von m Quadrate des
Gebietes Ay,per — Aopeny ganz in die Umgebung von «, und ebenso
fur alle grosseren Werthe von m. In diesen Quadraten kommt f(x) den
Werthen o und 1 beliebig nahe, sobald m hinreichend gross ist. Mithin
kann sich f(z) in @ weder regulir noch ausserwesentlich singular ver-
halten. Denn im ersten Falle wire der Unterschied zweier Werthe von
f(x) in der Nihe von a beliebig klein, im zweiten Falle wiren alle Werthe
von f(x) hinreichend nahe bei @ belicbig gross. Alle moglichen Fort-
setzungen von f(r) bleiben mithin i Innern von A4 und da f(z) hier
cindeutig ist, so ist es tberhaupt cindeutig, in 4 tberall regulir und
itber 4 hinaus nicht fortsetzbar.

Wenn auf irgend eine Weise eine Punktmenge definirt ist, deren
Haufungspunkte nicht zur definirten Punktmenge gehoren, so giebt es
stets eine eindeutige analytische Function, welche an diesen Punkten in
vorgeschriebener Weise unendlich wird, und zugleich in dem ganzen Ge-
biete aller Stellen sich regular verhilt, welche sich mit jenen Punkten
continuirlich verbinden lassen, ohne die Haufungspunkte zu treffen.

Ich nenne dies Gebiet sammt den definirten Punkten A’, nehme an,
dass es den unendlich fernen Punkt nicht enthalte (was keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit ist), und construire mir die Gebiete A,
auf dic oben angegebene Weise. Da A, ganz im Innern von A’ liegt,
so enthilt es nur cine endliche Anzahl der definirten Punkte; denn im
andern Talle lige ein Haufungspunkt in A"

Die Gesammtheit der Glieder mit negativen lixponenten, welche den
Punkten ausserhalb 4, , und auf A, entsprechen, bezeichne ich mit r, ().
Jetzt bilde ich eine rationale Function p,(r¥. welche nur an der Grenze
von 4’ d. h. in Haufungspunkten uncndlich wird und welche auf A,
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Duss ¢ v, an den vorgeschriebenen  Punkten e der voreescliriebenen
Weise unendlich wird, cindeutig ist und an den itbrigen Stellen von A’
sich veanlie verhilt, ist nach der Bildungsweise evident.

Wenn jene Prunkonenze im Ionern des Gebietes o liegr, ihre Hiuf-
ungspunkre  Jedoch aut der Grenze von A, =0 st ¢+ /0 eine
cindentige analytische Funetion, welche an den vorgeschriebenen Punkten
in vorgeschriebener Weise unendlich wird, an den tibrigen Puaukten von
A osich regulie verhilr und Giber 4 hinaus nicht forrsetzbar sein kanm.
Denn die Hanfungspunkre der Unendlichkeitsstellen sind als solchie wesent-
lich singular. die dbrigen Stellen der Grenze von 2 dagegen aus dem

Comde wesentlich singnlar, weil ¢ v sich daselbst regulie, 7o) aber

wesentlich singulir verhiln




