
ANAL YSE MATHEMATIQUE. - Sur certains sysle'mes d' equations fonctionnelles
et'l'approximation desfonctions continues. Note de M. FR~DERIC RIRSZ.
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f. Appelons classe [LP] la totalite des fonctions I(x), reelles ou non,
definies sur l'intervalle (a, b), sommables et telles que III Pest sommable.

Nous supposons p> I. Les classes l LP] et [L~] sont intimement liees;
entre autres, Ie produit de deux fonctions quelconques don t l'une, I( x),

appartient a la classe [LP], l'autre, g(x), ala classe [L~], est toujours

sommable, et l'on a
p-1I -

(I) 11'bf(X)g(X)dXI~[1'b'f(X)'Pdx]p[.[b,g(X)'~dX] p

Envisageons Ie systeme d'equations
b

(2) .[ fk(X)~(x)dx=Ck (k=r,2, ...);

les fonctions donnees f k( x) appartenant it la classe l LP], no us assujettissons

la fonction cherchee ~ (x) a etre de classe [LF. ]. Si Ie systeme (2) admet

une telle solution, et si pour cette solution on a
( b p p

(3) 1~(x)lp=ldx~Mp=t,
Va

on en conclut, en se servant de (I), que l'inegalite
I[J6 " P ]p

(4) %1.u.kCk ~M ~ ~.u.kfk(X) dx

a lieu quels que soient n et les nombres, reels ou non, fLk. Ainsi, fa validite'
de l'ine'galite' (4) est une condilion ne'cessaire de ce que Ie sysle'me (2) admeite
une solution telle que (3). Dans un Memoire qui est sous presse, j'ai montri'

que la meme condition est aussi slljfisante.
Dans cette Note je vais trailer un cas limite.
2. Supposons les/k(x) continlles et tentons d'elargir les conditions por-
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( 2 )
: tant sur la fonction cherchee. Les resultats concernant la representation

des operations lineaires. par des integrates de Stieltjes qlJe j'ai developpees
iJ y a quelque temps dans ces Comptes rendus (29 novembre 1909) nous
suggerent de substituer au systeme (2) Ie systeme

b

(5) [f,,(x)dcx(X)=Ck (k=I,2,...)j
a

no us assujettissons la fonction cherchee IX (x) a etre a variation homee.
Maintenant l'inegahie

I : (6) i fJ.kCk ;M x max. i fJ.kfk(X)

k=1 "=1

expn'me une condition necessaire a ce .que Ie syste'me (5) admetle une solu-
tion IX (x) dontla variation rotate ne sur passe pas M; [inega/ite'doit al'oir lieu
que/s que soient Ie nombre entier n etles nombres reels ou non M;"f.}.J..L

Nous allons voir que cette condition est aussi su,!fisanle.
3. Envisageons d'abord Ie cas particulier d'un nombre fini n d'equations.

Supposons la condition remplie. Remarquons qu 'une fonction continue f(x)

appartient a toutes ]es classes [LP] et que, !. tendant vers 0, les valeurs
p

b 1[[ 1!(x)IPdx] P tendent vers Ie maximum de [f(x)] (i). Ajoutons encore

n

que si l'on posef(x) =~ IJok!*(X) et si l'on assujettit les IJok a ne pas sur-
k=1

passer en valeur absolue une certaine borne finie, cette convergence est
uniforme. Tout ceia se demontre d'une fa<;on assez elementaire. On ell
conclut aisement que, quelque petite qlle soil Ia quantile positive E, on a
pour les valeurs de p suffisamment grandes

f.=.![ p J p b p=t ! ifJ.kCk ;(M+E)

f i/.l.~'fk(X) dx .
.=1 " "=1

Or nons l'avons vu plus hauL, celte inegalilc exprime precisement la con-

(I) 11 me faut remercier M.
inleressant.. .
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( :i )
dition pour que Ie sysLeme

h

f fk(X)~(x)d.x=Ck (k=I,2. ...,n)
a

admeLte une soluLion ~(x) telle que (3), M eLanL remplace par M + E.
Posanta;(x)=.["'~(x)dx, on a une foncLion a;(:r:) a variaLion Lotale

1
;;; (b - a)p(M + E), solution du systeme (5).

Pour en dcduire une solution, dont la varia Lion totalc ne surpasse pas ?\II,
raisons tendre EverS o. On aura ainsi une suite Je foncLions a,( x) i. variation
bornee, bornees dans leur ensemble, clout chacune saLisfait au systeme (5);
et quelque petite que soit la quantile posiLive a, on cst sur que pour E, suf-
iisamment peLite, la variation tolale de IXi (x) ne surpasse pas M + o. On en
conclut I'existcnce d'une solution IX(X) clout la variaLion to La Ie ne surpussc
pas M. Pour definir une telle fonction, il sufijt d'envisager la suite des fonc-

Lions A.(x) = r o:.(x) fix, egalement continues et bornees dans leur en-
a

semble; on -en tire, it l'aide d'un artifice bien connu, une suite partielle

[ Ai( x) = [t'IX~( x) dx] qui tend uniforrnement vers une fonction conLinue

A(x). On reconnait aiscrnent, en appliquant Ie critere donne dans ma Note
deja citee, que A(.c) cst l'intcgrale d'une fonction IX (x) it variation bornee
clout la variation totale ne surpa$se pas M. Des considerations analogues il
celles dont jc me suis servi dans la Note citce, font aussi voir que l'int(~grale
def( x) dIXi( x) tend pour i = x: vcrs celIe dcf( x) d:x( x), quelle que soil 1:1
fol1ction continue f( x). On en conclut, CI1 particulicr, que 0: (x) satisfait au

systeme ( 5).
4. Quand Ie systeme (5) se compose d'une inllnite denomorablc d'cquu-

lions, on applique lc resultat que DOUg venons d' ctablir, aux systemes partiel~
finis de (5). D'apres ce resullat, la condition (G) etant sllpposec remplie,
il existe pour chaque nunc solution a;(n)(.x) des n premieres el{uations, donL
la variation totale ne surpasse pas M. Par Ie mcme proccde que DOUg vcnonH
d'employer pour les foncLions IX. ( x), la suite [:%;(11)( x)] conduira a une fonc-
Lion IX' (x), salisfaisanL au sysLe'me compll'l (5) eL donL la l-'aria!ion toLale ne
sur passe pas M.

On sail aussi bien que Ie cas d'une infinIte denombrable d' equations repre'-
sente Ie cas genera/. Cela revient au fait que chaque ensemble non dcnom-
brable de fonclions continues contient un sous-ensemble denombrable tel
que chaque fonction de l'ensemble primaire en est fonction limite.

398



( 4 )
5. En particulier notre resultat contient Ie theoreme"portant'sur Ia repre-

sentalion des operations lineaires par des inlegrales de Stieltjes. En voici un
autre corollaire qui decidera definitivement une question classique remon- I
tant a Weierstrass, po see et trailee avec bien du succes par M. E. Schmidt !;
(Dissertation, Gottingen, 1905): Elant donne' un ensemble defonctions con- I
tulues ~ (x), POUl' que la foflctio;t continue .f( x) puisse etre approche'e uni-
.forme'ment et inde'jiniment par les 'f' (x) ou par leurs conlbinaisons line'aires,
it faut et it sufjit que toujours quand une fonetion (l( x) a variation borne'e
IX (x) salis/ail a toutes les e'quat~ons I

(7) [ cp(x)da(x)=o, !

on ail aussi i
/, jf f(x) da(x) = o. 1

a :1

En parliculier pour que ron puisse approchertoute fonction continue, iLJaut
et il suffit que toute fonction a variation borne'e qui satisfail au systeme (7) /"

soit constante saul peut-etre pour un ensemble de'nombrable de vateurs x dijfe'-
rentes de a et b. i

(14 mars 1910.)
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