s

[ ﬁ!{]

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur certains systémes d’équations fonctionnelles
et 'approxzimation des fonctions continues. Note de M. Frenénic Riesz.

1. Appelons classe [L”] la totalité des fonctions f(x), réelles ou non,

définies sur Vintervalle (a, ), sommables et telles que | £1? est sommable.
P

Nous supposons p > 1. Les classes [ L] et [LP—"T] sont intimement liées;
entre autres, le produit de deux fonctions quelconques dont 'une, f(x),

s
appartient 4 la classe [L?], l'autre, g(x), a la classe [L”"], est toujours

sommable, et I'on a
p—1

b 1% ,_l, . b -_,_,__ P
(1) / f(x)g(m)dx _5_[/ |f(a:)|Pa'x] [ Ig(:v)l‘”“’dx]

Envisageons le systéme d’équations

b
(2) [ f@p@ds=a k=t

les fonctions données /() appartenant ala classe | L?], nous assujettissons

L )
la fonction cherchée & (x) 4 étre de classe [L”"]. Si le systéme (2) admet
une telle solution, et si pour cette solution on a

b a P
(3) / |§(2) P~ do s MPT,

on en conclut, en se servant de (1), que l'inégalité

b » 7
-
Zy.kck M / dr
k=1 a

a lieu quels que soient n et les nombres, réels ou non, . Ainsi, la validité
de Uinégalité (4) est une condition nécessaire de ce que le systéme (2) admelte
une solution telle que (3). Dans un Mémoire qui est sous presse, j'ai montré
que la méme condition est aussi suffisante.

Dans cette Note je vais traiter un cas limite.

2. Supposons les fi(x) continues et tentons d’élargir les conditions por-

p-

n

2 pr fx(2)

k=1

(4)
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tant sur la fonction cherchée. Les résultats concernant la représentation
des opérations linéaires- par des intégrales de Stieltjes que j’ai développées
il y a quelque temps dans ces Comptes rendus (29 novembre 19og) nous
suggérent de substituer au systéme (2) le systéme

b A
(3) ff;,(x)da(x):ck (k=1,2,...);

nous assujettissons la fonction cherchée a(x) & étre a variation bornee.
Maintenant I'inégalite

n
3 s
k=1

exprime une condilion nécessaire a ce que le systéme (5) admette une solu-
tion o.(x) dont la variation totale ne surpasse pas M ; l'inégalité dout avotr lieu
quels que solent le nombre entier n et les nombres réels ou non ¥&. JA

Nous allons voir que cette condition est aussi suffisante.

3. Envisageons d’abord le cas particulier d’un nombre fini 2 d’équations.
Supposons la condition remplie. Remarquons qu’une fonction continue f(x)

(6)

M x max.

> e fe(@)
k=1t

appartient A toutes les classes [L?] et que, ;:- tendant vers o, les valeurs
) i
[f |f(a:)|deJ ” tendent vers le maximum de [f(=)] (*). Ajoutons encore

que si I'on pose f(x) = E wx fx () et si l'on assujettit les p1y & ne pas sur-
k=1

passer en valeur absolue une certaine borne finie, cette convergence est
uniforme. Tout cela se démontre d’une facon assez élémentaire. On en
conclut aisément que, quelque petite que soit la quantité positive ¢, on a
pour les valeurs de p suffisamment grandes

p—1

|4 P

b =1

2 Px-fkl(x)

k=1

S(M+¢) dz

Z KiCk
k=1

Or nous I'avons vu plus haut, cette inégalil¢ exprime précisément la con--

a

(*) Il me faut remercier M. E. Fischer_d'avoic attiré mon attention sur ce fait
intéressant.
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(3)

dition pour que le systéme

b
ff,,.(w){(.z’)dw:c,‘ (k=1,2,...,n)

Posant a () = /‘IE(:c) dx, on a une fonction a(x) 4 variation totale

2 (b — a)7 (M ¢), solution du systéme (5).
Pour en déduire une solution, dont la variation totale ne surpasse pas M,
faisons tendre ¢ vers 0. On aura ainsi une suite de fonclions a,(z )4 variation
: bornée, bornées dans leur ensemble, dont chacune satisfait au systéme (3);
et quelque petite que soit la quantité positive &, on est siir que pour ¢, suf-
fisamment pelite, la variation totale de «, (2) ne surpasse pas M + 8. On en
conclut 'existence d’unc solution «(«) dont la variation totale ne surpasse
pas M. Pour définir une telle fonction, il suffit d’envisager la suite des fonc-

lions A,(x) =fa.(x) dz, également continues et bornées dans leur en-
a
semble; on en tire, 4 I'aide d’un artifice bien connu, une suite partielle
r .
[Ai(x) =f a;(x) (11:] qui tend uniformément vers une fonction continue
a

A(x). On reconnait aisément, en appliquant le critére donné¢ dans ma Note
déja citée, que A(.r) est I'intégrale d’une fonction «(x) & variation bornéce
dont la variation totale ne surpasse pas M. Des considérations analogues &
celles dont je me suis servi dans la Note citée, font aussi voir que l'intégrale
de f(z)da;(x) tend pour { = = vers celle de f(x) dz(x), quelle que soitla
f fonction continue f(x). On en conclut, en particulicr, que « (x) satisfait an
systeme (5).

4. Quand le systeme (5) se compose d’unc infinité dénombrable d’équa-
tions, on applique le résultat que nous venons d'établir, aux syst¢mes partiels
finis de (5). D’aprés ce résultat, la condition (G) étant supposée remplie,
il existe pour chaque 7 unc solution «™(x) des n premiéres équations, dont
la variation totale ne surpasse pas M. Par lc méme procédé que nous venons
d’employer pour les fonclions a,(x), la suite [2* ()] conduira a une fonc-
uon o’ (x), satisfaisant au systéme complee (5) et dont la varia'ion totale ne
surpasse pas M.

On sait aussi bien que le cas d'une infinité dénombrable & équations repre-
) sente le cas genéral. Cela revient au fait que chaque ensemble non dénom-
‘ brable de fonctions continues contient un sous-ecnsemble dénombrable tel
que chaque fonction de 'ensemble primaire en est fonction limite.

!
|
admette une solution () telle que (3), M étant remplacé par M + .
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(4)

5. En particulier notre résultat contient le théorémeportant’sur la repré-
sentation des opérations linéaires par des intégrales de Stieltjes. En voici un
autre corollaire qui décidera définitivement une question classique remon-
tant 4 Weierstrass, posée et traitée avec bicn du succés par M. E. Schmidt
(Dissertation, Gottingen, 1905) : Etant donné un ensemble de fonctions con-
tinues @ (x), pour que la fonctiorr continue [(x) puisse étre approchee uni-
Jformément et (ndeéfiniment par les p(x) ou par leurs combinaisons linéaires,
il faut et il suffit que toujours quand une fonction «(x). a vanation bornée
a(x) satisfait a toutes les €quations

b
(7) [ ot@)daiz)=o,
on ait ausst

b
f flx)da(x)=o.

En parliculier pour que l'on puisse approcher toute fonction continue, vl faut
et il suffit que toute fonction a variation bornee qui satisfait au systéme (7)
sott constante sauf peut-étre pour un ensemble dénombrable de valeurs x dife-
rentes de a et b.

(14 mars 1g10.)
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