UBER LINEARE FUNKTIONALGLEICHUNGEN.

FRILDRICH RIEsZ
n NoLoZsviR.

Die vorliegende Arbeit behandelt das Umkehrprollem fiir eine gewisse Klasse
von linearen Transformationen sretiger Funktionen, nebst Anwendung auf die
FrepuorLi'sche Integralgleichung. Dabei kommt es uns weniger auf neue Re-
sultate an, als auf die Erprobung einer iusserst elementaren Methode. Zu Grrunde
gelegt werden einige in § 1. entwickelte Sitze lber lineare Tunktionalmannigtal-
€ tigkeiten, die fast unmittelbar aus der Definition der gleichmissigen Konvergenz
liessen. Die wesentlichsten Beweise zind eine Art von Endlichkeitsheweisen, in-
‘dem niimlich gezeigt wird, dass gewisse Prozesse sich nicht ins Unendliche fort-
‘setzen lassen, sondern notwendig abbrechen. Der wichtigste Begriff, der hiebei
czur Verwendunyg kommt, ist der von Herrn Fricmet in die allgemeine Mengen-
lehre eingefiihrte Begriff der kompakten Menge chier spezieller kompakte Folge),
r sich in verschiedenen Zweizen der Analysis ganz besonders bewiihrt hat.
E Dieser Begriff gestatter eine besonders einfache und ghickliche Formulierung der
iDefinition der vollstetigen Transformation, die im wesentlichen einer dhnlichen
Begriffshildung von Herrn Hirsert fiir Funktionen von unendlich vielen Verin-
erlichen nachgebildet ist.

Die in der Arbeit gemachte Einschriinkung auf stetige Funktionen ist nicht
;von Belang. Der in den neueren Untersuchungen iiber diverse Funktionalriume
;be\vanderte Leser wird die allgemeinere Verwendbarkeit der Methode sofort er-
i;kennen; er wird auch bemerken. dass gewisse unter diesen, so die Gesamtheit
der quadratisch integrierbaren TFunktionen und der Hirsert'sche Raum von
gunendlich vielen Dimensionen noch Vereinfachungen gestatten, withrend der hier
REbehandelte scheinbar einfachere Fall als Priifstein fiir die allecemeine Verwend-
goarkeit hetrachtet werden darf.
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$ 1. Definitionen und Hilfssiitze.

Den folgenden Betrachtungen legen wir die Gesamtheit der auf der Strecke
w < v~ b erklirten, daselbst iiberall stetigen Funktionen [ (x) zu Grunde. Die
Verinderliche z wird also fiir reell vorausgesetzt, dagegen sind als TFunktionswerte
auch komplexe gestattet. Doch will ich sofort hetonen, dass unsere Entwicke-
lungen auch fiir die engere (tesamtheit der reellen Funktionen ohne Weiteres
gelten,

Die zu Grunde gelegte Gesamtheit werden wir der Kiirze halber als Funik-
tionalraum bezeichnen. TFerner nennen wir Norm von flx) und bezeichnen mit
j den Maximalwert von |fix)]; die Grosse { ist danach im Allgemeinen positiv
und verschwindet nur dann, wenn f(v) identisch verschwindet. Ierncr Lestehen

fiir sie die Bezichungen
cf(x) =le| fla) 5 furfe = 0+ 1

Unter Distanz der Funktionen f,.f, verstehen wir die Norm [, —/f, = f.—1,
ihrer Differenz. Danach ist die gleichmiissige Konvergenz ciner TFunktionenfolge
i) gegen die Grenzfunktion f gleichbedeutend damit, dass die Distanz f—1n
gegen Null konvergiert. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
gleichmiissige Konvergenz einer Folge ’f,) besteht nach dem sogenannten all-
gemeinen Konvergenzprinzip in der Beziehung fon—fn —o fitm—%, n—z=.
Speziell wird also eine Folge 1f,), fiir welche simtliche Distanzen [, — /.
(m=n) eine von Null verschiedene, also wesentlich positive untere Schranke be-
sitzen, keinesfalls gleichmiissig konvergieren.

Wir werden uns im folgenden mit dem Umkehrproblem fiir lineare Trans-
formationen beschiftigen. Eine Transformation T, die jedem Elemente [ unseres
Tunktionalraumes ein eindeutig bestimmtes Element 7'[f] zuordnet, soll dann
linear heissen, wenn sie distributiv und beschrdankt ist. Die Transformation heisst
distributiv. wenn identisch fiir alle f

Tlefl=cTif), TU, +1.1=TI[.1+TIt]
ist. Beschriinkt heisst die Transformation dann, wenn es eine Konstante J/ gibt
derart, dass fir alle |
- T
ausfillt.
s folgt unmittelbar aus der Definition, dass 7' jede beschriinkte Funktio-
nenfolge 1f,), d. i. jede Folge, fiir welche simtliche f, unter einer Schranke

liegen. wieder in eine solehe iiberfiihrt.  Ferner folgt aus
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T =Tl = TH—fd M =],
dass jede gleichmiissig konverzente Folge wicder in cine solche tiberfihrt wird,
und dass auch die Grenzfunktionen gegenseitig einander entsprechen, kurz, dass
T stetig ist.

Die Bezeichnungen ¢7, 7, =T, T, T.,T" sind derart nahelicgend, dass sie
nicht besonders erklirt zu werden brauchen. 95 lenchtet ferner unmittelbar ein,
dass die aus linearen Transformationen auf diese Weise abgeleiteteten neuen
Transformationen, alzo Summe, Produkt und Potenzen derselben chenfalls linear
ausfallen.

Mit £ bezeichnen wir die identische Transformation, die jede Funktion sich
selbst zuordnet. Wir werden uns nun mit der Umkehrung der Transformationen
vom Typus B = E

A Dbeschiiftigen, wo also [ die identische Trinstormation
bedentet, 4 aber einem speziellen Typus angehiort, ndmlich vollstetiy ist. Um den
Begritf der Vollstetigkeit einfithren und auch recht fassen zu kinnen, miissen wir
vorderhand noch einen andern Begrirf, jenen der kompalten Folge, besprechen.

Eine Tolge [f,) heisse nach Frecuer kompakt, wenn jede Teilfolge derselben

eine gleichmiissig konvergente weitere Teilfolge enthilt.  Speziell ist also auch
jede gleichmissig konwergente Folge kompakt, aber nicht nmgekehrt, da ja z. B.
durch Ineinanderschicben von zwei gleichmissig konvergenten Folgen mit ver-
schiedenen Grenzfunktionen auch eine kompakte Folge entsteht.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir kompakte Folgen ist schon
vor langem von Arzeri! angegeben worden. Wir werden davon vorliufig keinen
Giebrauch machen und begniicen uns hier damit, ein Merkmal anzugeben, an
dessen Fehlen sich dann in gegebenem Lalle erkennen lisst, duass eine vorgelegte
Folge nicht kompakt ist. Dieses Merkmal bestehe darin, dass fiir jede kompakte
Folge 'f,\ die untere Schranke dev Distanzen Foo— 170 (m=n) gleich Null sein muss,
da ja die Folge gleichmiissig konvergente Folgen enthilt.

Eine weitere Eigenschaft kompakter Folgen, auf die es uns hier ankommt,
besteht darin, dass jede kompalie Folge zugleich beschrdnkt ist. Denn im entge-
gengesetzten Falle miisste sie ja eine Teilfolge mit monoton ins Unendliche wach-
senden Normen enthalten, deren simtliche weitere Teilfolgen dann dieselbe Ei-
genschaft besiissen, und somit keine derselben gleichmiissig konvergent sein konnte.
Jede kompakte Folge ist somit beschriinkt.  Dagegen bhraucht nicht jede beschrdnkte
Folge kompalkt =u sein: z. B. ist fiiv o 7w 1 die Tolge f, () == @ beschriinkt,
aber nieht kompakt, da sic und alzo auch siimtliche Teilfolzen gegen eine fiir
z =1 unstetige FFunktion konvergieren.
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Auf der soehben hervorgehobenen Tatsache, dass ndmlich cine Folge be-
schriinks sein kann, ohne kompake zu sein, berubt nun das speziclle der vollstetigen
linearen Transformation gezeniiber der allgzemeinen.  Jede lineare Transformation
itherfithrt nimlich, wie wir schon gesact haben, beschrinkte Tolgen in beschriinkte,
gleichmiissiy konvergente 1 lgen in gleichmiissig konverzente und somit auch
kompakte Folgen in kompakte. Wir erkliren nun: eme lineare Transformation

heisse vollstetie, wenn sie jede beschrdnkte Folge in eine kompalkte ithertithrt.

Einfachste Beispiele von vollstetigen Transformationen sind: 7017 o= fiu), die
also jede Funktion j(y; in eine iiberall konstante Funlktion = f fa) itherfiithre;
dann 7'{j] =jia) = i(byx oder allgemeiner T[] =/l iy, = Fld,, am (), WO
Wy sy e 2egebene Stellen des Tntervalls (o by resp. seaebene stetige [unk-

tionen sind.  Weitere Beispicis liefern das Integral
Tjl= | flyde

und allzemeiner das Inteora:
5
N Keewiondy,

L

mit dem wir uns bei der Anwendung der zu gewinnenden allgemeineren Resul-
tate auf die FrEDHOLM sche Integralgleichung nither beschiftigen werden. Das
ecinfachste Beispiel ciner n/cit vollstetizen Transformation bietet die identische
Transformation I, die ja jede Folge, also auch jede beschrinkte, aber nicht kom-
pakte Folge in sich iiberfiihre.

BEs folgt unmittelbar aus der Definition, dass dus Produkt T, T, sicher voll-
stetiy wird, wenn weniystens 2inc der beiden Faktoren vollstetiy ist.  Da ferner aus
gleichmiissig konvergenten, also auch aus kompakten Folgen durch Multiplikation
mit einer Konstanten oder durch gliedweise Addition wieder gleichmissig kon-
vergente resp. kompakte Folzen entstehen, so folgr, dass zugleich mit T, T', T,
auch ¢ 7 und T, + T, vollstetig sind.

Wir haben noch einen Begriff zu erliutern. der fiir die folgenden Unter-
suchungen grundlegend ist. nimilich den Begriff der linearen Mannigjaitigheit. Dar-
unter verstehen wir jede Mannigtaltigkeit von Elementen unseres Funktionalrau-
mes. die folgenden Bedingungen geniigt: 1) mit /, f,, f. zagleich sind aueh ¢/, f, -+ /.
darin enthalten: 2) sind die Llemente einer gleichmiissig konvergenten Folge
'f,) darin enthalten, so ist es auch die Grenzfunktion f. Beispiele fiir lineare Man-

nigfaltigkeiten bietet der Funktionalraum selbst. dann, um gleich das andere
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Extrem zu nennen, die aus der einzigen Funktion f= o bestehende Mannigfaltig-
keit. Lerner werden, wie dies unmittelbar aus der Definition folgt, durch jede
beliebige Funktionenmenge zwei lineare Mannigfaltigkeiten mitbestimmt, nimlich 1)
die Gesamtheit der linearen Verbindungen und deren Grenzfunktionen (im Sinne
gleichmissiger Konvergenz), z) die Gesamtheit jener stetigen Funktionen, fir
welche das mit jeder beliebigen Funktion der Menge gebildete Produktintegral
gleich Null ist. _

Wir wollen nun einige fast unmittelbar aus den Definitionen fliessende Siitze
iber lineare Mannigfaitigkeiten aufstellen, die uns fiir die folgenden Untersu-
chungen als Hilfssitze dienen werden.

Hilfssatz 1. Ist L eine belichige lineare Mannigfultigkeil und g eine Funktion,
die thr nicht angehort, dann gibl es in L eine Funktion f, derart, duss fiir simtliche
Funktionen { in L die Ungleichung besteht:

g—1 =% 9—1

Beweis. Da die Funktion g nicht der Mannigfaltigkeit L angehdért. so ist
die untere Grenze ¢ der Distanzen g-—f von Null verschieden; denn im entge-
gengesetzten Falle wiirde L eine gegen g gleichmiissig konvergierende Folge, also
auch g enthalten. Wir wahlen nun f, so, dass g—f, <2d wird; da andererseits
fiir alle f die Distanz g—f >d ist, so folgt unsere Ungleichung.

Hilfssatz 2. Ist von den beiden linearen Mannigfalligheiten L , L, die eine,
L., echter Tell wvon L., d. k. ist L, in L, enthalten, ohne damit !dentisch zu sein,
8o qibt es in L, eine Funktion q, derart, dass einerseits

g9, =1,
andererseits fiir alle Elemente f von L,

ausfdllt.

Beweis. Nach Voraussetzung enthillt L, wenigstens ein Ilement g, welches
nicht zu I, gehirt. Nach Hilfssatz 1. gibt es nun in L, ein Element f,, so dass
fir alle f in L, die Ungleichung besteht

g—1 .1
] (' - 3»
Wir setzen
g A0

g-/: ’
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dann ist also g, =1, ferner ist g, aly lincare Verbindung von 4 und f, in L,
enthalten und endlich ist

g—f. - g—l.— gy—1f [ y—7
g— 1. 07—/,

gl_f: 7_/. a

wo die Funktion / =/, -~ ¢ —/f. f alslineare Verbindung von f.und fin L, ent-

halten ist; also ist auch

S Al PR
go— 11 = (/—‘f; i,,z"

In beiden Hilfssitzen ldsst sich die Zahl = evidentermassen durch jede be-
2

liebige positive Zahl < 1 ersetzen. Dagegen kann man sie im allgemeinen nicht
durch 1 selbst ersetzen. Nehmen wir z. B. als L, die Gesamtheit jener Funlktio-
nen, fiir welche g{u)=:0 ist, als L., aber jene, fiir welche ausserdem noch das
iiber (a, b) erstreckte Integral verschwindet. Dann sind die Voraussetzungen des
Hilfssatzes 2. erfiillt. Wiirde es nun eine Funktion ¢, in L, geben derart, dass
9. =1 und dass fiir alle f aus L, die Distanz 4, —f > 1 wiire, alsdann miisste diese
Funlktion g, auch noch die weitere Extremaleigenschaft besitzen, unter allen gaus L,
fir welche g <1 ist, das Integral von gy dem absoluten Werte nach zu einem
Maximum zu machen, Denn gibe es eine Funktion g, in Ly, fiir welche ¢, <1

und das Integral grosser als fiir g, ausfiele, dann wiirde sich aus der Gleichung

b 1

(9.0 de— 5 | gu(a)ds—o

[} 23

eine Zahl § ergeben, fiir welche |$]<1 wire und andererseits die Funktion
f=y,—3%g. zu L, gehrte. Dann wiire aber ¢, —f = $g. =}¥| <1, gegen un-
sere Annahme. Also erreicht der absolute Wert des Integrals bei g, sein Maximum.
Nun ist aber wegen der Bedingung ¢ < 1 dieses Maximum sicher ~b—a, an-
dererseits kommt man aber an diesen Wert b — ¢ beliebig nahe heran durch Funk-
tionen g, die fast iiberall gleich 1 sind und nur nahe bei « stetig in o {ibergehen.
Also ist das Integral von g, dem absoluten Werte nach gleich b — «, d. i. der
Linge des Integrationsintervalls. Das wiire aber wegen der Stetigkeit von ¢, und
wegen g, =1 nur so mdiglich, wenn iiberall |y, | =1 wiire, was jedoch der An-
nahme g, (a) = o widerspricht.

Das soeben besprochene Beispiel zeigt also, dass in Hilfssatz =, die Zahl
" 2

nicht allgemein doreh 1 ersetzt werden dart. Ein entsprechendes Beispiel fiir
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Hilfssatz 1. erhilt man, indem man fiiv L dic soeben benutzte Mannigfaltigkeit
. L, wiithlt, fiiv g aber z. B. die Funktion x — « oder jede beliebige Tfunktion aus
E: L,, die nicht zugleich L, angehért. In einem speziellen TFalle lisst sich jedoch in

beiden Sitzen sicher die Zahl 1 verwenden, niimlich dann, wenn L resp. L, von
endlicher Dimensionszahl sind.  Hierunter verstehen wic den [Fall, wo simtliche
Elemente der Mannigfaltigkeit als lineare Verbinduncen aus einer endlichen An-
zahl unter ihnen dargestellt werden konnen. 125 geniigt, wenn wir nur den ersten
Hilfssatz entsprechend umformen.

Hilfssatz 5. Ist Lo eine lineare Mannigjaltigheit endlicher Dimensionszahl wid
g eine Funlktion, die thr nicht angehairt, dann gibt es in L eine Funltion [* derart.

dass fiir samiliche | in L die Ungleichunyg besteht

W= Wy — 7))

Der Beweis dieser Behauptung stiitzt sich auf den —_—
Hiljssatz 4. Wenn cine ans den Elementen einey Lnearen Heanniyjaltiyket
endlicher Dimensionszahl gebildite Folye heschrdnkt ist. so ist sie anch Fompakt.

Beweis der Hiltssitze 4. und 50 Noeh Voraussetzune lassen sich aile Elemente

der Mannigfaltizkeit in der Form
A S A

darstellen. Wir diirfen voraussetzen. dass die als Basis der Darstellung dienenden
Funktionen g, -+, 41 linear unabhiingic sind: im centeevenceserzren Fall wiirden
J1 2 = oz =

wir die iiberflissicen weglassen. Um 4. zu beweisen. geniigt ex nun zu zeicen.

3 dass aus der Annahme einer Schranke fiir
3 R A R
das Vorhandensein ciner entsprechenden Schranke tiir alle |e;] folgt. duss also

fir eine beschrinkte Folge von Elementen g auch die entsprechenden Punkre
(¢, -, ci) des l-dimensionalen Raumes eine besehrinkte FFolge bilden, woraus
, dann Hilfssatz 4. auf Grund des Borzaxo-WerersTrass schen Satzes unmittel-
bar folgt.

s bleibt somit nur zu zeigen, dass die Beschrinktheit von ¢ auch eine
Schranke five die je;| bedingt. Die enteegengesetzie Annahme wiirde die Existenz

einer beschritnkten Folge von Funktionen ¢ nach sich ziehen. fiir welche die ent-

sprechenden Summen |e, |+ = || iiber jede Grenze wachsen.  Aus dieser Folge
wiirde, indem man jede Funktion durch die entsprechende Summe [, |+ -+ | cx]

dividiert, ecine neue. gleichmilssiz gecen Null konvergierende Folge entstehen,

¥
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fiar deren sidmtliche Llemente fe, |+ +|ci| =1 wiire. Auf Grund des Bovzaxo-
WriersTRass schen Satzes wiirde es dann eine Teilfolge geben, fiir welehe die Koof-
fizienten ¢; gegen entsprechende Grenzwerte ¢! konvergierten; und es wire auch
fell+ - +lefl=1. Da nun aus ¢, —¢’, -, ¢; — ¢} auch

Coly T e L0y kg

i

folgt, wiihrend andererseits bereits die ganze Folge, also auch die Teilfolge ge-

gen Null konvergiert, so miisste clg, = clgr=o0, also wegen der vorausge-
setzten Unabhingigkeit der Funktionen g¢,.---.g; auch €; =0, -, ¢f=o0 ausfal-
len: dem widerspricht aber die Beziehung [e?|— - +]ekl=1.

Damit ist der Beweis fiir 4. erbracht. Nun folgt 3. aus 4. durch folgende
CUherlegung. Es handelt sich darum, zu zeigen, dass ¢ — f ihre untere Schranke
wirklich erreicht. Es sei [f,} eine Folge, fiir welche ¢—/, gegen die untere
Schranke d von g —f konvergiert, dann ist die Folge {g — f, sicher beschriinkt
und wegen f, < g + g—/, ist es auch die Folge {f.;. Nach Hilfssatz 4. ist
dann die beschrinkte Folge {f,) auch kompakt. Also gibt ¢s eine gleichmissig
konvergente Teilfolge und die Grenzfunktion * dieser Teilfolge besitzt wegen
g—1* < g—"fu + ju—f* —d die gewiinschte Eigenschaft, ein Minimum fiir
g—1 zu liefern.

Der Hilfssatz 5., den wir nun aufstellen, ist ein Gegenstiick zu Hilfssatz 4.;
er sagt niimlich aus, dass die Kompaktheit simtlicher beschrinkter Folgen fiir
die linearen Mannigfaltigkeiten von endlicker Dimensionszahl charakteristisch ist.

Hilfssatz 5. Wenn jede beschrinkte Folge von Eleménten einer linearen Man-
nigfaltigheit kompalt ust, so ist die Mannigfaltigheit von endlicher Dimensionszall.

Beweis. Im entgegengesetzten Falle wiirde die Mannigfaltigkeit eine Folge
7., enthalten, deren simtliche Elemente von den ubrigen linear unabhiingig sind,
d. 1. keines derselben ldsst sich als lineare Verbindung der Vorangehenden dar-
stellen.  Bezeichnen wir mit L, die Gesamtheit der linearen Verbindungen von
Joo-s 9 dann ist ¢4, sicher nicht in L; enthalten. Andererseits ist L, eine
lincare Mannigfaltigkeit; denn einerseits enthilt sie simtliche lineare Verbin-
dungen ihrer Elemente, andererseits aber folgt, wie wir dies bei dem Beweise
von Hilfssatz 4. auseinandersetzten, aus ¢ Y-~ +cgr —oauche¢, —o, -, c—o0
und somit aus der gleichmissigen Konvergenz einer Folge (g =ctig + ... + gy
gegen eine Grenzfunktion g* auch die Konvergenz der Koeffizienten ¢ gegen ent-
sprechende Grenzwerte cf, so dass g* = c*y, + -+ cigr ausfillt, also der Man-
nigfaltigkeit I angehort. Da ferner L, echter Teil von L;4y ist, so gibt es in
Liy1 nach Hilfssatz 2. sicher eine Funktion [ derart, dass . fr; =1 ist, wihrend
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ihre Distanz von jeder Funktion aus L; wenigstens !/» ausmacht.! Die Funktio-

nen fr (k= 1,2,...) bilden wegen [; =1 eine beschriinkte Folge. Andererseits

ist fiir ¢ # k& die Distanz f;—f. ~ -, da entweder f; der Mannigfaltigkeit L, oder
2 !

aber [ der Mannigfaltickeit L; angehiiet.  Also ist die untere Schranke der Di-

stanzen  fi—/fr ((=71; von Null verschieden und die beschrinkie Folge {f;) ist

somit nicht Lomprkt.

Hilfssatz 6. Haben die linearen Mannigfaltigheiten L, und L, ausser [ — o
kein gemeinsaumes Element, und ist weniystens eine der beiden Mannigfaltigheiten
von endlicher Dimensionszahl, dann gibt es eine Konstunte (' derart, dass fiir jedes
Element | aus L, und jedes Klement g aus L,

f-g~Cjl=yg.

Beweis. Im entgegengesetzten TIalle wiirde es je eine Folge [f,) und ly,.
geben derart, dass 7, + ¢, >n [.+ g, , und wir dirfen auch ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit [, + ¢, =1 voraussetzen, da dies durch Division von
fn und ¢, durch /, = g, stets erreicht werden kann. Nun sei z. B. L, von end-
licher Dimensionszahl. dann ist die beschrinkte Folge !f,) nach Hilfssatz 4. auch
kompakt; es gibt daher eine gleichmissig konvergente Teilfolge /' — f*. Da fer-

ner [0 4-g) <7 —y, also gleichmissig /™ + g™ — o, so wird auch cleichmaissig

n o =3 Y ’ o =
i — — 1% Daraus folgt einerseits j# — j* 2 glu . % — % ynd somit

2 > P
wegen for = gt —=1 auch 2 /* =1; andererseits miisste /* als Grenzfunktion
3 q ]

von ft} resp. von |— g} beiden Mannigfaltigkeiten L, L. angehoren und somit
iberall verschwinden. was jedoch der soeben bewiesenen Beziehung 2 f* =1

widerspricht.

§ 2. Die Umkehrung der linearen Transformation.

Wir betrachten die Transformation B=E — A, wo E die identische, 4 aber
eine wvollstetige lincare Transformation unseres Funktionenraumes bedeuten. Die

homogene Funktionalgleichung Bly] =0 hat sicher eine Lisung, nimlich die

Pha Lgovon endlicher Dimensionzszahl ist, liesse sich U dureh 1 ersetzen; doeh kommt es
uns hicr auf diese tiefer lievende Tarsache nicht an: der entsvrechende Hilfssatz 3. welangy
erst spiter zur Verwenduny,

T bie Grenzgleichune  jO0 — % fiiv jede sleichmitssig konvergente Folue fim— g% oy
hillt man am einfachsten ans den beiden Ungleichungen g% 7 7% — 00 4 f00 i)
< /= 4 und aus der Grenegleichung /% — fm —oo,

gy -

SR o
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TFunktion, die tiberall gleich Null ist. Ausser dieser »identisel versechwindenden»
Losung konnen noch weitere auftreten. Die Gesamtheit der Lisungen bildet eine
lineare Mannigfaltigheit, da ja wegen Distributivitit und Stetigheit der lincaren
Transformationen jede lineare Verbindung von Losungen und auch jede Grenz-
funktion im Sinne gleichmiizsiger Konvergenz ebenfalls Losungen sind. Die spe-
siclle Voraussetzung, dass o vollstctig 1zt gestattet nun, die Mannigfaltigkeit der
Losungen niiher zu charakterisieren.

Sat- 1. Dic Losungen der homogenon Giccerauny
]: EI/ ' O

Lilden cine linearc Mannigialtighcit von endlicher Dimensionszakl.

Beweis. Wegen E =4 -+ B ist fiir die Lisungen v = Aiy]. do i simt-
liche Elemente unserer lncaren Mannigfaltighkeit werden durch 4 in sich selbst iiber-
fihrt. Da o vollstetig ist, so tibergeht jede beschriinkte Teilfolge in eine kom-
pakte, und da sie andererseits in sich selbst {ibergeht, so ist jede beschriinkte
Teilfolge kompakt.  Also ist die Mannigfaltickeit nach Hilfssatz 5. von endlicher
Dimensionszahl.

Sai= 1. Die Losungen der homogenci: {ilelchuni
o
oy = U

Liden cine lineare Mawnigialtialcit von codiccler Dimensionszahl.

Beweis.  Die Transformation
Bt dr- E—dAnE—)=LE—0
i~t vom selben Tvpus wie I selbste die Tranziormation
C—= Ak —-]

i<t uimlich als Produkt zweier Transformationen. vou denen die cine. . voll-
<tetig ist, ebenfalls vollstetig. Also st 1. ¢in Korollar von 1.

Bevor wir den Satz z. aussprechien. hemerken wir zuniichst, dass jede Lo-
<ung der Gleichung B[y ] = o wegen Bt = LB auch die Gleichung By }=o
befriedigt.  Also definieren die Gleichungen B iyl= ¢ fir i=1,2,... cine Folge
von linearen Mannigfaltigkeiten, deren jede in allen Folgenden enthalten ist. ks
friiet sich nun, ob dic einzelnen Mannigfaltickeiten eckie Teile der folgenden sind?
Vor allem ist klar, dass wenn z. D. die m-te Mannigfaltigkeit kein echter Teil
der m = 1-ten und also mit dieser identisch ist, dies dann auch fiir alle folgenden

der Fall ist. Gibe es niimlich eine erste Mannigfaltigkeit, fiir welche dies nicht
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mehr zutrifft, und bezeichnen wir den entsprechenden Exponent mit n+1, so
wiirde c¢s also eine Funktion ¢ geben, fiir welche fn+! [91 =0, B*[y]=0 wire. Wir
setzen =B~ [y, dann wird B+ (4] = B[] = o und Bm[] = Brly] = o,
d. i. es wire schon dic m + 1-te Mannigfaltigkeit nicht mehr mit der m-ten iden-
tisch, entgegen der Voraussetzung.

Es sind also nur zwei Fille moglich: entweder treten bej jedem Schritte
neue Lisungen auf, oder es bricht dies bei einem Exponenten n ab, von wo an
samtliche Mannigfaltigkeiten identisch sind. Der nun zu beweisende Satz 2. wird
den ersten Fall ausschliessen.

Satz 2. Es gibt eine Zahl » derart, dass fiir n> jede Lisung der Gileichung

Bry]l=o
auch schon die fileichung

Byl =o

befriedigt, wihrend fiir n < » die Glerchung

Bty l=0
auch neue, d. 1. solche Losungen besitzt, welche die fletchung

Brly]=o
nicht befriedigen.
Beweis. Im entgegengesetzten Falle miisste es fiir jedes n auf Grund des
Hilfssatzes 2. cine Funktion ¢, geben, fiir welche B +![,] = o, n =1 ist, wiih-

rend fiir jede Funktion «, die schon die Gleichung B[] = o befriedigt, ¢, —¢ > !

ausfillt. Die Funktionen ¢, bilden fiir n =1, 2, ... eine beschrinkte Folge; also
bilden, da A vollstetig ist, die Funktionen gn = A [q.] cine kompakte Folge. Be-
trachten wir die Differenz

In—m = A [’fu —_ 'fm],-
wo m<n Da d=FE-—B ist, =0 wird
In—0m =1y — i = B [’frz] - Blv’/m]) ==ty —f,
wo wegen m < n
Bn L’f] — Bn i,/w‘”'] L Bt (,/\”J — Rn+l [:’fm] =9

ist.  Also ist

Acta mathematica. 41. Imprimé le 3 décombre 1910, 11
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»

= f,/m ° Yo=Y

und somit ist die Folge {g,) sicher wickt Tempalt. Unsere Annalime fithrt also
zu einem Widerspruch.  Definieren wir neeh A%= E, 20 ist auch der Fall » = o,
d. 1. der Fall. wo die homogene Gleichung ausser der identisch verschwindenden
Keine Lisung zulisst, in dem Satze mit inbegriffen.

Aus Satz 2. folgt sofort der

Satz 3. Hat die Gleichung

Blul=g

Jir jede beliebig gegebene stctige Funlktion ¢ cine Losung, so ist diese Losung ein-
deutig bestimmi.

Beweis.  Mit anderen Worten sagt der Satz aus, dass wenn die inlomogene
Gleichung ohne Ausnalme Iésbar ist. dic entsprechende homogene Gleichung ausser
der identisch verschwindenden leine weilerc Liosung besitzt. Dies zeigen wir wie
folgt. Hiitte die Gleichung B{y]= o auch eine nicht identisch verschwindende
Losung ¢,, so sei ¢, cine Losung der Gleichung By]=¢,, ¢, eine Losung der
Gleichung Bfy]=¢, u. s. f., allgemein ¢,., eine Losung der Gleichung Bly]=q,.
Dann wire fiiv jedes n > 1 die Funktion B*[y,]=o0 und B*—1[y,]# o. Dies aber
widerspricht dem Satze 2.

Wir lassen nun dic Voraussetzung des Satzes 3. fallen und fragen ganz all-
gemein, wie die Mannigfaltigheit der Funktionen g, fiic welche die Gleichung 16s-
bar ist, ausschaut? Die Antwort erteilt der Satz s5.; der Satz 4. bereitet den
Beweis des Satzes 5. vor.

Satz 4. Es gibt eine nur von der Transjormation B abhingende Konstante G
derart, dass tmmer, wenn die Gleichung

Blyl=g
losbar ist, fir wenigstens eine der Losungen

<y
ausfdallt.
Beweis. Ist ¢ eine Losung, so ist die allgemeine Lissung ¢ — f, wo { eine
beliebige Losung der homogenen Gleichung B[f] = o bedeutet. Da die Funktionen
/ nach Satz 1. eine lincare Mannigfaltigkeit endlicher Dimensionszahl bilden, so

Y Auch hier ldsst sich die Zabl 3 durch 1 oersetzen, da ja alle in Betracht kommenden
Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimensionszahl sind. ’ '
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gibt s unter ihnen anl Greand von Hilfssatz 5. cine Fanktion f* derart, dass
titr alle f

=1 T =

ist. Dann st aber die Funktion ¢* =4 — j* ¢ine Minimallssung der Gleichung
Bly] =y, so dass also fiir alle der homogenen Gleichung Bf] -0 geniigenden
[ die Ungleichung %y —F bhesteht. Der Satz 4. wird hewiesen scin, wenn

o/

‘

&

wir zetgen, dass die Quotienten tiir alle ¢, fir welche die Gleichung iiber-

haupt Idsbar ist, unterhalb ciner gemeinsamen Schranke ¢/ liegen. Dic entgegen-
gesetzte Annahme wiirde die Existenz einer Folge [y, mit entsprechenden Mini-

mallsungen ¢} nach sich ziehen, fir welehe

Da vun cyjeine zu cy, gehirige Minimallésung ist, so kinnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit 43 =1 und somit 9, — o annehmen. Nun ist
0

also die Folge [yt beschrinke. aiso die Folge der Funktionen 47y 51 kompake.

1

sie enthilt daher sicher eine aletehmissiy konvergente Teilfolge
%
A R R/
Da ferner £ = 4 - B und also
i ,':/‘. : A{ : f .v - B // 7/; , == ‘3{ : '/ IT/Y‘. ; - f]nlr..

ist. und g, slelchmilssic gegen konvergicrt, so ist cbenfalls gleichmissig

0 ;; — X
Daraus folat Ly '— Bly**], und da andererseits Byl == gu, — 0. 50 erhal-

ten wir

Also witre ** aueh eine Losuns ¢ der homovenen Gleichung und daber 5, —
=47 ya, =1 fiie alle £ was aber der gleichmiissigen Konvergenz ¢, —
widerspricht,

Satz 5. Die Transformation B iherfiihrt den Funltionalrawm in eine Tincare
Mannigjaltighett.

Beweis. Aus der Distriburivitit der Transformation B folgt unmittelbar,

dass dic Transformierte mit g, dioge zugleich auch cy und ¢, + ¢, enthilt. s
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bleibt zu zeigen, dass fiir jede gleichmiissig konvergente Folge g, — g*, fitr welche
alle g, zu der transformierten Mannigfaltigkeit gehioren, dies auch fiir die Grenz-
funktion g* der Fall ist; mit andern Worten, dass zugleich mit den Heichungen
Blyl=g. auch dic Gleichung Bly] = g* wenigstens eine Losung besitzt. Zu die-

sem Zwecke wihlen wir aus der Folge {g,) eine Teilfolge (g} derart, dass

1

an+ 1

gr—gt" <
werde; dann wird auch

gl (7(11) .. (/* - (/(11——1) - (/* A (/(u)

Ferner sei ¢ eine Losung der Gleichung By] =g, ¢, aber fiir n— 1,2, ... je
eine solehe Losung der Gleichungen

B[,/J - g(n+1 _g(m‘
fir welche laut Satz 4.

¥

s G
4/” ;(’ g(nﬂ)_g(n) <r)”

ist. Alsdann konvergiert die unendliche Reihe Yoty +- -

absolut und gleich-
massig; ferner wird

Bl + -+ q,]=gn+h— g

und somit ist fiir die Summe ¢* der Reihe Bly*j=g~. Also hat auch die Glej-
chung B{y]=g* wenigstens eine Losung.

Dem Satze 0. schicken wir folgende Bemerkungen voran: Da die Transfor-
mationen B” wie wir schon gelegentlich des Satzes 1. bemerkten, von demselben
Typus sind wie B sclbst, so darf man den Satz 5. auch auf diese Transformatio-
nen anwenden; danach iiberfithrt jede der Transformationen B* den Funktional-
raum in je eine lineare Mannigfaltigkeit L,. Da der Funktionalraum, den wir
lier mit L, bezeichnen wollen, die Mannigfaltigkeit L, enthilt und da L, und
Lysy aus L, und L, durch Anwendung ein und derselben Transformation, nimlich
von B", entstchen, so ist auch L, in L, enthalten. Wir fragen nun, ob L,
echter Teil von L, ist oder aber die beiden identisch sind. Es leuchtet unmittel-
bar ein, dass in dem in Satz 3. behandelten Falle, wo Ly=L, ist, d. i. L, siimt-
liche Funktionen enthilt, dies auch fiir alle L, zutrifft.
Ly =L, die Beziehung L, = L, fiir alle n > m.
Fille moglich: entweder es fallen bei jedem

Allgemeiner folgt aus
Es sind also hienach nur zwei
Schritte Elemente weg, oder aber ist
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dies nur bis zu einem gewissen n der Fall, von wo an dann simtliche Mannig-
faltigkeiten identisch sind. Wir wollen zeigen, dass immer das Letztere statt-
findet.

Satz 6. Es qibt eine Zahl v derart, dass fir n > v immer L, = L, wird, wdh-
rend fiir n < v die Mannigfaltigkeit Lysi echter Teil von L, ist. Diese und die in
Satz 2. definierte Zahl r sind identisch.

Beweis. Um die Existenz einer Schwelle » von der geforderten Eigenschaft
zu beweisen, haben wir nur noch zu zeigen, dass L,., nicht [ir alle n echter Tedl
von L, sein kann.

Ist L,.; echter Teil von L,, so gibt es nach Hilfssatz 2. eine Funktion g,

in L, derart, dass ¢, =1 ist und dass fir alle Funktionen g aus L., die Un-

gleichung g,—g ;/71 besteht. Wire dies nun fiir alle n der Fall, so giibe es

T2

eine entsprechende unendliche Iolge {g.;. Da 4 =F—B ist, so wire also

fir m <n

“1 [gm] - fl [f/rzl = gm - ‘»;7:1 + B [.’]m} — B [{77;1) - gm - (],

wo alle 3 Glieder des unter g zusammengefassten Ausdruckes, somit auch g selbst
in L+ enhalten sind. Daraus aber folgt

N I
Algm]—Aga). = gn—19 = .

Diese Ungleichung widerspricht aber dem Umstande, dass die Folge {4 {g.]].
die aus der beschriinkten Folge {g,) durch Anwendung einer vollstetigen Trans-
formation entsteht. kompakt sein muss. Damit ist die Existenz einer Schwelle
v bewiesen.

Um nun auch die zweite Behauptung des Satzes zu beweisen, bemerken wir
zunichst, dass die Gleichung B{y] =g, wo g eine Funktion aus L, ist, wenigstens
eine Losung ¢ in L. besitzen muss, da ja L, durch B in sich iibergeht. Wir be-
haupten nun, dass es in L, eine und nur eine Lésung gibt, mit anderen Worten,
dass die homogene Gleichung By]1= o ausser der identisch verschwindenden aus L.
keine Losung zuldsst. Der Beweis lautet dhnlich wie fiir den spezielleren Satz 3.,
der dem Tall »—=o entspricht. Gibe es in L, eine nicht identisch verschwin-
dende Losung ,, so sei «, eine Lésung aus L, der Gleichung Bly]=q,, ¢, eine
Lésung aus L, der Gleichung B[y]=1,, u. s. f. Dann wiire fiir jedes n > 1
B[y, }=0, B®={y,] =0, was jedoch dem Satze >. widerspricht.

Aus der soeben bewiesenen Behauptung folgt nun, dass jede Lisung der
Gleichung B[] = o auch die Gleichung B"[] = o befriedigt, da ja sonst die Funk-
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tion ¢, B'[y] cine nicht identisch verschwindende Losung aus L, der Gleichung
B] <= o wiire.  Andererseits lisst sich fir jedes n -2y cine Lizung von Br+l lyl=o0
finden, fiir velche B[] =0 ist. Zu diesem Zwecke wiithle man irgend eine Funk-
tion [/ aus L._,_,. die aber der niichstfolgenden \Ian'n"flhwl\mt L,_, nicht mehr

angehdrt und fir welche BYifi=o ist. Solehe F unktionen gibt es sicher in der

\Ivnw Loy — L.,. deun sonst misste die Menge L._ | — L, leer ausfallen, d. h.
es wiire L, = L, Die Funktion g = Br+1{f; liegt in L. und es gibt somit auch
eine Funktion ]'1 - L. fiir welche Bv='[f1=¢ ist. Dann befriedigt wegen
Lriviil—= Br+11{] die Funktion o =f—1, (hv Gleichung B+11¢ ] = o; dagegen

st Befyl== Brf]— B[{]1=0, da bl (101' Mannigfaltigkeit L, angehért, wih-
rend BA0F) nur in L,_,, aber nicebt in L, enthalten jst,

Somit besitzt unsere Zahl » auch die dureh Satz ». geforderten Eigenschaften,

Der folgende Satz ~., der aus den Sitzen -.. 3 4 und 6. fast unmittelbar
folgt. enthiilt als Spezialfall die FrepuOIM sche Alfernative bez. Losbarkeit der
homogenen und der inhomogenen Integralgleichung.

Satz 7. Entweder ldsst sicl die Transjormation B wmlchren, d. 1. es gibt eine
inverse lineare Transjormation B!, fir welche BB~'= B='B = E ist; oder aber
hesitzt die homogene Gleichung B 1= o ausser der identisch verschwindenden auch
weilere Losungen.

Beweis.  Der crste Tall tritt dann ein, wenn die Gleichung B[y] = ¢ fiir je-
des g 10sbar, also r-- < ist. Dann ist namlich nacl Satz 3. die Lésung eindeu-
tig bestimmt, es wird also jedem Elemente g des Funktionalraumes ein Element
¢ eindeutig zugeordnet. Wir wollen zeigen, dass diese Zuordnung distributiv und
beschrinkt ist. also eine lineare Transformation T darstellt, Die Distributivitit
folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit, da zu cg, g, + ¢, die entsprechenden Ele-
mente ¢y, =, als Losungen gehitven. Die Beschrinktheit der Transformation
ist aber in Satz 4. als Spezialfall enthalten. Endlich sind die Gleichungen
BT —=TL =F cine unmittelbare Fol lge der Cleichung Bly]=g.

Der zweite Fall tritt dann ein, wenn dic Gleichung Bly]= ¢ nicht fiir alle
g losbar ist. Dann ist nimlich L, echter Teil von L,, somit » 1. Es gibt also
nach den Sitzen 2. und 7. sicher eine Funktion i, fir welche Bly)=o, g = Ely]=
< Blyl~oist. Um wegen der Wicl htigkeit der Behauptung das hiefiir wesent-
liche aus dem Beweise des Satzes 6. zu wiederhol len, ensteht ¢ine solche Funk-
tion ¢ aus jedem belichigen Elemente / der Menge L., — L, als Differenz von
{ und jener Funktion {, aus L, fiir welche Blf,1= B[f] wird.

Damit ist Satz 7. bewiesen. Den Fall » =0 wollen wir nun als durch den
Satz erledigt betrachten und wenden uns der niheren Untersuchung des Talles
# -1 zu. Vor allem fiihren wir folgende Benennungen ein. I, lieisse die Kern-
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mannigfalligkeit, ihre Elemente die Kernelemente. Die Losungen der Gleichung
Bry)==o0 nennen wir Nullelemente; die lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimen-
stonszahl, dic sie nach Satz 1. bhilden, heisse Nullmannigfaliigheit.  Unabhingig
von der Zahl » kann man die Kernclemente g auch durch die Eigenschaft cha-
rakterisieren, dass die Gleichung B[y ]==q¢ fiir jedes n 10sbar ist, die Nullele-
mente wieder dadurch, dass <ic fiic geniigend grosse n die Gleichung By =9
befriedigen.

[25 gilt der folgende Zerleguugssalz:

Salz 8. Jede Funltion ldsst sich auf eine wind nur edne Weise als Summe
etnes Kernelementes wuned cines Nullelementes darsiellen.

Beweis. Um die Zorleaung der Tunktion [ zu bewirken, setzen wir Brif] =y,
dann ist ¢ ein Kernelement und die Gleichung L7l ] = ist fir jedes n, also

auch fiir 2 =2z Ioshar. Sei ¢, eine Losung: wir setzen f, = 5[

.. Dann it
auch f, ¢in Kernelement: ferner ist D7, -« BTy, [ ==y = B"[[], also B [[—[,] =0,
d. h. j—/ ist eciv Nullelement.  Also licfert j =/, = (f-—/,) die gewilnschte
Zerlegung.

Um nun die Eindeutigkett der Zerlegung zu zeigen, sei f —f. = {j — {.) eben-
falls cine Zerlequng der gewiinschten Art, do 1. /. sel ein Kernelement, /-7, cin
Nullelement.  Dana st f, = [ —7 = — /) —(f —/,; gleichzcitig ein Kernelement
und auch ein Nullelement.  Als Kernelement lisst f, jedenfalls eine Losung der
Gleichung Br[y] =7, zu, als Nullelement befriedigt ¢s die Gleichung Br[f,] =o.
Also st B2r{y] =0, und somit nach Satz 2. auch 7, == Brly]=o, d. i alsof, =/,

Sutz 9. LEs gibl eine und nur eine lineare Transformation B, welche jedes
Kerneleinent in sich selbst und jedes Nullelement (w0 iberfihrt.t Jede Funktion
wird durele B inoein Kernelement. Jdureli B — LY dnein Nodlelement rerwcandelt und
es st BOY = B DM = B

Bewels. Nach Satz 3. entspricht jeder Fuukiion f ein Kernelement f, derart,
dass f—f, ecin Nullelement ist.  Wir definieren die Transformation B9, indem
wir jeder IFunktion f das entsprechende Kernelement f, zuordnen. Das hiedurch
jedes Kernelement sich sclbst enspricht und jedes Nullelement in o Gbergelt,
folgt unmittelbar aus der in Natz > ausgeprochenen Eindeutigkeit der Zerlegung.
TFerner wird faut Definition jede Funktion durch B resp. £ B in ein Kern-
element resp. in cin Nullelement. namiich in die nach Satz 8. entsprechenden
beiden Teile verwandelt.  Die Distributivitiic der Transtormation B tolgt eben-

falls unmittelbar aus der Eindeuarigkeit der Zerlegune und aus dem Umstande,

' Die Bezeichnung 500 soll darvas cvinnern, dass Gir e = o die TransCormation 5 it der

tdentischen K= BY zusanmuaentiilin,
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dass die Kernelemente fiir sich und ebenso die Nullelemente fiir sich je eine
lincare Mannigfaltigkeit bilden. Wir haben noch zu zeigen, dass die Transforma-
tion B auch beschrinkt und somit eine lincare Transformation ist. Dies folgt
nun durch Anwendung von Hilfssatz 0. auf die Nullmanunigfaltigkeit und die
Kernmannigfaltigkeit, deren erstere ja von endlicher Dimensionszahl ist. Nach
Hilfssatz 6. gibt es daher ¢ine Konstante C derart, dass f, + f—/f <C 4 und

und somit a fortiori

e e Y g e B S I Rt

fo <C i
wird.

Um 4B = B™ 4 zu beweisen, geniigt es nach Satz 8., das Ubereinstimmen
fiir Kern- und fiir Nullelemente zu zeigen. Da 4 = F — B jedes Nullelement in
ein Nullelement, B" aber in o verwandelt, so ist fiir ein Nullelement 4 B [f] =
— B A[f] = o. TFiir Kernelemente aber stimmen beide Transformationen mit 4
{iberein, da B® mit E iibereinstimmt und A jedes Kernelement in ein ebensol-
ches verwandelt. Endlich folgt die Gleichung B — B© daraus, dass B laut
Definition jede Funktion in ein Kernelement und dieses, wie wir gezeigt haben,

B e e T R

in sich selbst uberfihrt.

Kernelemente in 0 tiberfihri.
Die Transformation A, stimmt fir alle Kernelemente, die Transformation A4,

* Wir haben noch zu zeigen, dass es nur eine Transformation von der im

%3 Satze geforderten Eigentiimlichkeit gibt. Die Differenz zweier solcher Trans-

- formationen miisste sowohl jedes Kernelement, wie auch jedes Nullelement und
somit auf Grund von Satz 8. iiberhaupt jede Funktion in o uUberfiihren; also

; wiiren die beiden Transformationen mit einander identisch.

Satz 10. Die Transformation A gestatiet eine und nur eine Zerlegung in line-

;( are Transformationen A = A, + A, derart, dass A, alle Nullelemente, A, aber alle

fiir alle Nullelemente mit 4 idiberein.
Jede Funktion wird durch A, in cin Kernelement, durch A, in ein Nullele-
ment verwandelt.
_ Die Transformationen A,, A, sind zueinander orthogonal, d. h. es ist A, 4, =
{ = A, A, =0.
Die Transformationen A, und A. sind vollstetig.
Beweis. Wir setzen A4, = BO4 = ABY, A, = (E — BY)A4A = 4 (E— BY).
Dann ist 4,4+ A4, = A. Da B jedes Nullelement in o iiberfiihrt, so ist dies auch
rv fir A4, = AB" der Fall. Andererseits wird jedes Kernelement sowohl durch E
: wie durch BY in sich und somit durch E — B®, also auch durch-4,= 4 (E — BY)
in o lberfiihrt.
Die Aussage, dass 4, fir alle Kernelemente, 4, fiir alle Nullelemente mit 4

SR A LN
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libereinstimmen, ist nur eine Umformulierung der definierenden Ligenschaft. Die
nichste Aussage des Satzes folgt aus der entsprechenden Aussage des Satzes .
uber B und E— B“ und daraus, dass B und also auch 4 = F — B jedes Kern-
resp. Nullelement wieder in ein solches iiberfiihren.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt unmittelbar aus der definierenden
Eigenschaft und aus Satz 8., da A, und 4, durch die definierende LEigenschaft
sowohl fiir jedes Kernelement, wic auch fiir jedes Nullelement, also nach Satz S,
zufolge der Distributivitiit fiir jede Funktion ecindeutig bestimmt sind.

Dass A, 4, =0 ist, schliessen wir wic folgt. Wenden wir 4, 4, auf eine
Funktion an, so wird dies zunichst durch 4, in ein Nullelement und dieses
dann durch 4, in o verwandelt. ihnlich folgt auch 4, 4, =o.

Endlich folgt die Vollstetigkeit der Transformationen Ay, 4, aus ihrer Pro-
duktdarstellung zufolge des vollstetigen Faktors 1.

Der niichstfolgende Satz r1r1. gibt solche charakteristische Eigenschaften der
Transformationen A,, 4, an, welche unabhiingig von der Zahl » sind.

Satz 11. Die Transformation B, =I— A, ldsst eine inverse Transformation
BT zu, fir welche also B, B'=Br1B, = E ist. Die Transformation B, = E—4d,
hat die Eigenschaft, dass die beiden homogenen (leichungen B [ip]l =0 und Bryl=o0
fiir jedes n genaw dieselben Lésungen zulassen und die Gleichungen B[] =g und
Bilgl=g fir ein und dieselbe Funktion g entweder keine oder beide lgsbar sind.

Beweis. Die Umkehrbarkeit der Transformation B, folgt aus Satz 7., sobald
wir nur zeigen, dass B, [9] =0 keine Losung ausser ¢ — o zulisst. Wiirde es eine
Lésung ¢ = f geben, so zerlegen wir f nach Satz 8. in ein Kernelement f, und ein
Nullelement f—f,. Dann wire Bil/,1+ Bif—f,]=o0. Ferner ist Ffiir das Null-
element f-—/, nach Satz ro. A, [f—f1=o0, somit Blf—~f]1=f—/. also B[] =
=fi—/f. Andererseits aber stimmt fiir ein Kernelement 4, mit 4, also auch
B, mit B iiberein, somit wiire auch Elj,1=1f —} also B f1=B"[f,—fl=o.
d. i. das Kernelement fi wire zugleich ein Nullelement. Also misste die Lsung
f=f +(—}) als Summe von zwei Nullelementen ebenfalls ein Nullelement sein,
dann wiire aber A4,[f]=0 und somit B[fl =/; daraus folgt wegen B,[f]=o
auch f=o.

Die Aussagen des Satzes iiber B, liest man unmittelbar aus den beiden
Identitiiten B» = BB = BrBr und By =(B7')"B" = B"(B-')» ab, deren erstere
sich aus B=F— {—F— A —d. + 4.4, = (B —d ) —d,) = B, B, durch Po-
tenzieren nebst Beachtung der Vertauschbarkeit von Ay, A, also auch von B, B,
ergibt, wihrend die zweite aus der ersten  durch Muitiplizieren mit (BThHnr
entsteht.

Je nach der Anzahl der linear unabhiingigen Lisungen von Blyl=o0 lisst

Acta mathematica, 41. Imprimé le + décembre 1916, 12
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die Transformation A, cine weitere Spaltung in orthogonale Teile zu, dic der
kanonischen Umformung einer linearen Substitution von n Veriinderlichien ent-
spricht und durch eine Parameterdarstellung der Nullmannigfaltigkeit, dic ja
von endlicher Dimensionszahl ist, leicht auf jene Umformung zuriickgefiibrt
werden kann, indem man nimlich A4, als cine Transformation der Nullmannig-
faltigkeit in sich selbst auffasst.

Wir gehen hier auf dieses Problem nicht weiter ein. Der niichste Satz 12,
soll cinem Gesichtspunkte Rechnung tragen, der fiir die meisten verwandten Un-
tersuchungen von Anfang an grundlegend ist. Anstatt der einzelnen Transfor-
mation £ — A wollen wir ndmlich hier die gonze Schar E —7 .4 betrachten, wo
/. einen beliebig veriinderlichen komplexen Parameter bedeutet. Da mit A auch
s. 4 vollstetig ist, so gelten die bisher entwickelten Siitze entsprechend fiir simt-
liche Transformationen E—74. Zu jedem Werte von 7 gehort dann eine ganze
Zahl »=r(2), die entweder o oder >o ist. Im ersten TFalle sagt man, / sei
in bezug auf 4 ein requldrer Parameterwert; im zweiten, wo nach den Sitzen 2.
und 6. die Gleickung ¢ = 2.A[¢] wenigstens eine nicht identisch verschwindende
Losung zulisst, heisst 7 ein singuldrer Parameterwert oder auch Eigenwert von A.
Der Satz 12. wird diesc Benennungen rechtfertigen, indem nimlich nach diesem
Satze =0 die Regel, r >0 die Ausnahme ist.

Satz 12. Die Elgenwerte 1 besitzen im Endlichen keine Hdiufungsstelle.

Beweis. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass es keine be-
schrdnkte unendliche Folge aus sdmtlich verschiedenen Eigenwerten gibt, d. h.
dass die Annahme der Existenz einer beschrinkten Folge aus simtlich verschie-
denen Zahlen Z,, fiir welche die Gleichungen ¢ =7, 4[] wenigstens je eine nicht
identisch verschwindende Ldsung ¢, zulassen, auf einen Widerspruch fiihrt.
Zunichst ist klar, dass ¢, ..., ¢, fiir jedes n linear unabhiingig sein miissten, da
Ja aus qp=c,p + - + cy_1u—t durch Anwendung der Transformation 7, 4 wegen

Cn—

fh - . . . . . C ,
Alri]l= {’ (4 =o0 ist sicher kein Eigenwert) auch ¢, =i, f’fl + oo+ 14p,,_1
" e

und nach Einsetzung von ¢, =ci, + -+ + ¢a—14n— eine linear homogene Bezie-

hung mit nicht sidmtlich verschwindenden Koeffizienten schon zwischen Pisev oy Puet

folgt, woraus sich durch Rekurrenz die behauptete Unabhiingigkeit fiir jedes n

ergibt. s sei nun L™ die aus den linearen Verbindungen von ¢, ..., ¢, gebil-

dete Mannigfaltighkeit. Dann ist erstens fiir jedes Element g— L+ o F Catfn

aus Lt die Differenz g -4, A[y] =¢, (I—//.'”) o+ o+ c,,_l(r — )"'{‘ ) fa—1 eine
~1L

n—1/
lineare Verbindung von o, ..., n—1, also ein Element aus L=V, TFerner ist
Lr=" ein echter Teil von L, da ja ¢, nicht in Li»=1 enthalten ist; also gibt




Uber lineare Funktionalgleichungen, 91
es nach Hiffssatz 2. fiir jedes n ein Element gn aus LM derart dass ¢, == 1 und

fir jedes Element gy aus L") die Distanz go—g ~ ist. Wire nun die Folge

4n; beschrinkt, so wire es auch die Funktionenfolge (7,4, und da 4 vollstetig
ist, wire dann dic Folge [/, 4[7,]} kompakt.  Andercrseits aber ist fiir m <n, da
sowohl 7, 4[q,.], wic Jn— o A[g,] der Mannigfaltigkeit L0 angehoren,

. - . - N . - - I
/~n A [gn_J - /-m :.{ [f/m] = (/n - ((/u — :’;{ [f/uJ T Lo A L(}mJ) -

also kann die TFolge Un Algnl, nicht kompalt sein. Die Annahme einer be-
schrinkten Iolge 7,) stésst damit auf einen Widerspruch.

Bevor wir den Satz 13. aussprechen, missen wir noch festlegen, wann wir
die Stelle 7= als regulir resp. singuldr betrachten. TUm die fiir endliche ;.
geltende Definition entsprechend libertragen zu kénnen, geben wir derselben fol-
gende Fassung: 7 ist in Bezug auf A regulir, wenn aus f—2A[f] =0 auch f=5
folgt. Entsprechend definieren wir: % — = heisse in Bezug auf A regulir, wenn
fir jede ins Unendiche wachsende Folge 7,— « aus fn =ty A{f,] — o0 auch
fn —o folgt.

Salz 13. In Bezug auf die in Satz 10. dejinierte Transformation A, sind alle
von 1 verschiedene Werte i, quch 7 — >, requldr.

Beweis. Ist 2 endlich, so haben wir zu zeigen, dass aus j — 2.4.[f] = o auch
f=o folgt. Nach Ratz ro. ist A.[f] ein Nullelement in Bezug auf B, also nach
Satz 11. auch in Bezug auf B,. Somit ist auch f=1724,[f] selbst ein Nullelement
fiir B,. Andererseits folgt aus f —24.[f]=o0 wegen E—id, =(1—0)F + . E —

7 i
—Aid,=(1—A)E +.B,, dass [ = P B.[f] ist. Also ist auch f:(;:il);z B2{f].
Da nun f ein Nullelement ist, so ist fiir gentigend grosse n, nimlich n > », sicher
Br[fj=o0. Also ist auch f=o. R

Was nun die Stelle j = = betrifft, nehmen wir an, sie sei in Bezug auf A,
singuldr; dann gibt es also eine Folge i, — »© und eine Folge {f,). fiir welche
fo— 4, 4.0f] —o, f» aber nicht gegen Null konvergiert. Wir diirfen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit f, — 1 annehmen, denn es gibt jedenfalls eine un-
endliche Teilfolge von o), fir welche die Normen /v oberhalb einer von o
verschiedenen positiven Schranke liegen; fiir die der Teilfolge entsprechenden

Funktionen ¢, = f,—'—’ wird dann ¢, — 2, 4.[y,] — o und vn =1ausfallen. Nehmen
n

wir also sofort ', =1 an. Da alle Funktionen A,[/] Nullelemente sind, so sind
es auch die Funktionen ,.1.[f,], ferner bilden djese wegen
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cine beschrinkte Folge. Da diese beschrinkte Folge in ciner Maunigfaltigkeit
endlicher Dimensionszahl, nimlich der Nul]nmnnigfﬂltigkoit enthalten ist, so ist

ste auch kompakt.  Also gibt es cine ¢leichmissig konvergente Teilfolge
KA ) =

wo auch /* cin Nullelement ist. Nun folgt einerseits aus der soeben erhaltenen
Grenzgleichung und aus [ —2m g T e — ) dass auch gleichmissig fo0— p*
und damit auch f* = 1. Andererseits tolgt nach Division durch 2, dass gleich-
missig A, [f"]— 0 und somit auch A% =0; also wird B.[f*] = [*—A,[f*¥]=y*
und somit auch By[f*] = f* =0 fiir jedes n. Dies wiederspricht aber dem oben
zefundenen Ergebnisse, wonach /* ein Nullelement sein muss, Also iIst auch

Jo= reguliir,

§ 3. Anwendune auf Integmlg]eichlmgou. !

Um Anschluss an die Theorie der Integralgleichungen zu gewinnen, betrach-
ten wir die Transformation vom »Integraltypus»

14

Kijt= | Koropitndy.

.
«

Wo wir, um zuniichst nur den wichtigsten Fall vor Augen zu halten, die Funk-
tion K(z, y) fir a< 2~ b, ¢ “u.=b stetig voraussetzen. Um unsere allgemeine

lesultate auf die sogenannte Frrpwory'sche Integralgleichung oder — nach
HiLperr — Integralgleichung zweiter Art - ¥ — K[y] =g anwenden zu kénnen, miis-

sen,wir vorerst zeigen, dass die Transformation vom Integraltypus K[f] linear
und vollstetig ist. Mit anderen Worten, wir miissen zeigen, dass K distributiv
st und dass sie jede beschriinkte Folge in eine nicht nur beschrinkte, sondern
auch kompakte Folge {iberfithrt. Dic Distributivitit von K folgt unmittelbar
aus der Distributivitiit der Integration, die Beschrinktheit aus der Abschitzung

| KIf]) - f (.IK(Z, ydy.

o«

Wir haben noch zu zeigen, dass fiir jede beschriinkte Folge {f,; die entsprechende
Folge [K[f,], auch kompakt ist. Damit eine beschriinkte Folge (9.} kompaks
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sei, ist nach ArRzELA notwendig und hinreichend, dass die ¢, in ihrer Gesamtheit
in gleichem Masse stetig seien.  Darunter versteht man, dass es zu jedem posi-
tiven ¢ ein J gibt derart, dass fiir |¢—2'| - & und fiir alle g, zugleich |g,(z) —
—ga(@')| <& ausfillt. BEs kommt uns hier nur darauf an, dass die Bedingung
hinreicht.  Wir wollen den Beweis hiefiir kurz wiederholen.  Nehmen wir irgend
eine Teilfolge von ly,;; diese Teilfolge ist, wie !g,) selbst, beschrinkt, und man
kann also daraus durch das bekannte Diagonalverfahren cine weitere Teilfolge

{9} aussondern, die an allen rationalen Stellen des Intervalls («, b) konvergiert.

Wir zeigen, dass [y») auf der Strecke (u, b) Gberall «d gleichmiissig konvergiert,
Wir withlen & beliebig klein, dann gibt es dazu nach Voraussetzung cin ent-
sprechendes d. Nun zerlegen wir die Strecke (¢, b) durch rationale Punkte
Ti,- .o T 0 eine endliche Anzahl von Teilstrecken <. Dann gibt es nnter die-
sen k£ Punkten zu jedem w wenizstens einen, so dass |z—r| < d und also fiir alle
n auch |g™W(x) —g» (r)] ¢ wird. Andererseits ist, wenn m und n gentigernid

gross sind, fiir jeden der & Punkte |g7(r) — ¢ (r)| <+, Also ist auch
Ig(m)(x) I g’gll)(x) I o ,:f/"’"’)(.v) _f]‘ynw('r)l o 'U(///r(\,.) _!/\u ()) | - I!/(u ()";‘ vf/‘”’(.L‘) | -7 e

und zwar gilt diese Abschitzung fiir jeden Punkt 2, indem man fiir » den niichst-
liegenden der Punkte r, ... ri einsetzt.  Also ist fiiv geniicend crosse m, n die
Distanz g™ —gn <3¢ d. i beliebig klein, die Folge [y ist somit gleichmiizsic
konvergent.

Betrachten wir nun die Folge 1y, = KT[,]}, wo die /, cine beschriinkte Folge
bilden, also /, < ist. Dann izt
lgn(@) — gu (&) [ =] | [K (2, yr—= K o )] iu()dy SR = K, ] dy.

.
44

Da K(z, y) stetig ist. so kann im letzten Integral der Integrand und somit also
auch das Integral beliebig klein semacht werden, indem man z und 2 cenitgend
nahe withit. D. h. zu jedem positiven « gibt es ein o derart, dass fiir Jor—2x']0
das Integral - {r, und somit |y, i) — g, 00) | e wird., Also ist die ArzELVsche Be-
dingung befriedigt und die Folge g, - K[/.], ist kompakt. Die Transformation
K ist somit vollstetig.

Betrachten wir nun die Transformation B -=FE — K: nchmen wir zuerst den
reguliren Fall » =o, also dic Existenz eciner inversen Transformation B—' an.
Wegen B! — BN = B=Y(E—K) = B'B=1F ist B~' — I + B—\K — [ — I, wo
auch /f = — B='K eine vollstetige Transformation ist, und es liegt die Vermutung
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nahe, dass auch diese vom Integraltypus ist. so dass also dije Umkehrung der In-
learalaleichung
b

fud— | Kie, ) findy = g()

a
durch ciue Gleichung vom selben Tupus

b

fla) =gia) — /“]J(.T, mg(y)dy

o
74

geschicht. s gilt in der Tat alleemein der Satz: Ist T eine beliebige lineare
Transiormalion, K aber eine solche rom Integraltypus, dann ist auch die Transfor-
mation H=TK vom Integraliypus. Um diese Behauptung zu beweisen, definieren
wir zuerst die entsprechende Funktion H(x, y), indem wir in K(z, y) die Ver-
inderliche y fiir einen Augenblick als konstant ansehen und also auf K (z, ),
als Funktion von a allein betrachtet, die Transformation 7 anwenden. Damit ist
H(x, y) fir jeden Wert y als stetige Funktion von z definiert. Dass H(z, y) auch
als Funktion von z, y stetig ist, schliesst man aus der Erhaltung gleichméssiger
Konvergenz bei jeder linearen Transformation; danach folgt niimlich aus Yn— y*
und damit gleichmissig K (x, )= 'z, y*) die ebenfalls gleichmissige Konver-
genz von Iz, y,) gegen H(z, y*). E£s muss noch gezeigt werden, dass die der
so definierten Funktion H(z, ) entsprechende Transformation # = T K ist. Dies
folgt aber auf Grund der Definition des bestimmten Integrals durch Grenziiber-
gang aus der Identitiit

Ny e (e — i) = N TUE (20 ulf yi (e —Yi) =
fe=] =1

= T[)_‘ K (x, yi) f ) (yesn — yk)J,

k=1

die ihrerseits aus der definierenden Formel von H(z, y), nimlich H(z, y;)=
TR @, y.)] und aus der Distributivitit von 7 folgt.

Zwischen K(z, ) und der Funktion H(z, y), die der Transformatjon

Il = — B='K entspricht, bestehen die Beziehungen
¢ b
Kix, y) + Hiz, )= | Kz, w)H(x, y)du— {H(x, WK (u, y)du,

a (4
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dic unmittelbar aus den Identititen (K — K)(E —II) — (E — H)(E — K)y=F d. 1.
K+ H=KH =HK flicssen. Durch diese Identitiiten, ja sogar schon durch
K+ H=~=KII, ist die Transformation I und somit auch die Funktion Hx, y)
vollstindig festgelegt, da sic ja aussagt, dass die Funktion f=g— H[g] die
Gleichung f— K[f] =¢ befriedigt, dass somit diese Gleichung fiir alle g losbar
ist, und da in diesem Falle nach Satz 3. die Losung f, also auch H[gl=y—f
durch Angabe von g cindeutig bestimmt wird. Besteht also zwischen H und A
die Beziehung K + H = KII, s0 ist die Trans.. mation F — A umkehrbar, ihre
inverse Transformation ist £— H. und es besteht daher auch die zweite Be-”
ziehung K + H = K.

Nun sind wir in der Lage. sofort auch die sogenannte lransponierte Inte-
gralgleichung zu erledigen. Sectzen wir N(z, ») = K{y. 2) und sei » die ent-
sprechende Transformation; dann sagt man, die Gleichuny 7—s[f] =1 zei in
Bezug auf die vorhin behandelte vom transponierten Trpus. Umgekelrt ist
f—K[fl=yg der zu i—:[i]= transponierte Tvpus.  Tritt nun fiir den einen
Typus die allgemeine Umkehrbarkeit ein, so ist es auch fiir den andern der Fall.
da ndmlich aus den obigen Beziehungen zwischen K{z, y) und H(x, y) die ihn-
lichen Beziehungen zwischen 7z, y) und $(z, y)=H(y. x) durch Vertauschung
der Variabeln unmittelbar folgen. Die Lésung der transponierten Inlegralyleichung
wird hienach durch die Formel

7,
I

) =3 — | Hz, yalx)de

@

geleistet.

Wir wenden uns jetzt dem Talle >0 zu; wir verzichten jedoch darauf,
simtliche Resultate in die Sprache der Theorie der Integralgleichungen zu iiber-
setzen und beschrinken uns auf das Wesentlichste. Zuniichst ist klar, dass der
Fall »>o fiir beide Transformationen B=FE — K und 8 = F — y zugleich ein-
tritt; denn wir haben soeben gesehen. dass aus der Umkehrbarkeit der cinen
Transformation, d. i. aus »=o fiir diese Transformation. auch die Umkebrbar-
keit der anderen. also auch fiir diese » = o folgt. Ziehen wir nun den Satz -
heran, so ergibt sich somit die FrepHOLM sche Alternative:

Entweder besitzen die (leichungen

14

flad = | Kee pifiyhdy =g, i) — | K g)fdde = a)

a
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fiir alle g und a je eine eindeutiy bestimmie Lisung, oder, wenn dics nicht der Fall
sl dann haben die entsprechenden homogenen Gleickungen ausser der identisch ver-
schwindenden nock wettere Lisungen.

Die weiteren Frevmorarschen Sitze. niimlich das Ubereinstimmen der, An-
zahl der lincar unabhiingigen Lisungen der beiden homogenen Gleichungen und
dic durch diese »Nullosungen» ausgedriickte Bedingung fiir die Losbarkeit der
inhomogenen Gleichung bei vorgegebenem g resp. g. erhiilt man aus obigem Satze,
wie Herr W. A, Hurwirz vor Kurzem gezeigt hat, durch einen sehr einfachen
Kunstgriff.! Die Siitze 10., 11. und 13. gestatten es uns, einen andern Weg einzu-
schlagen, der weiter fiihrt und tieferen Einblick in das Verhalten simtlicher
Nullelemente gewithrt. Wir wollen diesen Weg bier kurz andeuten. Wir zer-
legen die Transformation K nach Satz ro. in orthogonale Teile: K= K, + K,,
KK, =K,N, =0, K, =B“N. K,=(E— B")K. Dann sind auch die Transfor-
mationen K,, K, vom Integraltypus, da im definierenden Produkt der zweite Fak-
tor vom Integraltypus ist. Wir haben somit eine Zerlegung K (z, y) = K, (, y) +
K.(x, yj vor uns. Ich behaupte, dass die entsprechende Zerlegung der transponier-
len Funltion N(z, y) = K(y, «) durch die Transponierten von K, und K,, also durch
Sy und N, geleistet wird.  Zunidchst {iberfiibrt nimlich K. alle Kernelemente von
B=FE—K in o; diese Tatsache driickt sich durch die Identitit K,B" =0 aus,
die ibr gleichwertig ist, da ja B'{f] die allcemeine Form der Kernelemente ist.
Da nun K, und B vertauschbar sind, so ist auch B"K,—o0. Diese Identitiit
lisst sich auch als eine Integralbeziehung zwischen K(z,y) und K,(z, y) hin-
schreiben, die wieder nach Vertauschen der Variablen die Identitdt &,%" =0 er-
gibt. Da alle Kernelemente der Truasformation ¥ fiir jedes n, also auch fiir
n =, auf die Form ¥17[i] gebracht werden konnen, so besagt die soeben gewon-
nene Identitiit, dass N, jedes Kernelement von B in o 4iberfikhrt. Andererseits ist
K, =K —K,K =(L—K,)K,=B,K, und somit auch allgemein K, = B*K,,
woraus wegen der Umkehrbarkeit von B, weiter K, = B?B?(B7')"K | = B*(B71)"K,
folgt.  Durch Ubergang zur entsprechenden Integralformel und Transposition
ergibt sich hieraus die Identitit M, = M, (¥772 8" g0 dass also fiir jedes Element
i, flir welches W1[i] hei irgendeinem n identisch verschwindet, dies auch fir &,[f]
der Fall ist. D. h. die Transjormation S, iiberfihrt alle Nullelemente von B in o.
Somit besitzen tatsichlich M, und N, jene Eigenschaften, die nach Satz 10. die
Zerlegung eindeutig charakterisicren.

Was nun die besondere Bedeutung der Zerlegung K=K, + I,, & = &, + &,
fur dic Untersuchung der Transformationen B und ¥ anbelangt, so besagt erstens

i

W AL Hewwirz, On the pscudo-resolvent to the kernel of an integral equation, Transactions
of the American Math. Soc., Vol 13 (1912), 8. 403—418.
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Satz 11., dass die Transformationen B und B,, resp. B und B, dieselben Kern- und
Nullelemente besitzen, und dass auch beziiglich der letzteren der kleinste Expo-
nent n, fur welehe B2[f], B[f], resp. BUF] B} identisch verschwinden, fir
dieselbe Funktion f resp. i bei beiden Transformationen derselbe ist. Der Grund
fir die letztere Erscheinung ist schon in Satz ro. angegchen; danach stimmen
B und B, resp. ¥ und ¥, fiir die entsprechenden Nullmannigfaltigkeiten iiberein.
Demgemiiss darf man ANiw, ) bel allen diesbeziglichen Fragen, wie z. B. Lis-
barkeit der inhomogenen Gleichung, Anzahl der unabhingigen Losungen der
homogenen Gleichung oder allgemeiner kanonische Gruppierung der Nullelemente,
durch die Funktion K.(r, y) ersetzen. Diese Funktion ist aber von einer sehr
speziellen Form; es ist nimlich

/\-_' \/Q', '/) = I (.l‘?’ fl (.7/ /m. Tm(’/

wo fi .- fm Nullelemente von B, i, ...i, Nullelemente von L sind.  Denn
zunidchst geht die Funktion &,(v, ¥y aus der Funktion K(x, y) dadurch hervor,
dass man auf diese, als Funktion von z allein betrachtet die Transformation
E —BY wirken lisst, also jene Transformation, die jeder Funktion das bei der
in Satz 8. angeselbener Zerlegung entsprechende Nullelement zuerdnet, Danach
ist also K,(x, y), als Funktion von = b etrachtet, ein Nullelement und kann daher
als lineare Verbindung ciner endlichen Anzahl von Nullelementen j,, ooy fm dar-
gestelll werden, die wir als linear unah! hingig voraussetzen. Die Koeffizienten,
die ja noch von y abhingen, sind zufol Ige der soeben gemachten Voraussetzung
eindeutig bestimmte Funktionen 7, ..., von y. Wir wollen zeigen, dass diese
Funktionen ihrerseits Nul le]emente von ¥ sind.  Zu diesem Zwecke erinnern
wir zunichst daran, dass die Transformation N, jede Funktion in ein Null-

)

element von N iiberfiithrt t; nun aber entsteht z. B. die Funktion f,, wie die In-

tegraldarstellung von ™, unmittelbar zeigt, dadurch dass wir die Transformation
®, auf eine Funktion i anwenden, deren Produktintegral mit /i gleich 1, mit den

tibrigen fi, d. 1. mit £, . [ aber gleich Null wird. Wegen der linearen Unab-
hingigkeit der Tunktlonon fis -+ fn lisst sich bekanntlich eine solche Tunktion

f als lineare Verbindung der | konjngierten Funktionen fiv oo fm bestimmen. Somit
ist f, tatsichlich ein Nullelement von ¥ und dasselbe gilt aus ihnlichem Grunde
fir 7, ... 7,.

Zufolge der speziellen Struktur von K. (2, y) kann man nun die erwiihnten
Pmbleme, wic wir dies schon in Anlehnung an den Satz 11, andeuteten, auf die
. entsprechende Untersuchung einer quadratischen Matrix mit den m* Elementen

b
Ui = /fi(x)fj(.v)d.v zurtickfithren; dabei wird man auel mit Nutzen die aus Satz
Y

a

Acta mathematica. 4l. Imprime 1o 5 décembre 1914, 13
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13. flicssende Eigenschaft dieser Matrix verwenden, dass ilire charakteristische
Determinante |o; — Zegi|(wo ;=1 fiir 7=/ und o flir 7= j ist), den Wert 1 =1
als einzige, d. i. als m-fache Wurzel aufweist. Wir begniigen uns damit, beziiglich
der ausfiihrlichen Untersuchung und der Literaturangaben auf das Buch von T.
Laresco: Introduction a la théorie des ¢quations intégrales, Paris 1912, u. zw,
speziell auf die Seiten gjo—350 zu verweisen,

Zum Schlusse bemerke ich, dass die Entwickelungen dieses Paragraphs leicht
auf allgemcinere, nicht ausnahmslos stetige Funktionen K (x, y) ausgedehnt wer-
den konnen, so z. B. auf jenen besonders wichtigen Tall, wo die Funktion fiir
2 = y unendlich wird und zwar unendlich von der Ordnung « <1, d. i. | K (2, )| <
< Gla—y|™ ist. In der Tat gelten ja auch fiir diesen Fall alle Integralab-
schiitzungen, die wir aus der Annahme der Stetiglkeit von I(z, y) folgerten. Ich
erwithne noch bheiliufig, dass in gewissem allgemeineren Sinne alle lineare Trans-
formationen von Integraltvpus sind, indem némlich, wie dies aus meinen vor
einigen Jahren angestellten Untersuchungen iiber lineare Funktionaloperationen!
unmittelbar hervorgeht, jede lineare Transformation durch ein STIELTIES’sches
Integral dargestellt werden kann. Die charakteristischen Eigenschaften der dabei
zur Verwendung gelangenden Funktion von zwei Verdnderlichen sind sowohl im
alleemeinen, wie auch im vollstetigen Falle unschwer zu ermittein.

Gyor, den 1¢ Januar 1010,

VE Ransa N des operadions fonclivnnclies lincadres, Comptes rendus de I'Acad. d. Se., Paris,
20 novembre 160G,



