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SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE DES FONCTIONS.

Par M. Henri Lebesgue (Poitiers).

(Extrait d'une Lettre adressée a M. E. Lanpauv)

Adunanza dell’8 marzo 1908,

Mon cher Collégue,
Je me félicite de m’étre rencontré avec vous sur un point particulier ; je posséde
cn effet depuis plus de deux ans la démonstration de la proposition qui figure au § 1
de votre article: Uber die Approximation einer stetigen Funktion durch eine ganze ra-
tionale Fumktion '); mais mes recherches sur ce point étant loin d’étre terminées, je ne
les ai pas publi¢es. Voici quelles considérations m’avaient conduit 4 ce résultar.

De toutes les démonstrations qu'on a données du théoréme de WEIERSTRASS, qui
vous occupe, les seules je crois qui permettent d’écrire effectivement, 4 aide d’un sym-
bole f de fonction continue, une fonction analytique représentant f avec une approxi-
mation donnée sont: celle de WEIERSTRASS basée sur la considération de Pintégrale

s f(t) e = gy »
1/"': —oe

celle de M. Prcarp reposant sur les propriétés de Iintéerale de Porsson
p prop 8

I 27T I — rl
;[ f(t)l —2rcos(t — x) ~+ r* at;
et celle de M. FejEr déduite de Iétude de lintégrale

sinn(t—zx> |
f@ — =22
2nr/o. ! ‘sin(t_zx) g

Or I'ttude de ces diverses intégrales se fait par le méme procédé et repose évi-
demment sur cette propriété relative aux intégrales singuliéres de fonctions positives:

Soit f(x) une fonction bornée uniformément continue dans Pintervalle (a, a4-1) et
st o (x, n) une fonction de la variable continue « et du paramétre continu ou discon-
tiny n satisfaisant aux conditions suivantes :

1. o(a, n) est définie et posmve, ou du moins mon négative, dans Dintervalle

(=1, +D.

') Rendiconti det Circolo Matematico di Palermo, tome XXV (1°° semestre 1908), pp. 337-345.
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2. Quels que soient b et ¢, pourvu que Pon ait

—léb<o<cé—f—l,
Pintégrale

- /9(2, n)da
e/ b

existe et tend vers 1, quand n croit indéfiniment.
Alors, quand n croit indéfiniment, Pintégrale

G-+l

I = J@O2(t — x, n)dt

tend uniformément vers f(x) dans tout intervalle (a,, a, + 1) intérieur & (a, a1y,

De ce théoréme on déduira autant d’expressions analytiques approchées de f qu’on

le voudra. Si, par exemple, on veut des polynémes approchés, on pourra prendre

pour ¢ un polynéme. Le plus simple, si Iintervalle (a, a 4 1) est lintervalle (o, 1),
1

est le polynome P, ()= o(z, n)=k,(1—=°), k, ttant tel que / P («)dx tende
vers 1. Ce qui conduit 4 prendre, o

soit  k :&bg‘?fii>7 soit B —1/ " ,
" 2.2.4.6 ... (2n) "

dot le théoreme que vous indiquez. _

Il est évident que si f est fonction continue d’un paramétre A, I est fonction
continue du méme paramétre. On en déduit que, dans.le calcul de I, on pourrait
remplacer f par une fonction /. tendant uniformément vers /5 quand # croit, sans mo-
difier la convergence uniforme de I, vers f. En particulier, marquons dans (a, a--1)
des valeurs

4, =a<a <a, ... <ﬂp~,<%:a+l

€t prenons pour f, soit la fonction continue ¢gale & f pour toutes ces valeurs et li-

n
néaire entre deux d’entre elles, soit la foncton discontinue constante dans chaque
(a;, a,,.) et égale & f & Porigine de chacun de ces intervalles, soit toute autre fonction
de méme nature ; alors Vintégrale I nous fournit une fonction d’interpolation qui, quand
thaque (a,, a,, ) tend vers zéro, tend uniformément vers f. MM. RuNGE et BOREL ont
montré que la formule d’interpolation de LAGRANGE ne possédait pas cette propriété.
Il serait d’ailleurs facile de mettre I, sous la forme qu'indique M. BoreL pour les for-

mules d’interpolation permettant 4 coup str Papproximation indéfinie ).

2) Runce, Uber empirische Funktionen und die Interpolation zwischen dquidistanten Ordinaten [Zeitschrift
fir Mathematik und Physik, tome XLVI (1g01), pp. 224-243], P- 229. — BOREL, Legons sur les foictions
de variables réelles et les developpements en sévies de polyndmes, chap. IV, pp. 74-82.

NOTE ADDITIONNELLE. — Sur les indications de M. LanNpau je me suis reporté a divers travaux
de M. MERAY sur la formule d’interpolation de LAGRANGE : Observations sur la légitimité de Dinterpo-
lation [Annales scientifiques de IEcole Normale supérieure, 3° série, tome I (1884), pp. 165-176];
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Dans U'énoncé que j'ai indiqué plus haut on peut remplacer les conditions 1 et 2
par les suivantes: ’
1. 0(%, n) est définie dans (— I, + ).

2'. Quels que soient b et ¢, powrvu que Pon ait

—lLb o< c L+

¢ o =1
/ o (2, n)ds, / f lv (2, n)|da
b —1I ¢

tendent respectivement, quand 1 croit indéfiniment, vers 1, o et o.

Il est dailleurs facile de prouver que: si ¢(z, n) ne satisfait pas 4 la fois aux
conditions 1" et 2', il est toujours possible de trouver une fonction continue S telle que
Vintégrale I diverge pour ume valewr donnée de x dans (a) a~-1) ou ne converge pas
uniformément autour de cette valeur.

Jes intégrales

2 wid,

Clest la généralisation de ce que j’ai indiqué dans mes Lecons sur les séries tri-
gonomeétriques aux §§ 45 4 47; yai dailleurs déja fait allusion 4 cette généralisation
(Comptes Rendus, 17 novembre 1905). .

Les intégrales I, permettent d’aborder des recherches telles que celle-ci: f étant une

fonction continue d’une certaine famille, par exemple satsfaisant 4 une condition de
LipscHITZ

OECN

avec des polynomes de quel degré peut-on la représenter avec une approximation donnée ?

Les réponses 4 ces questions compléteraient le théoréme de WEIERSTRASS. Quand

on essale d’y répondre on est naturellement conduit & rechercher quelles sont les fonc-

Nouveauzx exemples d’interpolafons illusoires [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2° série, tome XX
(1896), I¢ Partie, pp. 266-270]. ‘

Dans ce dernier travail M. Mgray a prouvé, avant MM. RUNGE et Borer, que l'interpolation ne
permettait pas nécessairement lapproximation indéfinie. Par exemple, au § 4, M. MERAY montre que

4 ’ . I3 . I .
si Ton applique la formule de LAGRANGE pour la représentation de PRy dans un intervalle (— «, 4- «)
i —x

. 2 . T
tel que Lon ait VT < o <1, en utilisant des valeurs équidistantes de x et d’autres valeurs de x

cenvenablement choisies, on n’obtenait pas de polynémes d’approximation.

MM. RuNGE et BoREL s'astreignent, au contraire, a n’utiliser que des valeurs équidistantes de x
e non des valeurs de x choisies exprés pour que l'approximation ne soit pas indéfinie. La différence
entre les deux résultats est nettement mise en évidence par ce quisuit: Contrairement 4 ce que croyait

M. MERray, on sétait déja demandé, avant ses travaux, si Pinterpolation fournissait bien une approxi-
matione indéfinie. HeIng 'gEine Anwendungen der Residuenrechnung von Caucny [yournal fir die reine

. und angewandte Mathematik, t. LXXXIX (1880), ‘pp. 'i9-39]} avait démontré, "4 Paide d’une méthode
I analogue 4 celle de M. Meray, quil en était bien ainsi lorsque I'on n’emploie que des valeurs équidi-

Stantes de x et que lintervalle dans lequel on interpolle la fonction (supposée analytique) est contenu

dans I'intervalle de convergence de cette fonction; or, dans Iexemple de M. MERay, ces conditions
sont remplies.
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tions o (=, n) les mieux appropri¢es 4 la représentation de la famille de fonctions cop.
sidérées; mais, sans effectuer cette recherche, en prenant des intégrales I, particuliéres
on a déja quelques renseignements.

Par exemple, lintégrale I, que vous avez considérée prouve que, f satisfaisant 4
une condition de LipscHITZ, on peut, avec un polyndme de degré n représenter f & moing
de v et cela de manitre que, quand n croit indéfiniment, nn® tende vers une limite finie.
Ce résultat est identique 4 celui qu'on peut déduire dune formule d’approximation de
M. Porrox ®); en prenant les polynémes d’approximation auxquels conduit la méthode

A2

. . . nn
de WEIERSTRASS, on obtient un résultat meilleur : on peut faire en sorte que T tende
n

vers une limite finie.
Poitiers, le 24 février 1908.

H. LEBESGUE.

tome XXXIV (1906), pp. s2-60]. 4

3) Sur une formule générale d'interpolation [Bulletin de la Sociét¢ Mathématique de France;;
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