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I. Einleitung. 

Mi~ dem Begriff der Funk~ion is~ das Poshfla~ der numerischen Be- 
rechnung der Funk~ionswerte fiir irgendwelche Werte der unabh~gigen 
Variabeln gegebem Da aber die vier elementaren Spezies der Additio~ 
Subtraktion, Mul~iplikation mad Division~ oder s~reng genommen nur die 
ers~en drei derselben~ die einzigen numerisch ausfiihrbaren Rechnungs- 
a,~en, alle andern aber nur insowei~ durcht3~hrbar sind~ ats sie sich auf 
diese zurfickfiihren lassen, so folgt hieraus, dab wir ~mffiche Fnn~tionen 
nut insowei~ numeriseh beherrschen, als sie sich dutch rationale Fn-k- 
tionen erse~zen, d. h. angen~hert darstelien lassen, t~ieraus erhetl~ die 
grol3e Bedeu~ung der Ann~herungsprobleme ffir die gesamte "Mathematik 
und die ausgezeicbnete Stellung, die die Probleme der A nn~herung dutch 
~rationale oder gauze rationale Fnnktionen e~nnehmen. In der Ta~ setz~ 

*) Diese Arbei~ is~ ein Auszug aus der !n~ugm~l-Disser~ion des V ~ ,  
GSt~ingen 1902. 
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wenigs~ens fiir die numerische Berechnung, jede Anngtferung durch andere, 
z. B. trigonometrische, Funktionen die anngherungsweise Erse~barkeit 
dieser Fun]~onen durch rationale voraus. 

Die s'gmtlichen Probleme der Anngherung kSnnen wir yon verschie- 
denem Gesich~punk~ aus einteilen. Die verschiedene Natur der anzun~hern- 
den Funktio% die en~weder stetig sein, oder auch aus diskref~n Wer~epaaren 
bestehen kann~ lgl~t die eigenflichen Anngherungsprobleme und die In~r- 
pola~onsprobleme un~erscheiden. Ferner kSnnen wir einteilen nach der 
Art d~ annKhernd~ Eunktion~ die ein Polynom~ eine ratdonale oder eine 
transcendenf~ Funk~ion sein kann. Vor aUem aber kSnnen wir nach der 
Na~ur der A nngherung selber~ d. h. nach dem Gesichts~nmkt, yon dem aus 
die gesuchte Funkti~m als die am besten anr~hernde betrachtet werden soU, 
verschiedene Gruppen yon Problemen un~erscheiden. Es kann ein bes~immter 
Punkt bevorzugt und bier z. B. in der Ubereinstimmung mSglichst vieler 
Ablei~ungen das Kri~erium der bes~en Anngherung gesehen werden, wie 
dies bei den abgebrochenen Potenzreihen und Ke~Ycenbriichen der Fall ist. 
Es ka~n aber auch dn ganzes Intervall gleivhberechtigt erscl~inen. Dann 
kSnnen entweder alle gemachten Fehler gleicbmgt~ig beriicksichlig~ werden, 
indem verlang~ wird~ dab die Summe ibxer absolut~n B e i g e ,  die Summe 
ihrer Quadrate u. s. w. mSglichst klein sei. Dies f~ih~, wenn die anzu- 
n'~hernde Funk~on stetig ist, auf ein Proble~m der u 
Oder abet, es kann. geforder~ werden, da~ der gr6~te ~'elder, der bei der 
Ersetzung der anzun~hernden Funk~ion dutch die ann~hernde gemacht 
wird, ~glichst klein ses 

Dies letz~ Krit~rinm warde zuerst yon Poncelet aufges~ellt und yon 
Tchebychef*) systematisch ausgearbei~et. 

Vargleichen wit diese Methode mit der gewShnlichen~ nach der Polmnz- 
reihen nach einer endlichen An~hl (]lieder abgebrochen werden, so leuchtet 
sofor~ ein Vorzug der Tchebyehefschen Me,ode ein: Jede h nn~herung 
hat nut Sinn in einem endlichen Intervall, und in einem solchen efffillen 
die abgebrochenen Po~enzreihen keine Minimalbedingung. Die Tcheby- 
chefsche Me,bode hat dagegen den Naeh~efl, ~ bei ihr der Grad der 
a~nn'~ernden Funkfion lest vorgeschrieben sein mu~, es also nieht, wie 
bei den Po~enzre~en, mSgfich ist, durch ErhShung des Grades mit Be- 
nutzung des vorangegangenen Resul~a~es eine Besserung der Ann~herung 
zu er~iehn.  

hn folgenden soil die yon Tchebychef fiir Fun~ionen einer Variabeln 
anfgestel!~e Theorie auf Funktfionen mehrerer Variabeln fiber~ragen werden. 

*) Tchebychef, Oeuvres complbf~s, herausgegeben you Ma~koff mad Son/u, Sur 
les questions de minim;~ qui se ra~chen~ /~ 1~ reprgsen~ion ~pproximatlive des 
foncl~ions und Theorie des mgca~smes connus sous le  nora de para!lelogr~mmes. 
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Dabei soll nicht, wie bei Tchebychef, yon der Anu~erung stetiger Fun~- 
tionen, sonder~ yore Interpolationsproblem ausgegangen werden~ wo4urch 
die gauze Theorie eine andere Gestalt gewinnt;. 

Im n~hsten Abschni~ werden wit uns das Wesent~che des Ver- 
fahrens dutch einige anschauliche wenn auch nicht strenge Erwiigungen 
klar zu machen haben, in den folgenden Abschnitten folg~ dann der ab- 
strak~ und strenge Beweis. 

Die vorliegende Arbeit ist aus einem Vortrag im Semir~ar des Herrn 
Professor Hilbert entstauden. Auch weiterhin hat ~ihr Herr Professor 
Hilbert sein freundliches Interesse bewabrt und seine Ratschl~ge waren 
mehrfach yon durchgreifendem Effolg begleitet. Ich sage ibm dafiir auch 
an dieser S~elle meinen herzlichsten Dank. 

II.  D i e  G r u n d g e d a n k e n  d e r  T h e o r i e .  

Unter einer Tchebychefschen A n~herung einer beliebigen gegebenen 
Funk~ion ~(x) dutch ein Polynom n ~ Grades f ; (x )  in einem gegebenen 
]ntervaU verstehen wir die Ann~herung durch diejenige Funktion f.(x)~ 
die das Maximum yon 

t f (x) - q , (x)  l 
im gegebenen Intervall mSglichst klein macht. Es sei das Maximum des 
absoluten Bet rages der Differenz ,,Abweichung" genan~t und m~ L be- 
zeichnet; es ist d~.~n L eine Funk~ion der Koeffizienten yon f~(x) 

L ~ -  L (po ,  p, ,  . . . ,p~) 
wenn e~wa 

f (x) =p x + + . . .  + Po. 
Die p sollen so bestimmt werden, daft L ein ]~in~mum wird. 

Man iiberzeug~ sich leicht yon der Existenz dieses ]~imums.  L i s t  
eine ste~ige Fun~r~ion der p. Den~ eine geniigend kleine Anderung tier p 
hat an jeder Stelle des Interval]a eine beliebig kleine Anderung yon fs(x)~ 
daher auch des .Maximums yon 

lf (x) - l 
zur Folge. Hierbei braucht Stetigkei~, yon ~(x) nich~ vorausgesetzt zu 
werden, nut Eindeutigkeit und Endliehkeit yon ~(x) miissen wir ver- 
langen, damit die Definition yon L ikren S i ~  nicht verlierh Hingegen 
woUen wir F~]]e, in denen ~(x) fiir endIiche Teile des Interval'l~ nicht 
definiert ist, nicht aussc.b]iel~en. 

S~etige Funktionen nehmen im Endlichen stets ihr Minimum an, wit 
haben demnach nur das Unendliche auszuschlie~u. Es is~ zu ~ _ u ,  



dab L beliebig groB wird, wenn eins der Argume~at~ p fiber alle Grenzen 
w~c~sk Dies kSnnen wit st~t~ yon L aue~ yon dem Maximum yon 
I f , ,(x)l nachweisen, da dies sich ja nur um eine endliche GriiBe, deren 
grSB~er miiglicher Be~rag bekannt is~, yon L unterscheidet~ Be~rachten 
wir die Wurzeln yon x ~ + 1 + f~(x) = 0, so wird mindes~ens eine derselben 
beliebig groB, wenn einer oder/mebrere Koeffizien~en yon f~,(x) wachsen~ 
wie dies aus dem Zusammenha~g zwischen Wurzeha and Koeffizienten 
einer Gleichung folg~. Den~en wit uns x ' + i ~  - f,,(x) in Faktoren zerlegt, 
so is~ klar, dab das Produl~ an mindestens einer Sh~lle des Intervalls 
fiber alle Grenzen ~wachsen muB, were1 eine oder mehrere Wurzeln ge- 
niigend groB werden. If~(x) l kann aber nut um eine bestimm~ angebbare 
Zah] kleiner sein als Ix '+l -~  f~(x)l. Hieraus folgt d~.-, die Exis~enz 
des Minimums yon 

L = L(po,  p~, . . . p,~). 

Der bier angedeube~ Existenzbeweis li~Bt sich auch auf den Fall 
ausdehnen~ dab die ann~herungsweise Dars~ellung einer Funk~ion meh~erer 
Vaxiabeln verlang~ wird, etwa die Anniiherung yon ep(x, y) durch 

f,,(x,, y) =- p x" + p x"- y + . . .  + p,,_~y +.p,~ 

in einem gegebenen In~ervaU. Auch bier isi nur zu zeigen~ dab das 
Maximum yon i f~(x, y)] im gegebenen Intervall mi~ jedem der Koeffi- 
zienten p zugleich unendlich wird. Schreiben ~ wit: 

f~(x, ~) = ~x" + a~(~) x "-~ + a~(~) x "-~ + - - - +  g ,~ ) ,  

so sind die Koefilzient~n yon f~(x, y) auch die Koeffizienten der g(y). 
])as Maximum jeder Ftmk~ion g(y) wird beliebig groB, wenn einer ihrer 
Koeftizien~en hinreichend wiichst. Halten wir diesen Wer~ yon y fes~ und 
be~rachten nun f~,(x, y) als Funl4ion yon x, so wird alsdann einer ihrer 
Koeffizienten, also nach dem Vorangegangenen auch ihr  Maximum be- 
liebig groB. 

Na~h dieser Methode I~B~ sich der Existenzbeweis der h nn~erungs- 
~ank~on bei beliebig vielen Variabeln fiihren. Vonde r  gegebenen anzu- 
n'~hernden Ftmkiion ist dabei nur Eindeutigkeit und Endlichkei~ voraus- 
gese~. Den im folgenden zu behandelnden Fall des In~erpola~ionsproblems, 
bei dem diskre~ Wer~syst~me dutch rationale F~_l~l~tionen angen~er~ 
werden sollen, kSnnen wit als speziellen Fall des Problems begreffe~ bei 
dem (p nut an diskre~en SteUen definier~ ist. 

Nehmen wit e~wa zwei unabt~ngige Variable und mac'hen wit uns 
das Wesenfliehe des Problems an einem m~iglichs~ einfachen Beispiel 
geome~riseh klax. Es seien eine Anzahl Punk~ im l~um 
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gegeben un& diejenige Ebene 

z --~ a~x + % y  + a3 

gesuch~, die die grSBte der Differenzen z -  z~ die ,,Abweichung ~ absolu~ 
genommen mSglichs~ klein macM. Es frag~ sieh: an wievielen der ge- 
gebenen Punk~e nimm~ l z--z~l die Abweichung an, und welches is~ dabei 
das Vorzeichen yon z -  z~? Die Abweiehung wird an mindes~ens vier 
Pun~en augenommen; denn nehmen wir an, sie wfirde nur an etwa 
drei Punkten angenommen, so kSnnten wir, da wit dutch drei Punk~e 
stetseine Ebene legen kSnnen, uns die be~rachte~ Ebene an den St~llen 
xlyl ,  x2y~ und x3y3, an denen die Abweichung angenommen wird, nach 
dem gegebenen Punkt bin .versehoben denken, wodurch sieh an diesen 
S~ellen die Differenz z - -z~  verkleinern w~irde. An den andern S~ellen 
kSnn~e sie sieh zwar vergr~Bern, sie w~irde jedoeh bei hinreichend gering- 
fiigiger Verschiebung tier Ebene das Maximum ihres Betrrags, das nut 
bei x~Yl, x~y2, xay ~ angenommen wird, noch nicht erreichen. Die Ab- 
weiehung kSnn~e also noeh verkleiner~ werden. 

Betrachten wir nun das Vorzeichen yon ~ -  z~; die Projekt~ionen der- 
jenigen Punkt~ ~yz auf die xy  Ebene, bei denen z -- z~ = + L, seien mi~ 
iv, die der Punkte, bei denen z -- z~ ~ -- L, seien mi~ ~ bezeichne~. Es 
sei zuniichs~ 

z ~ a~ x + a~y + a8 

noch nieh~ die gesuch~e Ebene, vielmehr sei die Abweiehung einer andern 
Ebene, et;wa 

kleiner. Man sieh~, dab 
- ,  = + + 

an den Punkten p posifiv, an den Pun~en ~ negativist. 

+ + = o 

is~ die Gleichung einer C~eraden auf der xy  Ebene, die die Projekfionen lo 
yon den ~ so ~renn~, dat~ die/~ auf der einen~ die ~ auf der andern 
Sei~e liegen. Umgekehr~ sieh~ man auch leich~, daB, wenn eine derar~ige 
Trennungslinie exisfier~, die beh, ach~e~ Ebene nich~ die 'am bes~n an- 
n~hernde sein kann. Denn is~ et~wa z = f (x ,  y) file beh'achtm~ Ebene, 
f (x ,  y) = 0 die Trennungslinie, so hat 

f (z ,  u) - z f  
bei geniigend kleinem X eine kleinere Abweichung als f (x ,  y). 

H~r~reichende und no~wendige Beding~g dafiir, daft 

z = a~x + a~y + a~ 

die g e g ~  Punkte am be~te~ a ~ ~ ,  ist die, daft s~h d~e ~ P r d j e ~  
der 2unlge, an derma, die Ab~oei~ur~g im einen $inn ~ urird, 
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vcm den Projektionen der Punkte, an denen die Abweichung im andern 
Sinn angenommen wird, nicht dutch eine Gerade trennen lassen. 

Wird die hbweiehung an vier Punk~en angenommen, so sind fiir die 
Lage ihrer Projektionen zwei Type** mSglich. Die vier Pun~e  k(innen 
ein konvexes Viereck bilden, oder es kann einer in einem yon den iibrigen 
gebildeten Dreieck liegen. Im ershm Fall miissen 1 und 3 Punk4e p 

3 

1 

1. Typus 

3 

2 

2. Typus 

2 und 4 Punk~e ~ (oder umgekehrt), im zweiten 1, 2, 3 Punkte p ,  
4 ein Punkt ~ (oder umgekehr~) sein, wenn Untxennbarkeit dutch eine 
Gerade sta~haben soll. 

Es frag~ sich, ob wir auch auf diese beiden Typen geffihrt werden, 
wenn die Abweichung an mehr als vier PunkCen angenommen wird. Das 

ist nun in der Tat der Fall. 
Wit  denken uns alle Pu~kte 
p zu einem konvexen Poly- 
gon P so angeordnet, dab 
alle EckpunkCe yon P P u n k ~  
p sind ~ und alle Punkte p 
entweder Eckpunk~e you P 
sind, oder im Innern liegen; 
wit kiinnen uns z. B. um die 
Punkte p einen Gnmmifaden 
gelegr denken. Ebenso ver- 
einigen wir die Punkte ~ z_u 
einem konvexen Polygon P.  
l~m diirfen die Polygone 
nicht~ get~rennt u 

liegen, weil sie sons~ durch eine Gerade ~rennbar w~iren. Liegen sie abet 
night getrenni; voneinander~ so mul~ entweder eine Seite des einen eine 
Seite des andern dur~.hneiden,  und dann kSnnen wir diese beiden Seiten 
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Ms die Diagonalen des Vierecks des ersten Typus betrachten, oder es muff 
ein Eclrpunkr des einen Polygons i~nnerhalb des andern Polygons liegen; 
dann muff er auch innerhalb eines Dreiecks ]iegen, das yon den Eck- 
punkten des zweiten Polygons gebitd& wird, und dann werden wit auf 
den zweiten Typus gefiihrt. 

Dies bedeute~: Is~ eine Anzahl Punkte gegeben und die ,hnn~itmnmgs- 
ebene" dieser Punkte gesucht, so gib~ es unter ihnen vier Pnnl~t~ derart, 
dab die Ann~herungsebene dieser vier Punkte anch die h nn~herungsebene 
aller Punkte ist. 

Wir wollen nun diese Gedanken auf den allgemeinen Fall iibertragen 
und s~reng beweisen. Wir schlieflen zun~hst  an die letzten Bemerkungen an. 

H I .  E i n  Hf i l f s sa tz .  
Es seien 

x(1) x(~) . . .  x(~) 

unabhiingige reelle Variable; ein System yon speziellen Werten 

xi') xl 
hence ic-h einen Punkt. Es seien eine hn~h!  Punkte Pl ,P~ ,Pa ,""  und 
hiervon verschiedene Punbte ~ ,  p%, P-3,"" gegeben. Es handelt sieh 
darum, ob es m~iglich sei, eine lineare Fun~ion 

chx (~) + a~x (2) + . . .  + a,,x(") + a~, 

anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten 
negative Werte annimmt. Unser Satz lautet nun: 

E n ~  is~ es m~glich eine solvhe lineare tTunktion anzugeben, 
Oder man kann aus d ~  gegebenen Pun/den n + 2 Punkte yon der 

Art  ausw~ihlen, daft schan sie a,Y, ein die .Ex i s~z  einer solchen l~ez/ren 
F u ~  unmiiglich machen. 
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w  

Polyeder. 

Aus n + 1 Punkten, d. h. speziellen WerCsystemen der Variabeln 
x (t) x (~) --- x (~) kiinnen wir eine De~erminan~e der Form bflden: 

x(1) x(~) ~ a ) . . . ~ )  1 

~1) x ( ~ ) ~ a ) . . . x ( ~ )  1 

Sie sei kurz mit; dem Symbol 

�9 - - X ( ~ ' ) + t  l 

[1, 2, 3, . . .  n, n + 1 l 

bezeiclmek Ein  System yon n .Punkten 

(1, 2, 3, . . . ~) 

d. h. die Matrix yon n + 1 Spalten und n Zeilen sei eine ,,Wandung", 
ein System yon (n - -1 )  Punkten 

{ 1 , 2 , 3 , . . . n - - 1 }  

e/n ,Rand" genannt. Die Anordnung der Element~ dieser Symbole is~ 
nut insoweit besfimmt, dab ich Symbole, die dutch eine gerade Zahl yon 
Transpositionen ineinander tibergeffihr~ werden k6nnen, als identisch be- 
trachten will. 

Sind zwei Punk4e a und b gegeben, 

and 

pil)~l) 

so spreche ich yon der Linie (ab) und verstehe darunter die Gesam~heit 
der Punkte, die (n--1)  unabh~ingigen hnearen Gleichungen 

+ p(2) ~ )  + . . .  + p l . ) ~ )  + p(.+l)  = o ,  

~ )_  ~ ~ )  + i~)_ ~ ~ )  + . . .  - ~-,,- ~ ~  ~c,,) ~,,) + p!~ ,,_t+ 1) - -  0 

geniigen, wo dieso Gleiehungen nut der Bedingung unterworfen shad, dag 
sie yon a und b befriedig~ werdeu. Ma~ siehg, dst~ es suf die Wahl 
der p dabei nieht ankomm~. Dean die n -  1 Gleiehungen defmieren die 
Unbeka~mgen als lineare F.n~ionen eines Parazae~ers t 
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wo t eine der Variabeln x oder eine lineare Funl~ion derselben bedeuf~n 
kann, Nach Definition yon t bestimmen sich die Z durch 

~ 2  = Lib)t(a) + L(o ~), 
~ )  = L~l)t(b) + L(o ~) 

unabh~ngig yon den Werten der p. 
Man sieht nun sofort: Habe ich eine Wandtmg (1~ 2 ~ - - - n )  und 

einen Ptmkt p,  der der Bedingung geniigt, auf einer gegebenen Linie (ab) 
zu liegen~ so is~ die Determinante 11~ 2~. . .  n~p t eine lineare Funkt~on 
des Parameters der Linie (a b). Hiervon werden wir 5fters Gebrauch zu 
maehen haben. 

Wenn n + 1 ~unkte 1, 2, 3 , . . .  n + 1 gegeben sind , die 

l l ,  2 , 3 , . - . n +  1 1 > 0  
geniigen, so nenne ich d~s System tier Wandungen 

( 1 , 2 , . . . n - - l , n ) ,  ( - - 1 ) ( 1 , 2 , . . . n - - I ,  n + l ) ,  

( 1 , 2 , . . . n - - 2 ,  n , n +  1) . . . . . .  ( - - 1 ) " ( 2 , 3 , . . . n , n +  1) 

ein Elementarloolyeder. Das System dieser Wandungen hat die F~igenschaft, 
daft, wenn ich jede Wandu~g mit einem Punkte 1o zur lhTdu~g dner 
De~erminante zusammennehme, die Summe dieser Determinanten yon der 
Wahl des Punktes s unabhiingig ist. 

(1) lwpl + lw'pl + l~"pt + . . .  = r  
wo p einen beliebigen Punkl bedeutet. Diese Summe isi n~imlich gleich 
11, 2, 3 , - -  - n A- 1 t, sodas die Gleichung besteht: 

(2) l l ,2,3, . . .n+ll+(-1)l l ,2,- . .n,  v l+( -1 )~t l ,2 , . . .n - l ,n+ l ,v  I 
+ - - . +  (-- 1) "+~ i2 ,3 , . . .n+ 1,p I = o. 

Fiir alle klelneren Wert~ yon n sei die Gleichung bewiesen~ Ich nehme 
nun auf der linken Seite yon (2) den Koeffizienten einer Variabeln, etwa 
den yon ~-). ha 11,2,...n+tl kommt ~") nichf, vor; in (--1)la,~,.. .n,~t 
d. h. in 

~:) ~) �9 - �9 ~) 1 

~ ~,~ .. �9 ~> I 

~t)  x(~)-.-x(~") 1 
x(1) x(~). .  �9 x (") 1 
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ist der Koeffizient gleich: 

1 

1 

1 

welche Determinante wir mit 11, 2,-..  g[ bezeichnen wollen~ nm anzudeuten, 
dab der Punkt 1 elne Koordinate, n~nlich x(") weniger enthiilt als 1, also 
in einem niedriger dimensionalen Ranme liegt. Auf diese Weise bestimmt 
sich der Koeffizient yon x(~): 

n+1t+...+(-1)',-,12,3,...n+11; 
dies ist die linke Seite der Gleichung (2) fiir den niMriger dimensionalen 
Raum; p hat bier den Weft n + 1. Der Koefilzient yon x (~) in (9) ver- 
schwindet, und dasselbe kiinnen wit yon den andern Variabeln nachweisen. 
Zur Betrachttmg des absoluten Gliedes setzen wir alle Variabeln in (2) 
gleich Null. Der zweite Term yon (2) (-- 1) l l ,  2 , . . . n ,  P t hat dann 
den Wert 

~ (-1) 

1 

1 

0 0 0 1 

= ( - - 1 )  

<1) x(2-.-<') 

Das erste Glied yon (9) lautet: 

~21) ~'(2 2) " ' ' X ~  ~) 1 

~)+~ x~)+,---x(2)+~ 1 

E-twicke!n wit nach den Elementen der le~zten Spalt% so liefert das 
letzte Element eine Determinant% die sich gegen die vorige gerade weg- 
hebt~ und ebenso heben sich die iibrigen Determinanten der Entwicklung 
yon ] 1~ 2~-.- n -{- 11 gegen die folgenden Terme cler linken Seite yon (2). 
Da (,2) flit n = 1 gilt, ist sie hierdurch al!gemein bewiese~ 

Die Bildung der Elementarpolyeder aus n-{- 1 Pnn!rten k~nnen wit 
folgendermaBen vornehmen: Wit woUen die n Pu~l~e 1, 2 , - - - n  ~!s 
Wandung auffassen und mit w bezeictmen, n -  1 Punkte in sole.her An- 
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ordnung~ daft der n ~ launkt, hinter sie gesetzt, w ergibt, wollen wi t  ein~a 
nennen, tier in w enthatten ist, ~. B. 

{1, 2 , - -  . n - - l }  ~-r'. 
Dagegen n -  1 Punkte, die, wenn wit  den n TM Pun~  hinter sie setzen, 

- - w  ergeben, wollen wir mit (--1) mu~ti21izieren um~ alsdann eine*a l~am~ 
nennen, der in w enthalten ist, a. B. 

- - { 1 , 2 , . . . ~ - - 2 ,  n } -~r ' :  

Wit kiinnen jegzt, wenn wit p start ( n + l )  einse~zen, sagen: E/n ~/e- 
mentarpolyeder wird gebildet yon den Wandungen 

wo r alle Riinder yon w durchlaufen muff, oder yon 

- w und (rp) 
je nachdem 

[up[ > o ode,. --I 'Pl > O. 

Nehmen wir den ersten Fall an; es set femer q ein Punkt, der 
--lwqt > 0 gentigt. Ich bilde das Elementarpolyeder - - w ,  (r~), nehme 
das System dieser Wandungen mit dem friiheren zusammen und lasse w 
gegen --w weg. Man sieht, da~ dabei die Gleichung (1) erhal~en bleibt. 
Das neue System yon Wandungen nennen wir ein PolyMer. A//geme/n 
verstehen wSr unter einem Polyeder ein System yon Wandungen, das gebih~et 
wixd aus den Wandungen ether endlichen Anzahl yon ~ l ~ e n ~ e d ~ , ~ ' n  
unter Weglassung gleicher und en~egengesetzter Wandungen. Ein in den 
Wandungen vorkommender Pnnlr~ 1, 2, 3 , - - -  heiBe ein Eekpunlr~. 

Fiir die Po~yed~r gilt demnach G~chung (1) 

t,otl + tw'tl + lw"tl + - - - =  
wo t irgend einen Punkt beek~tet. Die linke Seite heit~e der !nhal~ des 
Polyeders; man sieht, dab sieh bet dem Aufbau der Polyeder aus Ele- 
mentarpolyedern der lnhalt addi~iv zusammensetzt i danach haben alle 
Polyeder posifiven Inhalt. 

In jed~m Polyeder kommt jeder Rand, d~r vorkommt, eine gerade 
Anzahl Male vor, und zwar gleieh oft in dem eine~ und dem entgegen- 
gesetzten Sinne. Man sieht ztm~chs~ dal~ dieser Satz f'tir Elemen~r- 
polymer gilt; gilt er nun ftir irgend ein Polyeder~ so gilt er auch ~ r  jeAes 
Polyeder, das aus dem ers4en durch Zuffigung eines Elementarpo!yeders 
entsleht, sowie ftir jedes, das du~reh Weglassung zweiex gIeichen und ent- 
gegengesetzten Wandungen ents~ehf, Somit gilt er alIgemein. 
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w  

Konvexe Polyeder. 

Unter konvexen Polyedern verstehen wir Polyeder, die der folgenden 
Bedingung gentigen: 

Irgend eine Wandung w des t)olyeders muff, mit jedem in ihr nicht 
enthaltenen Eckpunkt p zusammengesetzt, eine nicht negative 1)eterminante 
ergeben 

lwpl o. 
Unsere Elementarpolyeder mit den Wandungen w und --(rp) geniigen 
der Bedingung, da l w p t ~  O. Denn sei etwa a der nicht in r vorkom- 
mende Punkt yon w, so kann die Wandung - - ( rp)  nut noch m i t a  zu- 
sammengesetzt werden, und es ist 

-t p L > o, t apt = Iwpi > o. 
Wir ftihren einen neuen Begriff ein: Wit  wollen yon einem Punkte i 

! P t  * sagen, er liege ,,innerhaTb" des yon den Wandungen w, w,  w , .. gebildeten 
konvexen _Po~eders, wenn 

twill_O, lu,'iI>=O, tw"it>=O,.... 
Wenn nicht immer das Ungleichheitszeichen, sondern ein oder mehrere Male 
das GleieM~tszeichen gilt~ so wollen wit  sagen, der t)~nkt liege auf der 
l~zjrenzung des konvexen t)olyeders. Ebenso wollen wit sagen, er liege 
innerhalb der Wandung w, wenn l wil = 0 und f w'i] ~_~ 0 . . .  und auf der 
Begrenzung der Wandung w, wenn auch aufler lwil-----0 noch G~ichheits- 
zeiehen gelten. 

Wi$. woUen zeigen~ daft ein Punkt, der innerhalb der Wandung w 
liege, dies unabhi~ngig davon rut, zu welchem Elementarpolyeder w gehSrt. 
Es sei wp ein Elementarpolyeder, [wp[ ~ 0 und p" irgend ein Punkr 
der [wp ' [~  0 geniigen soll. Der Punk~ i liege in Bezug auf wp inner- 
halb w~ sodal~ l wil ~ o, die tibrigen Determinanten positiv sin& Wit  
woUen zeigen~ dab er auch in Bezug auf das Element~rpolyeder wp' 
innerbalb w liege. Sei - - r  ein in w enthalt~ner Rand, a der nicht zu r 
gehSrende Eckpunkt yon w, w = -  (ra), so ist (rp) eine yon den andern 
Wandungen des Polyeders wp; es sei also t rl)i I ~ 0 undes  geniigt nach- 
zuweisen, dat~ lrp'il ~ O. 

Wit  veffolgen lratt,  w~hrend der P u o ~  t auf der Linie (ppO l~uft. 
Den Grenzfall~ wo diese lineare Funktion sich auf eine Konst~nte reduzier~, 
behande-ln wir sp~iter, und wir bestimmen p" durch t rap"I-~ o, wo p" 
auf der geraden Linie (pp'). Da trapl < 0 und Irap'l < O, so ist die 
Reihenfolge der p 

# J  

p/ ) 'p"  oder p 'p p , 



i3ber Tehebyehefsch~ A~h~ethode~. 5~1 

if '  kann nieh~ zwisehen/9 und ff liegen; denn eine lineare Fxmk~on kann 
nich~ zwisehen zwei negativen Wer~en verschwinden. 

Wir wollen nun nachweisen: 

Wir haben: 
lraff ' l  = 0 ,  }rait = 0 .  

Ieh behanpte, die beiden linearen ~leiehungen 

fratl-= o ~md 1"~1 = O, 
WO 

t = t (~  1) .~).-..~,o) 

irgend einen Pnnkt bedeutet, sind identisch. Sie mSgen aufgelSst &wa 
lanten 

L(~)x(~) + L(~)x(~) + . . .  + L(~)x(~) + L~ ~ -----0 
und 

Zo)#, + Z(~)# ~) + . . .  + Z(,,)~ ~) + Z(o = O. 

In keiner dieser Gleichmagen sind aUe Koeffizien~n Null. Dean dins wtirde 
bMeu~n, dab ~lle n-reihigen D&erminanten der Makrix ra bezw. ri ver- 
schw'~den, was abet nieht dor Fan isL weil Irapl < 0 uad Iripl < 0. 
D~ ~lei~hung~n ~b~n (n + I) W~el~ g~me~n, ~ml~h ~ (,,--I) Po~o 
von r sowie a und i; 

(LO)-/~(1))~1) + (L(~)_ ~(~))~) + . . .  + (/~o)_ Z(o)) 

verschwindet also an n + 1 Stellen. Die Determinante dieses Systems 
yon n + 1 homogenen linearen Gleichungen mit ( n + l )  Unbekan.nten 
lrai} verschwinde~ zwar, es kSnnen aber nich~ aUe Un~erdeterminan~n 
n ~ Grades verschwinden, weft sons~ nicht 

I,'avl < o ~ d ~ r n  l,'~vl = o 
sein mfiBte. 

Hieraus folg~, dab der Quotient zweier der Unbekannten nichf un- 
endlich sein kann, und setze ich, was erlaub~ ist, eine der Differelmen 
gleich 0, so verschwinden auch alle andena. Damit ist die Identi~t tier 
Gleichungen 

Iraqi = o ~m,l trait-= o 
mmhgewiesen, and da trap"l = 0 ,  so folgt 

l~p"~} = o .  
Wit  werden yon dem Sddu]$, da~6 aus 

ena~eaer t r # ' i l  = 0 oae~ das r e ~ s ~ ' , n a ~  der n-rdT~e~ Z ~ n ~ i n a ~ e ~  
yon r a fo!gt, noch 5fters G-ebra~h mad'ten. 

Da nun/9" nieht zwisehen p und/9' liegen kann mad 

1~'~o~1 > o, 
~ m a t i s c h e  A~nalen. LVIL 



522 P ~  l ~ c ~ r a .  

so folg~ 

Ist, was wit eben susschlossen, t ratl kons~nt, we nn sivh t auf (pp') 
bewegt, so behaupte ich, auch lrit l ist auf dieser Linie l~ons~ant. Ist 
dies niimlieh nicht tier Fall, so gibt es auf (pp') einen Pun]~ ~'~ ffir 
den l ip"l---0, und ich be eis   nalog wie obe., nun such t ap"l=O, 
was der Annahme, dab ]rat t auf (pp') konstan~ sei, widersprich~. 

Ist 
I wp'! < o, l > o, 

sodag sieh p . - - p " - - ,  p' folgen, so ist zun~chst l rp'il < O. Wir kehren 
abet ffrr das Polyeder up" das Zeichen yon w u n d  demnach such yon r 
"urn, sodas der Satz bestehen bleibt. 

Ein .Punkt i, der innerhalb tier Wandung w liegt, gut dies unabhiingig 
davon, in welchem Elementar~olyeder w vorkommt. 

Es s~elle (ab) eine gerade Linie dar, und b liege im Innern eines 
konvexen Polyeders. Ich behaupte: Wenn ich mit einem variabeln Punkte t 
auf tier geraden Linie (ab) yon a kommend tiber b hinaus fortschreite, 
so komme ich an einen Punkr c, der der Begrenzung des konvexen 
Polyeders angehiirt. Bilde ich n's die Dete~inanten lwtl, lw'tl, [w"tl,... 
und lasse t l~ings (ab) laufen~ so kbnnen diese Determinanten, da ihre 
Summe konstant bleiben muS, nicht alle wachsen; falls sie nicht alle 
konstant b l e i b e n -  und daS dieses nich~ der Fall sein kann, werden wit 
gleich nachweisen ~ mug mindesCens eine yon ihnen abnehmen. Da 
diese I)eterminanf~ eine lineare Funktion yon t ist, so runs sie, wiitrrend 
ich mit t auf (ab) fortschreite, einmal 0 und sodann negativ werden; sie 
bleibt dann negativ, sowei~ ich such fiber c hinaus fortschreif~. Da 
dasselbe auch grit, wenn ich yon bnach  a zu gehe, so erhalten wir 
sofor~ die S~ze: 

1) F~ine gerade Linie kann ~ur innerhalb eines e~ichen Stiickes inner- 
halb eines konvexen t)olyeders verlaufen. 

2) Enthiilt eine gerade Linie einen t)unkt, der dem Innern, abet nicht 
der Begrenzung eines konvexen Pohyeders angeh6rt, so hat sie mit der Be- 
grenzung dieses ]Polyeders zwei and nut ~wei Punkte gemein. 

3) .E/he Gerade, die mit dem Innern eines konvexen Polye~s zwei 
t)unkte gemein hat, hat mit ibm alle _Pu/akte gemein, die auf ihr zwischen 
diesen beiden liegen. 

Wir haben nun nachzuweisen~ da~ die De~erminan~en 

twtt, tw'tl, lw"tt,... 
nicht sUe konstan~ bleiben k~)nnen, wenn sieh t auf einer geraden Linie 
bewegk Wit  weisen dies zuni4c.~st fin" ein Elementarpolyeder mi~ den 
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Eekpunk~n 1, 2,  3, . . . n ,  n q -  1 nach. Was bedeut~f es, wenn I 1 , 2 , . . . n t  1 
yon t unabhFmgig ist, wenn t sich auf einer geraden Linie bewegt? Die 
Gerade sei gegeben dutch: 

Es mu~ dsnn 

d 
d t  

4~) 43) . . .  4-) 

Li')t + L(o') 

~2 ~2 ..- ~2 

1 

1 

~--0. 

1 

0 

1 

1 

0~ 
1 

1 

Dies ist eine homogene lineare Glelchung der /,1, und wir haben gemiil~ 
den n q- 1 Wandungen n q- 1 solcher Gleichungen Fdr die n GrSt~en L 1. 
Nun ist in der hingeschriebenen Gleichung der Koeffizient yon L, (~) gleich 
der dem Element x(•)+, zugeordneten Unterdeterminan~e in t 1, 2 , - . -n  Jr 1 t, 

die wit mit X~(1)+I bezeichnen wolten. Die Matrix der Gleichungen f'tir 

x1~) x~) . . .  x G  
x4 I~ x4 ~ - - - x G  

die L 1 ist demnach 

Nun miissen entweder die L 1 oder alle n-reihigen Determi~mten dieser 
Matrix verschwinden. W ~ e  letzteres der Fall, so mtiflte auch die aus den 
Unterdeterminan~en yon ]1, 2~ 3~... n~ n + t~ gebildete D e t e ~  

x~,) x?) . . - x ~ )  x4"+') 

t 

X(!) 
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verschwinden; diese is~ aber nach einem bekannten Determinantensatz 
gleich (1, 2, 3 , . . . %  n +  1) ~, also sicher yon 0 versehieden. 

Es k~nen also nicht alle Determinanten l wtl ,  t w't  l ,""  auf der gerade~ 
Linie konstant bleCt~n; wegen der Bedingung (1) k~n~ nicht eine allein 
variabel sein, es sind also mindestens zwei Determinanten variabel. 

Wir wollen diesen ffir Elementarpolyeder geffihr~en Beweis auf all- 
gemeine Polyeder ausdehnen. Wit  haben dabei nut nachzuweisen, dal~ 
nicht atle Wandungen der Elementarpolyeder, die variable Determinanten 
liefern~ bei der Zusammensetzung weggefaUen sein kSnnen. Es sei eine 
L~nie gegeben, und wit nehmen eine Wandung, die ejne auf ihr nicht 
konstante Determinante liefert. Da es, wie wit sahen, auf die Konstanten 
Z o der L ~ e  nicht ankommt, sondern nur auf die L1, so k~nnen wir uns 
die .L o so bestimmt denken, dag die Linie die Wandung in ihrem Innern 
schneider und demnach an der Schnittstelle' in das Inhere eines Elementar- 
polyeders tritt; wit gehen nun auf ihr stets in derselben Richtung weiter, 
sie mug an irgend einer Stelle aus dem Elementarpolyeder wieder aus- 
treten, sagen wit bei eq dutch die Wandung wl; wenn die Wandung w 1 
wegfallen soll, so mug ein Elemen~rpolyeder mit der Wandung - -w  1 
exis~ieren~ und in dieses tritt~ da a 1 auch im Innr yon --w~ liegt, die 
Linie nun ein; sie mug auch aus diesem wieder austreten, etwa bei % 
dutch w2; dann mug auch wieder- -w~ existieren, u. s.w. Da wir auf 
der Linie s~ts in demselben Sinn for~schrei~en~ so kommen wit stets zu 
wirklich voneinander verschiedenen Elementarpolyedern, und wir sehen~ 
da~ es bei einer endlichen Anzahl yon Elementarpolyedern keine gerade 
Linie geben kann, auf der die De~erminan~en aUer Wandungen konstant sin& 

w  

Anordnung zu konvexen Potyedern. 

Wit  wollen zeige~, daft, wean eine Anzahl Punkte gegeben ist, die 
mindes~s eine nichtverschwinderMe (n+ 1)rvihige Determi~ante liefern, man 
stets ein konvexes _Polyeder konstruieren kann, dessert Eckpunk~ siimtlich zu 
diesen gegebenen PunM~n geh~ren, und in dessert Innern alle gegebenen 
P kte liegen. 

Wit  nehmen an, wir h~ffGen ein konvexes Polyeder konstraiert~ dessen 
E c k p u ~ ,  s~mffich zu den geggbenen Punlrten gehSrea~ und in dessen 
Innern sich mSglicherweise noch gegebene Punkte befinden. Wir  wollen 
zeigen~ wie dies Polyeder zu erwei~ern ist, falls noch Punkte sich auBer- 
halb befinden. Das Polyeder babe die Wandungen w, wl~ w~,...~ und p 
sei ein auBerhalb befindlicher Punk~. Es kSnnen dann die De~ermln_an~en 
] wp I~ I wlP I~ ] w ~  t~ " " " weder alte positiv (einschllel~]ich tier l~ult), noeh 
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alle negativ sein. Denn im ersten Fall 1;4ge (let Pun~ p innerhalb, im 
zweiten h~tt~ das Polyeder einen nega/tiven Inhal~ (S. 519). Ieh teite die 
Wandungen des Polyeders ein in 

f �9 �9 I t  J t  � 9 1 4 9  
w l  , w~  , w ~  , " " u n d  w~ , w~  , w 3  , . . . 

sodalt 
t  'pJ => o, lw 'pf_  o, o , . . .  
i  "pt < o, Iw,"p[ < o, tw "pl < o. 

Die Wandungen w" k~innen in das neu zu bildende konvexe Polyeder mi~ 
heriibergenommen werden, die Wandungen w" nicht. Wir bilden dem- 
gem~t~ die Elementarpolyeder - - w ' p ,  u n e l  ich behaupte, da6 das neue 
Polyeder allen Bedingungen genfig~. 

Wir ~ilen zum Beweise die in dem ursprfinglichen Polyeder vor- 
kommenden R~inder in drei Arten. 

Die R~inder 
t I �9 

r l  , r2 , r~ , . . . 

sollen nut in den Wandungen 

II~W2~W3~''" 
Die l~nder 

pP 11 I f  
r l  , r ,  , r ~  , . . .  

soUen nut in den Wandungen 
I I  I I I g  

w l  , w~ , w ~  , " " .  

Die R~inder 
r l ,  r~ ,  r s , .  �9 �9 

soften sowohl in den Wandungen w' als auch in w "  ent~halhm sein. 
Hierbei haben wir der Kfirze halber , , R a n d "  im absolu~en Sinn, ohne 

Rficksicht auf das Vorzeichen gebrauchl. Wir denken uns nun alle 
R~inder, die im Polyeder vorkommen, hingeschrieben, und zwar jeden so 
of~ als er vorkomm~, unter Beachttmg des ibm vorkommenden Zeichens. 
Teflen wir die R~inder in die drei A_rten ein, so ist klar, daft auch inner- 
halb jeder dioser Arten jeder Rand gleich oft mit dem einen und dem 
entgegengesetz~en Zeichen vorkommen muB (S. 519). Ffi_r die Richtigkei~ 
unserer Schlu~folgerungen is~ es dabei belanglos, ob yon jeder Art ~ e r  
existieren oder nicht. 

Bilden wit nun ~mttiche Elemen~Tolyeder 

- - w p ,  
wobei ja - - l w " ~ t >  O ,  so haben diese die Wandungen 

wenn O irgend ein Rand yon w" isr Die 0 zea'falle, n in r u n d  #', und 
z w a r  sind iu den~ s~mfliche r ' ,  rdcht abet simt~che r en*~alten]~ denn 
die r kommen~ sofern sie Ri4nder der w" sind~ in den q m ~  vor. I)anae~ 
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heben sich wohl die Wandungen (r"p), nich~ aber slle Wandungen (rp) 
gegeneinander auf. w" hebt~ sich gegen --w" nnd unser neues Polyeder 
ha~ nur Wandungen 

w' (rp). 
Es isg nun nur noch zu zeigen, dab die Wandungen (r2) , mi~ jedem der 
Eckpnnk~e des alten Polyeders zusammengesetzt beine positive Det~rminante 
ergeben. Zu diesem Zweck verbiade ich p mi~ irgend einem Punk~e a, 
tier auf dem Rande r liege, d. h. ]w'a] = 0 und ]w"a] = 0  genfigg und 
zu der Begrenzung des ursprfinglichen Polyeders geh6rt, dutch eine 
Gerade (pa). SchlieSen wit aabei den Grenzrall, dab in l w~t ~ 0 das 
Gleichhei~szeichen gel~en soU, zun~chs~ aus. 

Es is~ nun die Determinan~e l w"tt, we t einen Punkt der Geraden 
(2a) bedeutet, fiir t =  a gleich l~u|], und for t =  p nega~iv; sie bleib~ 
also negativ, soweit ich reich auch yon a in der Richtung nach p oder 
fiber p hinaus enfferne. Dagegen ist !w't I ffir t = p  posi~i% f/Jr t = a  
Null, und demnach nega~iv ffir alle Punkte yon (pa)~ die yon i~ aus 
gesehen, jensei~s a liegen. Demnach is~ fiir alle Punk~e der Oeraden 
aul~er a eine der Detmrminanten des ursprfingtichen Polyeders negativ; 
wit kSnnen also sagen, die Oerade (pa) ha~ mi~ dem ursprfinglichen 
Polyeder keinen Punl~ auSer a gemeinsam. Is~ a irgend eine gemeinsame 
LGsung yon l w'tl = 0 und ]w"t I = O, ohne zu dot Begrenzung des ur- 
spVfinglichen Polyeders zu geh6ren, so hat die Gerade (pa) nfii dem 
Jnnern des Polyeders fiberhanpt keinen Punk~ gemeinsam. 

Ich behaupf~ nun, [rpt I verschwindet flit keinen Innenpunk~ des 
Polyeders, abgesehen yon den auf dem Rand r liegenden Punkten. Nehmen 
wit also an, es bestgnde die Gleichung trpi l~-O, we i einen Innenpunkl 
bedeutek Wit legen eine Gerade dutch die Punl4e p und i durch (n--1) 
lineare Gleiehungen. Als eine dieser Gleiehungen kGnnen wit ]r~tJ = 0 
w~hlen, die iibrigen Gleichungen seien 

fi(O = O, fdO = 0,-  - - s  = O. 
Wit sehreiben diese Gleichungen zusammen mit t w'tl =-0. Ea sei 
w '~ - ( r  t) ,  ~ haben wit das System: 

t r l t l  = o ,  

fi(O=o, 
4 

Die LGsung dieses SyStems yon n Gleichungenmi~ ~ Unbekannten stellt 
d ~  S c h n i ~ t m ~  dcr Geradea,(p~3 mit lw ' t l= O dar, Es sei~ arm 22 
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die Determinante dieser Gleichungen; is4 D ~ O, so haben die Gleichuagen 
eine LSsung, e~wa a~ nnd es ist~ 

= o  und = o .  
Nun folg~ nach unserm Beweis S. 521 aus diesen Gleichufigen, dab enti- 
weder [ rp l  I -~ 0 oder alle n-reihigen De~erminan~en yon ra versehwinden. 
Da wir die ers~e Evenhla l i~  l r p l  t = [w'tu[ = 0 ausgeschIossen haben, 
so folg~, das Verschwinden der n-reih~gen De~erminan~Cn yon ra,  und 
hieraus folg~ I w"a l -~O.  D . h .  der Punkt a genfigr l w ' a l - - o  und 
]w"a I -~ o, er lieg~ auf dem Rande r. 

(pi)  ist da.nn eine gerade Linie, die yon p zu einem Randpunk~ a 
geh~ und einen Punlc~ i des Innern enthgl~ was wir aber als unmSglich 
nachgewiesen haben. 

Wit  haben D =~ 0 angenommem Es sei j e t z t / )  ~-0.  Wit  beachtmn 
nun: Vom Punkt i war nut Irpil ~ -0  vorausgese~z~. Wir ziehen nun 
yon i eine Gerade zu einem beliebigen Punk~e yon r~ e~;wa b, und es sei i" 
ein beliebiger Punk~ der Geraden (ib) zwischen i u n d  b; i" liege dann im 
Intern des Polyeders, und es is~ auch l rpi ' t  = O, weil beide Eigenschai~en 
yon den beiden Punkten i und b gel~en. Wir kSnne'n also in unserer 
Betrachtung i' stat~ i benutzen. Wir lassen jetzt i" auf der Geraden (ib) 
wandern, dadurch werden a l t e n  Koordinaten yon i" lineare Funk~ionen 
eines Parameters t. Es ka~n abet D nich~ ident~isch in t verschwinde~ 
weft D fiir i ' =  b nich~ verschwindet; denn die Gerade (pb) hat mit 
lw'tt = 0  sioher einen und nut einen P,m~14 nlimlich b gemeinsam; d. tL 
die Oleiohungen (3) haben eine und nur eine LSsung, und dann kann 
ihre Determinante nich~ verschwinden. Verschwinde~ aber / )  nich~ 
iden~isch in t, so muB es auch auBer i '~ -b  noch Punkte i' geben, Ftir 
die D=~0 .  

Die A,nahme l r p i i - ~ 0  is~ also unzul~ssig: lrptl  kann ffir keinen 
Punkt, der im Innern des urspriinglichen Polyeders liege, verschwinden. 
Wir haben aber aoch die einschr~nl~ende Voraussetzung~ dab in ~w 21 > 0 
nicht das Gleichbeitszeichen gelte; nehmen wit also jetzt~ ]w'p] = 0  an. 
1,1 1 = 0 .  D nn dio e ben die 
verschwindet, und umgekehr~. Denn nach S. 521 bedingt yon den beiden 

Gleichungen t r l t I = O  und l r~ t t~ -O  

wegen t r l p t  = 0 die eine die andere. Die n-reihigen Determinanten yon 
r~ kiinnen nich~ alle verschwinden~ denn r komm~ noch in einer Wandung 
w" vorund  es miiflte tw'~] = 0, w~hrend ]w"~l < 0; auch die Determi- 
nanten yon r l  & h. yon w' kSnnen nich~ verschwinden~ wie sieh aus tier 
Betrachtung des Elementarpolyeders, in dem w" vorkommt---  nnd in 
mindestens einem toni} es vorkammen - - ,  ergibt~ 
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[rpt I versehwindet also fttr keinen. Punkt des I~nern, wo die zur 
Begrenzung gehSrenden Pun~e, die ]w't I = 0 gentigen, eventuell aus- 
zuschlieBen sind. Hieraus folgt abet sofort, daft I rpt] flit alle Punk~ im 
Innern dasselbe Vorzeichen lmben muff. Wit wissen nun, da~ d~  Vor- 
zeichen flit einen Punkt positivist, n~imlich fiir den letzten Eckpunk~ des 
Element~rpolyeders, dem die Wandung (rp)angehSrt. 

Hiermit ist alles, was zu beweisen war, bewiesen; wir haben aus 
einem gegebenen konvexen Polyeder ein neues konstruiert, das einen 
Punkt p, der aufierhalb des ursprtinglichen lag, als Eckpunkt enth~ilt und 
die Eckpunl~ des friiheren entweder auch als Eckpnnkt% oder im ]_nnern. 
Damit ist der Eingangs dieses ~aragra~hen angekiindiyte Satz bewiesen. 

w 

Trennung zweier konvexen Polyeder. 

Es seien t ) und t ) zwei konvexe t)olyeder, die der Bedingung geniigen, 
daft kein Tunkt ~ugleich ira Innern vo~ t ) und im Innern, yon ~ l~gt. 
Ich behaupte dann: 

Es #ibt eine lirware Funktion 

f)x(~) + f)x(~) + . . .  + fox(,) + Ir ~), 
die an allen im I~nern yon P liegenden t)unkten ~ositive, und an allen 
im Innern yon P liegenden Punkten negative Werte annimmt. 

Es sei eino Funktioa zweier PunIcte 

und 

definier~ dutch 

f -  + V(~ ' ) -  ~))~ + (~*)- ~(~))~+ ._. + ( ~ ) -  ~(~)~. 
Wit suchen das Minirn_nm yon f mater der Bedingung, daft p im 

Polyeder P and ~ im Polyeder ~ liege. Dieses Minimum muB exis~ieren 
und yon 0 verschieden sein, weft nich~ alle QuaArate verschwinden kSn-en. 
Es werde etwa an den Punkten p* und ~-* a~genommen. Wit legen 
dutch diese beiden Pnnkte eine ger~e Linie, d. h. wit stellen (~--1) 
Gleichungen auf, denen die Koordirm~en yon p* und ~ '  geniigen. Diese 
Gleiehungen seien die folgenden: 

a(,*) ~*) + a(,') x(~ + . . .  + a~) ~") + a~*+*) = O, 
e 

a(,,+l) O, -~,~(~)_ ~-~) + a~) ~x(2) + - - .  + a(:)_ ~x(*) + ~._~ = 
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Zu diesen Gleiehungen nebmen wit noch eine, die far _iv* und ~* nie~ 
erffillt ist: 

a~) ~ )  + a~) ~) + . . .  + d:) x(') + a(: +,) = o,  

und unt~rwerfen die Koefllzienten a den Becling-angen: 

fiir alle ~t und 

= ,  

.d~ , ~ tat') 27,, ,~ = o 

fiir g + g ' .  
Man fiberzeugt sieh leieht, dab dies stets auf unendlich 

Weise mSglieh ist, und es ist bekannt, dab alsdann aueh 
vielfache 

ffir alle v und 

 (o;y = i 

(% %1 =o 
Z _(,) _(,,')~ 
~t=l 

far v+v'. 
Wir gehen jetzt zu folgendem Koordinatensystem fiber: 

ai~) ~') + ai~)~ ~) + . . .  + ai~)~ ") + ai~+~) - ~, 
ai~) x(~) + ai~) ~ )  + . - -  + ai~) ~')  + a(," + 1) = ~,, 

a~)~  ~) + a~) ~ )  + - . -  + a(:)~ ~) + a(:+~ = ~. 

Man sieht sofor6, dab bei dieser Transformation die Form der Funlddon f 
erhalten bleib b sodas 

Es ha~ also aueh 

+ + - 

wean p in P und ~ in P Hegen soll, bei p=p* und _~ -~ ~* ein Minimum. 
Die neuen Koordinaten yon p* und ~-* sind alle gleieh Null mi~ Ausnaltme 

yon ~4~)* und ~(')*. Es sei et~wa ~(~)*> ~)*. Ieh behaap~: Kein Puakt 
im Innern yon /> kann ein ~) haben, das kleSlaer is~ als ~(~)*. Nehmen 
wit an, dies sei bei einem Punld_.e f* tier Fal~ Wit zi~en eir~ gem& 
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Linie von~ p* nach p**, und zwar denken ~ wit nns die Koordinaten der 
Punk~ dieser Linie dargestell~ dutch einen Parameber t, der zunimmt, 

wenn ich yon iv* nach p** gehe. Dann ist ~ fiir ~(~)~-~(')* negativ. 
df Ieh bilde ~ bet festgehal~enem ~ ~= ~* ffir p = p* 

Diese GrSge ist negaiiv, wenn ~-~ < 0. Da nun jeder Punkt der Geraden 

yon p* nach p*~r im Innern yon P liege, so widerspricht dies der Minimal- 
bedingung der Punkte p* und ~*. Ebenso weisen wit nach, da$ kein 

P u n ~  yon P ein grS$eres ~(') haben kann als ~(~)*. ~ehmen wi t  daher 
eine Konstante c an, sodafl 

so haben wit  die verlangte lineare Funktion, die fiir alle Punkte yon P 
positive und fiir alle Punkte yon P negative Werte annimmt, dargestdlt in- 

~(~')- c = a~  1) x (1) + a ~ ) x  (~) + - - .  + a ( - )x ( ' )  -t- a(. ~ + 1) _ c.  

w  

Zerlegung in Elementarpolyeder.  

Wit  wollen den Satz beweisen: Wenn ein t)unkt i in einem konvex~ 
Polgeder ~ liegt, so "kann man stets ein Elementarpolyeder P, dessen Eck- 
lrankte zu den Eck~unkten vo~ ~ gehi~ren, angeben, in dem i liegt. 

Der Satz gel~e bet niedrigex 4imensionalen R~umen ftir bewiesen. 
Ftir n = 1 ist er trivial, da in diesem Fall jedes konvexe Polyeder ein 
Element~rpolyeder ist. 

Von einem Eckpunkt a yon ~ ziehe ich eine gerade Linie naeh 
die bet a aus dem Innern yon ~ austreten mSge. Wetm ich ein Elemenfar- 
polyeder angeben kann , ~ a und a als Innenpunl~e (wobei a speziell 
Eekpunkg sein miige) and nut Eekpunkle yon ~ als Eekpunkte enthi~l~, so 
ist der Salz bewiesen. 

Der l%nl~t a mug mindestens ether De~erminantengleiehung l w'tl  -=- 0 
geniigen~ Wit  nehmen eine lineare Transformation vor, die die Koordi- 
aa~en x(1), ~ ) ,  ~s ) , . . .  x(~) in ~(1), ~o),.. .  ~(~) tiberf~hrr mad zwar sai 

l u , ' t i  = 
I)ie'Subs~ih~fionsde~erminante set positiv; es bleiben dann alle Eigen- 
schaf~en der Polyeder, da sigh alte Degermi_nangen nut mi~ der Subsfitufions- 
de~inJnan~:mulfip]jzieren r in dem neuen Rartm erhat~en: 
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Es kSnnen aul~er w" noch andere Wandungen yon $ De~rminanten- 
gleichungen liefern, die mit ~(~)~-0 iden~isch sin& Es seien dies 

W~ Wl~ WS~,'', 

sodab in allen Eckpunkten dieser Wandungen die ~(~LKoordinate ver- 
schwindet;. 

Dagegen sollen 
W ) W 1 ~ W 2  ~ �9 - "~ 

hiervon verschiedene Determinantengleichungen liefern, sodaB keine dieser 
Wandungen nur Eckpunkte mit verschwindender ~(')-Koordina~e enthiilt. 

Es sei das Vorzeichen yon [w't[-~ ___ ~(~) so bestimmt, daft ein Eck- 
punk~ yon ~ etwa b ein negatives ~(') habe. Da ~ konvex~ muB 
t ~ ' ~ l ~ o  a. h. wen.  ~tw~ w ' =  0 , ~ , - - - ~ )  

~i ~) ~i~) �9 ~? -~) 0 
~i ~) ~;~)... ~-~)  0 

~ o .  
~ )  ~ ) . . . ~ - , )  o 1 
a~) ~ ) . . .  ~-, ~?~ 1 

Vertauschen wit die letzten Spalten und beriicksiehtigen, dab ~(b ~) < 0, 
so folg~ 

~?) ~ ) . . .  ~=-I) 1 
~) ~i ~) . . .  ~i~-~) 

~ o .  

Das Gleichhei~szeichen kann niche; gelt, en, weft sonsf w' mif jedem Punl~ 
eine verschwindende Determlnaute liefern miiBte. Lassen wit die ~(~)- 
Koordinate weg, was wit dutch 0, ~ , . . .  s~at~ w, r , . . .  ausdrficken wollen, 
so kann in dem (n--1)-dimensionalen Raum @" als Elementarpolyeder 
bebrachtef werden. Dasselbe gil~ yon wl' w~"" ", da ja aUe mit b positive 
Determinanten liefern miissen. Ebenso sehen wir, dab jeder Punl~ yon 
ein negatives oder verschwindeneles ~(') haben muB; denn ein Punkt mi~ 
positivem ~(~) wiirde mit w' eine negative De~erminant~ lieferm 

�9 # �9 �9 * Wir teilen die REnder der Wandungen w, wl, w~, - in zwei Tefle: 

r, rl, r~,--- mSgen auBer in w , w  1 ,w~, - - .  

noch in Wandungen w" vorkommen, 
�9 �9 �9 J �9 �9 r , r  1 , r ~ - - -  mSgen nut in w , w  l~w~, - . -  

vorkommen. (VergL S. 525.) 
Die R~der  

r, r~, r ~ , , . ,  kSnneu in den Wandungen ~ ,  W~, w~;- -- 
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nicht mit demselben Vorzeichen vorkommen, ~wie in w", wl", - - . .  
w'~re et;wa 

so mfi$~e 

Denn 

(~)  ,, (~) , - ~ - W  ~ ~ - ~ - W ~  

{w'~l ~ o, {w"~l ~ o, 
} ~ 1 ~ o ,  {~ob{~o, 

woraus {rcbl  = 0 fdlgen wtirde, was aber nieh~ mSglieh ist, weft sons~ 
die Gleiohungen 

{,.bt{ = o ~d {,.ct{ = o 

nach S. 521 ideni~isch w~en. Denn alle n-reihigen Determinanten yon 
r b  oder r e  d. h. yon w" mad w" kSn~en nich~ verschwinden. Die R~der  

�9 . " ' " . . .  u n d  als - - r ,  - - r , ,  - - r s , . . .  r~ r~, rs, - mSgen als r,  r , ,  r s , . . ,  in  w ,  w ,  , ws  , 

i n  w ' ,  w ,  , w s " , .  . enthalten sein. 
Fassen wit ~ ;  @,'~ ~s '~.- .  als Elementarpolyeder, die 

r, rl, r . - - . ,  ~', 7,, ~ , -  -- 
als ihre Wandungen auf, so heben sich die r ,  r l ,  r~ , - - -  gegenseitig 
h~raus. (Vergl. S. 526.) Ieh behaupte, die Wandungen r, r l ,  r ~ , . . ,  bflden 
ein konvexes Polyeder. Sei c ein nich~ in ~ vorkommender Eekpunk~, 
so ist {~c I ~ 0 nachzuweisen. Es sei etwa ~ = (1, 2 , - - - n - -  1), so soU 

_>_o. 

~(~') ~(o') .--~5"-')I 

- - r  komm~ in einer Wandung w'~ wl"~--- vor, und zwar e~wa als 
- - ( rb) ;  b mug d~- ,  ein neg~gives ~(~) haben. Da ~ konvex is~, mug 
- - t r b e } ~ O ;  & h. es muB 

~,) ~ i ~ . . . ~ - - , )  o 1 

~o. 

~5,~ ~ . . . ~ 2 - , ~  o 1 
woraus nach Vertauschung der letzi~n Zeilen und Spalten un~r Beach~ung 
yon ~:(~)<:: 0 die obige Ungleichung folg~. Die ~ bilden also ein konvexes ~b 

Po!yeder. 
Der Pur kt tz muB innerhalb dieses konvexen Polyeders liegen. G~be 

es ~ch eine Wandung L ffir die lea] <: O, so ist analog wie oben 
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sehen, dab im n-dimensionalen Raum ~jenige  Wandung w"~ die - - r  
e n a c t ,  anch l w"a} < 0 liefern miiBte, d. tL es l'~ge a nicht in $ .  

In dem (n--1)-dimensionalen Polyeder r, rl ,  r~ , - - -  g[bt es naeh 
Voraussetzung ein Elementa~olyeder, in <lessen Innern a liegt~ Sind 
r, r l , . . ,  r~-i seine Wandungen, so liegt, wie nunmehr leicht zu sehen, 

auch innerhalb des n-dimensionalen Elementarpolyeders mit den Wau- 
dungen 

- . . . .  

die (n+ 1) t~ Wandung wird yon den n Eclrpunkten yon r, r l , - - . r , _ ,  ge- 
bridet. Sie liefert~ da alle ~(~)= 0 fiir a eine verschwindende Determinante. 

Damit ist der angekiindigte Batz bewiesen. Sind nun ~ und ~ zwei 
konvexe t~olyed~, und tritt der Fall des vorigen ;Paragra~hen, daft es keinen 
9emeinsamen Innenpunkt geben ~ge,  nivht ein, so k6nnen w~ zwei . E ~ -  
polyeder t ) und ~ ,  wo P nui" Eckpunkte yon ~,  P n~" ~ k ~ n k t e  yon -~ 
enthglt, in solcI~r Wdse angeben, daft auch P ~nd 1~ einen 9emeinsamen 
Innen~e~kt ]ruben. 

w 

Auswahl der (n-t-2) Punkte bei Unm~iglichkeit der Trennung. 

Unter einem Begrenzungselement eines konvexen Polyeders verxLehen 
wir die Gesamteinheit der Pun]r~e p, bei denen yon den Bedingnngen 

t o, o, [w' t o , . . .  bc~immte. AnT_ahl Male das 
Oleichheitszeichen grit. Ist das gegebene konvexe Polyeder ein Elementar- 
polyeder, so unterscheiden wir nach dieser t n ~ h l  die Ordnung des Be- 
grenzungselementes. Es mSgen die P,m]rte 

1,2,  3 , . - . n  + 1 

ein Elementarpolyeder bilden. Es sei c]a~u das Begrenzu~__gselement 

0 , 2 , - - - , , )  
die Oesamtheit der Punkte, bei denen diejenigen Determinanten vet- 
schwinden, in denen die Punkte 1, 2 , - - - v  alle vorkommen~ Dies sind, 
da wir unter den n + 1 - - v  nich~ in (1 ,2 , . - -v)en tha l tenen  l~-t~ten 
jeden zur Bfldung einer Determinante weglassen kSnnen, ~ + 1 -- v Glei- 
chungen. Ist 9 die Ordnung eines Begrenzungselementes und v die A-zatd 
seiner Eckpunkte, so gilt 

p = ~ - { -  l - - v .  

Verbinden wit zwei in einem Begrenz,,~element liegende Punitive dutch 
eine Gerad% so ist ktar, dab fiir dieses Begrenzungselement dieselben 
S~tze gelten~ die wit S. 522 i~_r das ganT~ Polyeder abteitetem Lasseu 
wit den Punkt ~ auf dieser Geraden wandern, so muB ~ach einem e n d J i ~  
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Stiick "eine der noch positives/Det~rminanten des Elementaxpolyeders ver- 
sehwinden." Jede dieser Det~rminanten enthiilt die iibrigen ~ Jr 1 -  ~, 
Pank~ und . v - - 1  aus der ZaM der 1, 2 , - - -~ .  MSge etwa die den 
Punkt v nicht enthal~ende verschwinden, so heig~ dies, wix gelangen in 
das Begrenzun~element (~ -t- t)t~ 0r4nung (1, 2, 3,--- ~, ~ 1). Wir kiinnen 
daher sagen: ein Begrenzungselement ~ r  Ordnung wird yon lauter Be- 
grenzungselementen (/~ + 1) ~ Ordnung begrenzt. 

Wit beweisen nun den Satz: ~ Eine lineare FunkC~ion 

p(1) x(1) + + . . .  + + p(.§ 1), 

die an den Eckpunkten 1, 2 , . . .  v positiv isi, ist dies auch iiberaU im 
Innern des Begrenzungselementes. Wir betrachten zuniiehst die Begrenzungs- 
elemente mi~ zwei Eckpun~en 

(1, 2), (1, 3), (1, 4 ) , - - - ( v - -  I, v). 

Eine lineare Funktion, die b e i t  und 2 positiv is~, kann im lnnern yon 
(1, 2) weder negatSv noch 0 sein, weil ]in eare FunkCionen kein Minim'urn 
haben. Wir gehen nun zu den Begrenzungselementen der n~chst niedrigeren 
Ordnung d. h. zu 

( 1 , 2 , 3 ) ,  ( 1 , 2 , 4 ) , . . . ( ~ - - 2 ,  v - - 1 , ~ ) .  

Es liege p im Innern yon (t,  2, 3). Ich ziehe yon 1 eine Linie nach p. 
Diese mu8 naeh dem, ~vas wir eben sahen~ ein Begrenzungselemen~ h6herer 
Ordnung schneiden, und daher sowohl an dem Schnittpunkt sis auch bei 
1 positdv sein, sie kann demnach bei p, das zwischen 1 und dem Schnitt- 
punkr liegt, nieht anders als gleiehfalls positiv sein. Und in dieser Weise 
fahren wir fort. 

Es seien nun /~ und / )  zwei E!emen~arpolyeder, und wir wollen an- 
nehmen, es g~ibe einen Punkt i, der sowohl im Innern yon / '  als aueh 
im lnnern yon P liege. Ich behaupte, es lassen sich yon den Eck2unkten 
yon P und P (n-k 2) yon der Art  auslesen, daft es unmgglich ist, eine 
lineare Funktion 

anzugebeu/ die bei denjenigen der ausgew~ihlten Punkte, die Eckpunkte yon 
P s~nd, laositiv, und bei denjenigen, die Ecklmnkte yon P sind, negativist. 

Wir ziehen durch i irgend eine Gerade und veffolgen sie yon i aus 
in einer beliebigen Richhmg. Die Gerade kann nicht immer im Innem 
der beiden Polyeder verlaufen. Sie m~ige e~wa a u s / )  zuerst aus~re~en 

"" i" lieg~ dann auf einem Begrenzungselement: mad zwar bei dem Punk~ ~ 
erstar Ordnung. Zu der Gteichung dieses Begrenzungselement~s nehmen 
wit noch ~ - - 2  beliebige Gleichungen, die dutch i' befriedigt werd~, 
hin~: un~ erhal~a hier4urch eine Gerade. Veffolgea wit wieder di~se 
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yon r an, so sei i" der erste Punkt, bei dem sie aus einem der P(dyeder 
aush-itt, i" kan,  entweder auf einem Begrenzungselement zweiter Ord- 
nung yon P oder auf einem B e ~ n g s e l e m a n t  emter. Ord~mag yon P 
liegen. Jedenfalls geniigt i" zwei Gleichnnoaen , zu denen wir nur noch (n--3)  
hinzunehmen, um so wieder eine Gerado zu bilden und zu einem Pvnl~t i "  
zu gelangev. Das Weitergehen auf einer Geraden ist erst dann nnmSglict~ 
wenn der P n ~  n Gleichungen genfigt. 

Wir kSnnen also einen Punkt ~ best~mmen, der auf zwei Begrenzungs- 
elementen der Ordnung ~ und ~ liegt, wo 

trod da 

so ist 
t ~ = n +  1 - - v ,  ~ = n +  1 - - 9 ,  

n +  1 - - v + n q - 1  - - ~ = n ,  

v §  

Eine lineare Funktion, die an diesen v Punkten positiv und an diesen 
~, negativ wiire, miiflte bei i* zug~'ch positiv und negativ sein, sie kann 
also nieht existieren. 

Wit  haben bisher stets vorausgesetzt, da~ sich sowohl unter den 
gegebenen Punkten PL, P2, P a , " "  als auch un~r  ~1, P~, ~ s , " "  (n ~- 1) 
finden m5gan, die eine nlchtveraehwindende (nq- l ) - re ih ige  Determimm~e 
liefern. Dies bmucht aber nicht immer der Fall zu seim Es kSanen 
etwa alle (v-{-1)-reihigen trod hSheren Determinanten der p verschwinden. 
Wir nehmen danu eine Koordinaten-Transformation vor trod ord~en die 
Punl~e p in dem v-dimensionalen Raum zu einem konvexen Polyeder. 
Dieses ergtinzen wit  nach der Methode des w 5 dutch ~ v e  Hinzunahme 
yon Punkten aus de~ iibrigen D i m ~  zu einem n.dimensionalen "kon- 
vexen Polyeder. In diesem gibt es dann Begrenzungselemente, deren Eck- 
punlcte nut aus gegebenen Pnnlcten bestehen, and in deren Innern ulle 
gegebenen PunkCe liegen. Mit den PtmkCen ~ verfahren wit ebenso. 
Nun steUen wit die Alternative der Existenz oder Nich~existeu.z eines 
gemeinsamen lnnenpunk4es nicht beziiglich tier gan.zen Polyeder, sondem 
beziiglieh der ausgezeichneten Begrenzangselemente. Man sieht sofor~ dab 
man auch auf diese die Methoden yon w 4 trod w 6 anwenden bann 

IV. Aufstellung der Ann&herungs~mktion. 

E s  seien nun~ wenn wir uns der Ehffachhe~ ha]bet auf ~ ~ 2 be ~ 
schr~hlken w~llen, eine Anzahl Punkte 

p, = ( x ~  ~) ,  p~ = (x~V~'~), " " �9 P, =.(x,V,~,), �9 - �9 
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gegeben und 
z ~ atx  ~ + a2xy + a~y s + a~x + asp + as 

so bestimmt, dab die grSl~te der OriJgen 

I~-~1, L, 
m~g]ichst klein sei. Wenn L bei x ~ y ~ . . . x , y ,  angenommen wird, so 
etwa 

a ~  + a~x~y 1 + aa~ + a ,x  l + a~y 1 + a s -- Z 1 = L ,  

a lx  ~ + ~x~y~ + aay ~ + a,x~ + asy ~ + a s -- Z~ = ~ L ,  
(1) 

oax~ + a~x,y, + asy ~ + a4x~ + asy, + a6 - ~, ~ ~,L, 

w o  d i e  ~ = : i :  1 .  

Es babe nun 

s 1 das Vorzeichen yon L und sei @0,  

e2L . . + 0 ,  

i s t  

s ,  , ,  ,, , ,  e . L  , , + 0 .  

Ira iibrigen seien diese GrSflen s unbestimmt, hus E r w ~ n g e n , .  die 
denen umerer Einleittmg analog sind, folgt dann sofort: 

Notwendige u ~  hinreivhen~ Bedingung dafiir, da~ es keine FunI~tion 
]deinerer Abweichung gibt als f (x ,  y), ist die U~aufl6sbar'~t der Gleichungen 

b,x~ + b.2x, v, + b~V~ + b,x, + bsy, + bs = s~, 

(~) 

b,~, + b~x.y. + bs~. ~ + b,x. + b ~ .  + bs = s, 
flit jedes m~igliche Wer~system s. 

Die Zahl der Unbekannten is~ 6, die Zab! der Gleichungen v, im allge- 
meinen Fall k~imaen die Gleichungen nut dann unaufl6sbar sein, wenn 
v ~ 6. Fiir v = 7 ist die Bedingung der UnauflSsbarkeit 

D = 
Q 

Entwickeln wir nach den 
abgekfirzt geschrieben: 

yl l sl 

y~ l s2 
+ 0 .  

x~Y7 ~ x7 Y7 1 s7 

Elementen der letzten Spalte~ so haben wir, 

z) = s, .(~,  ~ , . . .  7), - s ~ . O ,  3 , . . .  7) + . . .  + ~ (1, ~ , . . .  6). 
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Da die s bis auf das Vorzeichen volll~ommea willkiirlich aind, die Debar, 
minan~e aber fiir aUe mi~ der Vorzeichenbedfiagtmg verta4glichen s yon 0 
verschieden sein soll, so sieht man leich~ die Bedingung: Die GrS~en 

s ~ . ( ~ , ~ ,  . .  ~), 
- - s ~ . ( 1 , 3 , . . .  7), 

~. ( : ,~ , . . .  ~) 

miissen gleiche~ Vorzeichen haben. Hiel~US be~imm~ sieh cla~ Vorzeichen 
der s bis auf diesen allen gemeh~amen Fak~or • 1. Demnach sind auch 
die ~ his auf einen Fal~or bestJmm~; wir haben jetz~ nur noch das 
Gleichungssystem zu 15sen, wodurch auch dieser Faktor mi~bestimmt wird. 

a 1 x~ + a~ x 1 y ,  --~ a~y~ --~ a~x  1 -Jr- a~ x i -~ a~ - -  ~i'L = z~, 

alx ~ Jr- a~x~y~ + aay ~ -~ a~x~ T a~y~ --~ a~ -- e~L =. z~, 

alx ~ + a~x~y 7 + asy ~ + a~x 7 + a~y~ -t- a6 -- eTL ~ z 7. 

Das System dieser sieben Gleichungen mit den sieben Unbekannten a l . . . a  ~ 
und L i s t  sicher eindeu~ig 15sbar. Denn die Determinante des Systems 
unterscheidet sich yon /)  nur dadurch, dab s~att der s bier die ~ auf- 
treten; sie ist also sicher yon 0 verschieden. 

Wir haben nachgewiesen, dab es eine Fnnl~tion ldeinerer Abweichung 
als die so konsi~uier~e Funktion f(x, y) nich~ geben l~ann. Es fragt sich, 
ob und warm es eine yon f(x~ y) verschiedene Funlr~ion yon ebensogro~er 
Abweichlmg geben kann. Nehmen wir an~ g(x, y) sei eine solche Fnnl~- 
tion, so mul~, gleichviel an welchen Punkah g(% y) seinerseits die Ab- 
weichung annimmt, an den sieben Punkt~n~ an denen f(x,  y) seine Ab- 
weichung annimmt~, 

[f(x~,y.)  - z . I  ~ Ig(x~,y.) - -  ~.1, 
d. h. e~ ~ f(x, y ) - - g ( x ,  y) ~- ,~n e ~ -  x,,y,, ~ :  e n C g e g e ~ e s ~  
Vorzeichen haben wie st, , sondern es muB ent-weder gleiches Vorzeichen 
haben oder verschwinden, was wir dutch s~ andeuten wollen. Dies ergibt 
fiir die Koeffizienten der Differenz f (x ,  y ) - - g ( x ,  y) die Bedingungen: 

b~ x~ + b~x~ y~ + b~y~ --b b~x~ -k b~y~ + b~ = s~', 

b,~ + ~ + b ~  + b,x~ + b ~  + b~ = s,', 

Die Bedingung ffir die AuflSsbarkeit is~ das Verschwinden der Det~r- 
minan~e. Ist keine der Unterdeterm~-a~ten gleich Null, so train dies nm" 
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eintreten, wenn sl"= s~'-~ . . . .  s~'~ O, und alsdann mfissen in den fibrig 
bleibenden homogenen Gleichungen alle b verschwinden, d. 11- f (x ,  y) is~ 
eindeutig bes~immk 

Von gewissen Au, snahmefSl~ abgesehen, ist die Anrdihermujsfunl~ion 
dutch die gegebenen Punkte e ind~ig  bestimmt. 

Es sei je~zt v :> 7. Es sei xy  die Projektion eiues Punktes, an dem 
die Abweiehung angenommen wird, und zwar wollen wir xy  mi~ p be- 
zeietmen, wenn s ~ 0 und mit ~ wenn s ~ O. Unsere Bedingung (2) 
kSnnen wi t  dann auch so fassen: Es soll unmSglich sein, eine Funktion 

blx ~ n u b~xy -~ bsy ~ n u b,x % bsy -~ b 6 
anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten ~ negative 
Werte annimmt. 

Es folgr nun aus dem Hilfssatze: Wean die PunkCe p und ~ so 
gelegen sind, dab sie die Existenz einer derartigen FunkCion 

blx ~ T b~xy n u b3y ~ -k b~x n u bay T be 
ausschliel~en, so kaun man aus ilmen sieben derartige Punlde auswiihlen, 
dab schon sie eine Funktion der verlan~o~en Form und Eigenschaft tm- 
mSglich machen. 

Setzen wir 

Bezeichnet 1D einen Punkt x 1 Yl~ so bezeichne ~ den entsprechenden Punkt 
des flin~dimensionalen Raumes 

_~_ ~//:(~) ~(-2) ~:(a) ~(4) ~(5)~ 
:~1 \ ~ I  ~1 ~1 Ol ~1 / 

und wit unterscheiden Pnnlr~e ~ mad ~. Es kann nun keine ~-hmld~ion 

geben, die an allen PunkCen ~ positive und an allen Punl~en ~ negative 
W e l ~  anui~hme; denn es wiirde alsdann die Fnnl~tion 

+ &xy + + t ,x + &y + & 
auch an allen Punk~n p positive und an allen PunkCen i~ negative Werte 
~nnebmen. Ich wiihle unter den Pnnl~en ~ und ~ nach w 6 des vorigen 
Abschni~es sieben aus und netune dann die diesen sieben Punk~en ent- 
sprechenden Punk~  i~ und 1~ und behaupte: Es kann keine l~mk'Cion 

blx ~ T b~xy + b~y ~ T b~x + bay Jr b~ 

geben, die an den ansgew~hlten Pnnk~n p positive und an den aus- 
gew~hl~en Pnnkten ~ negative' W e r ~  annimm~;, denn sonst wiirde sich 

bl ~(1) ~_ b~(~) ~_ bat(a) jr b,~(~) + b~(a) ~_ be 
bei den en~prechenden Pnnlr~en ~ und ~ ebenso verhat~en. 

Daraus folgt: ~im/mt die A n ~ n g s f u n k t ~  die Abwe~u~zg mehr 
a ~ . . ~  Mal an~ so lassen sich aus der- Za]d der Annahmestdlen sieb~ 
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so auswiihlen, daft die A n ~ s f u n ~ i o n  auch Anniihe~ngsfmdktio~ dieser 
sieben Punkte alb~in ist. 

Hieraus ergibt sich die I_~su/ng des Problems: Man greif~ aus der 
Zahl der gegebenen Punk~ sieben heraus trod bestimmt ihre Ann~hertmgs- 
funk~ion. Man an~ersucht socl,.nn, ob die so geftmdene Ftmk~ion die 
AnniiJaernngsfunktion ffir die Gesamtheit der gegebenen Pnnld~e ist~ indem 
man antersucht, ob ] f ( x ~ y s ) -  zs[ ~ L fiir alle gegebenen Punk~ erfffllt 
is~. Dies ist, wean man auf alle mgglivhen Arten ~ _Punkte heraus- 
greift, einmal und im weaentlichen auch nut einmal dzr Fall (ira wesent- 
lichen, d. h. die AusnahmeF~lle bestimmt~r Determinanbengleiehungen ans- 
gescklossen). Wir haben bisher angenommen~ daiS der Grad der An- 
niiherungsfunkiion gleieh zwei sei; man sieht aber~ dab unsere Methoden 
nicht auf diesen Fall beschr'~nk~ sind. Vielmehr gilt allgemein: 

1) D/e Abweichung wird im allgemeinen Fall m i ~  einmal 6fter 
angenommen, als die Zahl de, t)arame~ der Anntiherungsfunktion betriigt. 

2) Der Sinn, in dem die Abweichung angenommen wird, wird dutch 
eine Determinantenungleichung geliefert. 

3) D/e Koeffizienten der gesuchten AnniiherungsfunL'tion werden durch 
Aufl6sung eines Systems linearer Gleichungen gefunden. Dieses System wird 
aus einer endliehen Anzahl yon S y s ~  dutch Versuche bestimmt. 

Der zweit~ dieser S~it~e wird besonders anschanlich, wenn die hn~ahl 
der unabh~ingigen Variabeln niche, wie wir bisher der hllgemeinheit 
halber annahmen, gleich zwei, sondern gleich ein~ ist, d. h. l~mlrte der 
Ebene durch eine Kurve angen~iherg werden sollen. Unsere Ungleichung 
laut~ dann: 

x~ xl'-~ - .-  1 s~ 

D = 
x ~  x ~ -  l " " " 1 sg. 

+ 0 .  

x .  . - 1  . 1 .+~ x~+~-- s+~ 

Nehmen wir x 1 < x~ < - - - <  x.+~ an, and entm4ckeln nach der letzten 
S p a I t ~  

1)=s  . (2 ,  3 , . . .  - (a, 3 , .  �9 + 2 )  + . . .  

so haben die Symbole (2, 3 , . . .  n-t- 2), (1, 3 , . . .  n + 2 ) , - . ,  alle gleiches 
Vorzeichen. Denn sic sind gleich dem Differenzenprodukt, und offenbar 
ist das Vorzeiehen verschiedener Differenzenprodukte, weam in allen jedes 
Element kleiner ist, als das folgende, dasselbe. Hieraus folg~ ~ die s 
abwechsehldes Vorzeiehen haben miissen, der Sinn~ in dem die Abweichmag 
angenommen wird, mais also abwechseln. 

Wir haben uas auf d~  Interpolationsproblem beschr~nlrt, weft diese~ 
geeignet ist~ eine Art Gerippe anch fiir die Behandlung des allgemeinere~ 

35* 
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Problems abzugeben, in dam die A-,~herung einer fiberall in einem end- 
lichen In~ervall de~nier~n Funl~ion durch ein Polynom ver]~-~ wird. 
Veffolgen wir, was durcll diese i?Luderung des Problems an unserm bis- 
herigen Gedsnkeng~-g ge~ndert wird. Die Abweictmng wird night mehr 
in einer endlichen Anzabl dislrre~er P ,  nk~e angenommen zu werden 
brauchen, sondern wir werden .Abweiahungskurven" haben, und zwar zwei 
verschieden% nach dem Sin-, in dem die Abweichung augenommen wird. 
Wit projizieren diese Kurven wieder auf die Ebene der unabl~ngigen 
Variabel~ Bei k unabh~igen  Ver~uderlichen bilden die Projektionen 
(k--1)-aimensionale Gebilde. Alle fr~heren Erw~igangen bleiben bes~ehen~ 
und es handelt sich vor aUem um die MSglichkei L auch den Satz des 
vorigen Absctmit~es zu ~iber~ragen. Dieser Satz wiirde lau~en: 

~ in e i ~  ~ d i ~ ~  ~ u m  ~wei e ~ h  begrudge . F ~ -  
stiicke gegeben, so lassen sie sich entwed~r dutch eine ~ e n e  tren~m, oder 
es existieren auf ihnen n + 2 Punkte, so daft schon diese die Trennung 
unmgglich machen, wenn die auf einem Fl~chenstfick liegenden Pnnkte 
yon denen des andern getrenn~ werden sollen. Diese Fl'~chenstticke wi~ren 
zu ,,konvexen KSrpern" zu erg'~azen, und diese Kiirper kSnnt~n als konvexe 
Polyeder mit tmendlich vielen Ec]cpunk~en angesehen Werden. Das Er- 
g~aazen der Fli~chenstticke zu konvexen K5rpern kann etwa so gedacht 
werden, daft als l nnenpunkC des neuen KSrpers jeder Punkt genommen 
werden soll, der auf einer gerattlin;gen Strecke begS, deren Endpn-kte 
en~weder Punkte des gegebenen Fl~hens~iicks oder schon auf diese Weise 
erhal~ene Innenpunkr sind. Es w~re nun zu zeigen, dab zwei, aus zwei 
beliebigen Fliichenstiicken auf diese Weise erhaltene ,konvexe Kfrper" 
sich durch eine Ebene trennen lassen, falls kein Innenpunkt des einen 
ein Imaenpunlct des andern ist, und ferner, dab sich Ftir jeden Innenpunk~ 
eines konvexen Polyeders eha Elementarpolyeder (ira ffiiheren Sinn) an- 
geben l~flt, in dessen Innern der betreffende Pnnl~ liegr und dessert Eck- 
pnnlr~e s~mt]ich Punkte des erzeugenden Fl~chenstiicks sin& 

Es ist zu vermuhm, dab alle diese Siitze rich~ig shad. D~nu aber 
l~iSt sich unser ganzer fiir d~s haterpolationsproblem durchgefiihrter Ge- 
dankengang auf den Fa]! einer fiberall definierten FunkCion fibertragen, 
and wit haben allgemein den Satz: 

Ist m die AnzaId der verfiigbaren P a r a m e ~  der A n ~ u n g s f u n k t i o ~ ,  
so existieren m + 1 _Punkte der gegebenen angendhert dar~ustdlenden l~'unktion 
vo'a der Art ,  daft die A n n S ~ u n g s f u ~ i o n  dieser m + 1 .Pun]zte a l l ~  zu.. 
gleich die A n ~ s f u n k t i o n  der gegeben~ _Funktion ixt. 

Ffir den einfachshm Fall einer unabl~ngigen Variabeln, fiir den sich~ 
wie wir sahen, eine/kbwechselung des Sinues der Abweichung ergibt, ist 
dieser Sa~ in meiner Disser~tion ausfiihrlich nachgewiesen. 


