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Ueber Interpolation.

Yon

Leopold Fejér in Budapest.

Vorgelegt in der Sitzung am 15. Januar 1916 durch Herrn Landau.

§ 1. Die Lagrangesche Parabel und die Treppenparabel.

1. Es seien z,,, ... z, voneinander verschiedene reelle Ab-
szissen, und ¥,,%,, ...y, reelle Ordinaten. Durch die 1 Punkte
mit den rechtwinkligen Koordinaten (z,, v,), (2, 4,), ... (%,,v,) geht
eine bestimmte Parabel (n —1)-ter Ordnung, die s. g. Lagrange-
sche Parabel, die zu diesen Punkten gehort. Die ganze rationale
Funktion (7 — 1)-ten Grades von z, welche diese Parabel darstellt,
wird durch die Lagrangesche Formel

< @ ()

ey Liz)= 2 v,

W20 ) e —a)

gegeben. Hier bedeutet
(2) OJ(SC) = C(x—xl)(x—x,)....(x—x,,),

und C eine willkiirliche, von Null verschiedene Konstante.

Durch die Punkte (z,y,)), () 4,), ... (@, y.) geht eine bestimmte
Parabel (2n—1)-ter Ordnung, ‘deren zu diesen Punkten gehirigen |
Tangenten zur Abszissenaze parallel laufen. Diese Parabel nenne
ich die Treppenparabel, die durch die Punkie mit den Koordinaten
Ty Yy @y ¥)y - . (2,,9,) geht. Sie wird durch die ganze rationale :
Funktion (27 —1)-ten Grades von z N .

P

6 oo = F (120 ) e )

o' (z, o' (z,)(x —x,)

dargestellt!), wo wieder (z) = const. (z—=z,)(z— z,)...(x—z,)

1) Diejenige ganze rationale Funktion (2n—1)-ten Grades, welche an den
Stellen @, x,, ... 2,, die Werte y,, ys, ... y,, und deren Ableitung an diesen Stellen
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[Die Formel (3) stellt also diejenige ganze rationale Funktion
(2n —1)-ten Grades von z dar, die an den Stellen z,,,, ... z,, der
Reihe nach, die Werte y,,%,,...%, annimmt, und deren Ableitung
an diesen Stellen verschwindet, d. h. die an den Stellen z,,7,...z,
die Werte v,,%,, ...y, doppelt annimmt].

In dieser Arbeit werde ich mich hauptsichlich mit den Treppen-
parabeln beschiftigen. Die Verteilung der Abszissen z,, Zy ... T,
werde ich bier nicht beliebig, sondern verschiedenartig spezialisiert
wihlen. }

Die Theorie der Interpolation wurde in neuerer Zeit durch
die bedentenden Arbeiten von Runge, Borel, de la Vallée-
Poussin und Faber sehr wesentlich gefordert?). '

Vorliegende Arbeit liefert einen weiteren Beitrag zu dieser
Theorie.

Zum Verstindnis dieser Arbeit reichen die elementarsten Vor-
kenntnisse der Analysis aus.

2. Nach (1) ist

5 LE) = 3 nl(),
k=1
WO
1) Liz) = @ (%) & =1,2,...n).

o' (%) (x —z,) ’

Die Polynome [, (2), /,(z), ... ,(x), die ausschlieBlich von den
gewihlten Abszissen z,, x,, ...z, abhiingen, nenne ich die » Grund-

polynome* der Interpolation (1). Da fiir y, = y,... = y, = 1 das
Polynom L (x) identisch gleich 1 ist, also ist
4) L@ +L@+-+ () = 1,

die Werte y!,y},... y/, annimmt wird durch die Formel
o o'’ () )( o (z) )2 o ( o () )’
1— - — —
k E 1 yk( o’ (xx) (@—=) o' (2) (x — z) + k=2'1 Y\ (xp) (x— ) )’
@) = Clze—umzy) ... (x—umx,),

dargestellt. S. Ch. Hermite: Sur la formule d’interpolation de Lagrange,
Journal tir die reine und angewandte Mathematik; Bd. 84, 1878, — In vorlie-
gender Arbeit setze ich stets y] = yi... = y} =0, und gedenke spiter andere
spezielle Fille zu behandeln.

1) Uber die Literatur im Allg. 8. Encyclopédie des sciences mathématiques
etc. Tome I, volume 4, fascicule 1: D. Selivanow, J. Bauschinger, H. An-
doyer: Calcul des différences et interpolation, 1906, und den soeben erschie-
nenen Artikel in der Encyclopidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. 113,
Heft 2, von C. Runge und Fr. A. Willers: Numerische und graphische Qua-
dratur ete., 1915.

5*
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d. h. die Summe der Grun‘dpolynome der Interpolation (1) ist identisch
gleich 1. ,
Nach (3) ist

®) HE = 3 nh@)
k=1
wo
, @), 0@ Y
(3) kk (‘x) - (1 G)l (-’Lk) (.12 k))( co' (xk) (x—a:k))’

(k= 1,2,...n).
Die Polynome &, (z), k, (), - -+ I, (%), die ausschlieflich durch

%, %, ... ¥, bestimmt sind, nenne ich die Grundpolynome der Inter-
polation (3). Da flir y, = ¥y ... = Ya = 1 das Polynom H(z)
identisch gleich 1 wird, also ist

(5) hx (x> + ha (“L) doe hu (x) = 1,

d. h. die Summe der Grundpolynome der Interpolation (3) ist identisch
gleich 1. . '

§ 2. Die Treppenparabeln fiir vier spezielle Abszissenver-
teilungen.

3. Erster spezieller Fall. Es selen ,, &y, ... T, die
Nullstellen des n-ten Legendreschen Polynoms P, (z). Diesen
Tall werde ich auch den Gaufischen Fall nennen. Das Intervall,
in welchem ich die Treppenparabel beobachte, ist das Intervall
el = =+1
Jetzt ist o (x) = P,(z). Also, bekanntlich,

6) (l—2)w' —2z0'+n(n+1)o = 0.

- Bezeichnet nun z, eine Wourzel v<‘m w(z) = P,(z) = 0, so
ist, auf Grund der Differentialgleichung (6),

(l—z) 0" (@) — 2z, @' (7)) = 0,

also -
w” (7,) _ 2z,
o @)  1-xm’
and
@@ o 1-2sx,45
Ly O T T I

Jm Gaubschen Falle ist also, mit Riicksicht auf (3'),
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' o 1-2zz, 4+ 2, P (x :
@ () = 1- ;Z __,‘-<Pv’l(xk) Ex)"‘ Ty )> ’
k= 1,2,...n)

Nan ist aber, fir || =1,

| —2pn el Z1-2lal+lal = (—|a) >0,
also ist
(8) h(z) =0, l=r=+1, E=12...7
Ich habe also erhalten

Theorem 1. Sind z,, Z,, .- - T, die Nullstellen des n-ten Legen-
dreschen Polynoms P,(x), so lautet die Formel der durch die Punkte
(@, )y @y Ya) -+ (x,, Yo) gehenden Treppenparabel

©) H@ = 3 k@),
wo
(19 o = 3 (i)
EF= 12 ...7n

Die Grundpolynome h,(x), k,(2), - - h,(x) sind im Intervalle
—1=<gx=+1 alle nichtnegativ, d. h.
(11) h,(x) = 0, 1=<=z=+1, k=12 ...n,
und da doch
(12) hy (x) + Ry (®) -0+ h,(2) = 1,
also ist?)
(13) 0=1,) =1, 1l=z=+1, k=12...7m

4 Zweiter spezieller Fall. Es seien z,, %, .-« Zn die
Nullstellen des n-ten Tschebysche ffschen Polynoms T,(2) =
cosn(arccos z), d. h.

1) Interessant ist auch die Radausche Verteilung der Abszissen i, %2,
ez (B R Radau: Etude sur les formules d’approximation qui servent
a calculer la valeur numérique d’une intégrale définie. Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 3iame série, Tome 6., 1880. S. pag. 303]. Bei Radau ist
z, = 1, zg = —1, und z5, T3, .- Tp-a sind die Wurzeln der Gleichung P,_,(x)
= 0, wo P, (x) das (n—1)-te Legendresche Polynom pedeutet. In diesem
Falle ist also w(z) = const. (1 —a*) Pi_, (z). Die Grundpolynome der Treppen-
parabeln sind awch fiir die Radausche Abszissenverteilung im Intervalle
—=r=4+1

alle nichinegativ.
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14) z, = cos(2k-——1)—2§;, k=12 ...
Jetzt ist o (z) = T,(z), (gleich cosnB, genommen als Polynom
n-ten Grades von 2 = cosf), und also
(16) l-2e"—2e'+n'w = 0.
Setze ich hier #z = x,, so erhalte ich
@ B
@' (2) 11—
Also ist
_ @@ _ l—=zz
DI A S

und, mit Riicksicht auf (3'),

l—-zz T,(x) ?
R ]
{0 = Tog \Tae—o
Da, fir |z| =1,

_ l—-zz, =1~ |2, >0,
also ist auch jetzt

) =0, —1=2=+1, k

I

. 1,2,...n.
Ubrigens ist
n)

(L@ =

h(z) = _712—’ 1—-zz,) (%":(_%‘)’

Ich habe also erhalten das

Theorem . Sind z,, z,,...xz, die Nullstellen des n-ten Tsche-
byscheffschen Polynoms T (a:) = cosn(arccosz), d. h.

so daB also

-

xkzcos(‘Zk——l)T, E=1,2,...n

so lautet die Formel der durch die Punkie (z,, y,), (@sy Yy -+ @y V)
gehenden Treppenparabel '

(17) | H@ = 3 5,
wo
(18) ha (@) = %;(1—“&)(:"_(2), (k=1,2,...n).

FEs ist weiter
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*(19) | 2 h(x)——l

B k=1
o und
- (20) 0=h@=1l, -1=2=+1, t=12...n
| 5. Dritter spezieller Fall (Newtonscher Fall). Die
Punkte z,, z,, ... z, seien #quidistant, und es sei namentlich
' 2
(21) z, = —1+k—-— Pl (k=1,2,...0).

Wenn tiberhaupt
ﬁ?(x) = O(x_xx)(x—xz) R (x——x,,),
und die Werte z,, z,, ... 2, voneinander verschieden sind, so ist

” 1 . 1 . 1 1 1
ml(xk)=2[ + - F + N ’\]
o’ (z,)

T~ I, X, — X, Z, — Ty, X, — T, Z,—Z

n+1
2

o (z,) 1 1
T = (+1)< TErrr T +n—lc)

Es sei nun k <
und (22),

Dann ist, mit Riicksicht auf (21)

Also hat der lineare Faktor im Grundpolynome #, (x)

_ o’ (z,) _
@' (z,) (@ =)

an der Stelle z =— — 1 den Wert

1 1 -2k
ﬂT+'.'+ n——k)' n+1

1+(n+1)(7lc—+

1 1 1
= 1“2’“(A TrErT Tt

und an der Stelle £ = 1 den Wert

11 1
1-{-2(n+1—k)(7c— +orr b k)>o.

)<0

Der Linearfaktor in %, () ist also fiir + = — 1 negativ, fiir
z == + 1 positiv. Das Grundpolynom #,(z) wechselt also einmal
sein Vorzeichen im Intervalle —1 < 2 << 41,
n+1

" Dasselbe ist giiltig wenn & > 5
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Im Falle der Newtonschen Abszissen (21) wechseln also alle

Grundpolynome in den Formeln der Treppenpolynome einmal ihr Vor-
zeichen im Intervalle —1 =z = +1. Eine Ausnahme bilden nur
diejenigen Grundpolynome, welche, bei ungeradem #n, dem Werte

k= n-2}— ! entsprechen, d. h. diejenigen Grundpolynome, welche,
bei ungeradem 7, der Interpolationsstelle z, +1 = O entsprechen.

2
Fiir diese ist der Linearfaktor (weil @”(0) = O bei ungeradem n)
identisch gleich 1, und daher sind diese Grundpolynome nicht-
negativ.

6. Vierter spezieller Fall. Es sei

n

xk=coskn+1, E=12,,..n

Dann ist e (x) gleich C %1_)_9’ genommen als Polynom n-ten
Grades von & = cosf. (Es ist dann iibrigens o (z) = const.

Th4i (@), Da
l-2)e0"—3za'+[(n+1)—1]o = 0,
also ist

I (z) — 1—-3xxk+2x§( o (z) ):

1—ux; o' (z,) (x — z,)
E=12 ... n

Man sieht leicht, daB auch in diesem Falle ein Teil der Grund-
polynome im Intervalle —1 = & = +1 sein Vorzeichen wechselt?).

1) Es sei hier auf das folgende allgemeine Problem hingewiesen :
Wie miissen die Abszissen z,, z,, ...z, im Intervalle — 1 == 41 ver-
teilt sein, da8 die Grundpolynome der Treppenparabel

hy (z) = (1 - “’"(“k)—)( © (@) )', *k=1,2,...n),

o' (zx) )\ @' (z;) (2 —m)

im Intervalle —1 =<z =< 4 1 nichtnegativ ausfallen?® D.h. wie missen die
Zablen — 1 <@ <%y <<... <@, <1 gewihlt werden, daB, wenn o(r) =
Z—2) (2 —2s) ... (2 —2),

o' (z;)
1— 7

o’ (zx)
fir —1 <2< 41? — Man ersicht aus dieser Arbeit, daB gerade in den
Fillen, wo die Grundpolynome nichtnegativ ausfallen, die Treppenparabeln merk-
wiirdige Eigenschaften besitzen, die man #uBerst einfach herleiten kann. Natiir-
lich glaube ich aber micht, daB fir das Bestehen gewisser Konvergenseigenschaften
das Nichtnegativsgin der Grundpolynome notwendig wire,

-~

(z—zy =0, - k=1,2,...n,

I TPt o Ty




Uber Interpolation. ' 73

§ 3. Eigenschaften der Treppenparabeln bei Gaussscher
und Tschebyscheffscher Abszissenverteilung.

7. Wir haben gesehen, daf im G aufischen und Tscheby-
scheffschen Falle die Grundpolynome der Treppenparabeln im
Intervalle —1 = x = 41 nichtnegativ sind. Daraus folgt:

Theorem Hl. Bezeichnen z,, z,, ...z, die Nullstellen des n-ten
Legendreschen Polynoms, und ist H(z) das Polynom der durch
die Punkte (x,, 4), (T, ¥y), - -+ (%, ¥n) gehenden Treppenparabel, so 1st

(24) y=H@=Y,
fiir

—1=x=4+1.

Hier bedeutet y dicjenige unter den Ordinaten y,, ¥y, - .. Y,, die
nicht gréfler ist als die iibrigen, und Y diejenige, die nichi kleiner
ist als die iibrigen.

Dasselbe ist auch im Tschebyscheffschen Falle giitigh).

1) Die Ordinaten H(x) der Treppenparabel liegen also fir —1 <z=<+1
zwischen der kleinsten und groBten der gegebenen Ordinaten y,, ¥,,...¥,,
welchen Wert auch die Anzahl n der Interpolationsstellen habe. Fiir die L a-
grangesche Parabel trifft dies im allgemeinen nicht zu. Ich zeige dies im Falle
Tschebyscheffscher Abszissen einfach so:

Es sei also
z == co50, T,(x) = cosnb, z; = cos(2k—1) -217:
(k=12 ...m).
Das Lagrangesche Polynom fir die Abszissen z,, z,, ...z, und die Ordinaten

Y Y2y - - - Yau lautet

_ o, T
L) = k—_z-lyk To(zp)(z—zp)

Es sei n gerade. Dannist zz 4 0, (k = 1,2,...#n). Also ist fir z = 0, d. h.

n sinn 6

fir § = —, da i T (2) =
it 5 a immer T} (z) e

’

T
cosn~2——
LO = 3 w ——

KU msin@k— 1)

p .(-—-cos(2k—l)§”—>
sin 2k — 1) 5 — "

2

(="
n

S y . (— D). -1,
R AR ) tg 2k —1) o

und fir n = 49, (v = 1, 2,3, ... 00), einfach
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" Beweis. Es ist
. ‘ n
HE) = 3 nhie)

Da aber h,(z) =0, fir —1 =2 = +1, also ist

n n '
)3 h@=HO=Y S h), —1=s=+1
k=1 k=1

n
Nun ist aber, (laut Gl (), > M(x) = 1, also
k=1 :
y=SHz)=Y, —-1=z=+1, w.zbw
Ich bemerke noch, daf der Beitrag, den ein Glied y, Iy (7) zu

n

H(@) = 3 yh(z) liefert, das Vorzeichen von y, hat, und daf

A}
die GroBe dieses Beitrages absolut genommen kleiner als |yl 1st
im ganzen Intervalle —1=r= + 1. Dies folgt aus 0 = I, (2) =
fir—1=z=+1%Lt=12,.
Theorem V. Gehort die _l’reppenparabﬂl H(z) zu den Ordinaten
Yy Yy + - - Ynr und die Treppenparabel H(x) zu den Ordinaten y,+6‘,

y:+é‘i7' yn+6n730 sz

(25) |H@z)— H@)| =9, —l=Sr=4+41,
LO) =+ 3 g (— 1. tg @k —1)—
. —7{*-:‘3/7" -ig 2”~
‘Wahle ich also
=(_1)k,furk=1,2,...—'2'—,
und .
yk=—(—1)k,furk:%4-1,12’—_;-2,...1:
so ist
"_" T T
L) =2 % tgh—1= =2 [[* ™igzde =
e W>nf gree=
0 ]
—3(;10 cos|Z— Z ) = 2lo 1 >.210 2
.= g 2 ml) T 7 BT = w8
sin —
2n
Also trotzdem, daB |y;| = 95| = -+~ = |ya| = 1, ist die Ordinate L(0) der

2
Lagranp geschen Parabel > - log 2—:— Diese Zahl ist aber beliebig gro8,

wenn n gehorig groB gewablt ist.

I e R TR AR AT A
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wenn '
\6xll lanh vt lan‘ é—a'

Die Abszissen Z,, Xy« - - Zn sollen nach G au ﬂ oder nach Tsche-
byscheff gewdhlt werden ( oder iiberhaupt so, daf die Grundpolynome
‘i (3) fiir das betrachiete Intervall alle nichtnegativ ausfallen).

Beweis. Da

H@ = 5wk, A@) = B 6+ 0k

also ist

H@)— H@) = kélakhk (@),

n
and da A, (@) =0, wnd 2 hy(z) = 1 fiir —1=z=+1, also
k=1
ist, fiir 1= x=41,

|H@) — H@)| = 6k§”1hk(x) — 4, w.z. b W

Aus Theorem III folgt unmittelbar

Theorem V. Es sei f(x) eime im Intervalle —1 =z =+1 de-
finierte reclle Funktion der reellen Variabeln x. Es sei m ihre
Weierstrafische unlere, und M ilre obere Grenze fiir dieses Inter-
vall. Es sei weiter

(26) H,(z), H@), ... H@), ..

die unendliche Folge der zur Funlkiion f(x) gehorigen Treppenparabeln.
(Hier bedeutet H,(x) diejenige ganze rationale Funktion (2n—1)-ten
Grades, die an den Stellen ., %y, - - Tn) der Reihe nach, die Funk-
tionswerte [ (2)y f @)y -+ f (z,) annimml und deren Ableitung an den
Stellen z,, Zqy -+ - %y verschwindet.)

Dann st
(27) m=H@x) =M,
fiir

1=z=+1, n=123...00
Die Abszissen sind hier immer nach G anfl, oder nach Tsche-

byscheff gewdhit.
Aus Theorem IV folgt unmittelbar

Theorem VI. Ist fiir f(z) die Folge der Treppenparabeln
H, (@), H@), - H@) o)
fiir f(z)+ 9 ()
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H,(2), H,@), ... @), ...,
so ist '
| H, () — H,(z)| < o, —l=z=+1, n=1,2 .., oo,
wenn ' :
[0@) =9, —1=z=<+1.

Als  Interpolationsabszissen sind wieder die Gauflschen oder *
Tschebyscheffschen gewdihit. '

In diesem Satze ist festgestellt, daB die Gresamtheit der Trep-
penparabeln H, (z), H,(2) ... H, (#), ... der Kurve f(z), wie ich
mich ausdriicken méchte, in stabiler Weise von £ (z) abhidngt, wenn
die Interpolationsabszissen nach G a u 8 oder nach Tschebyscheff
gewdhlt werden. In der Tat, wenn ich f(z) zu f () + d () modi-
fiziere, wo die Abweichung |9 (z)| < d ist fiir —1 =rx=+1, so
ist auch die Abweichung 7, (z) — H, (x) irgendeiner Treppenparabel

H, (z) der modifizierten Kurve f(z) 4 d(x) von der entsprechenden
Treppenparabel H, (#) der Kurve f(z) absolut genommen = ¢ im
ganzen Intervalle —1 < z < 4 1.

Die Lagrange schen Parabeln

L, (z), L, @), ... L,(x), ...

sind instabil in Bezug anf f(z). (L, (x) bedeutet diejenige ganze
rationale Funktion (n—1)-ten Grades, die an den Stellen Xy Zyy ool
der Reihe nach, die Funktionswerte f@), f(z),...f (#,) annimmt.
%15 Zyy ... %, bedeuten G aupBsche oder Tschebyscheffsche
Abszissen.) Weil man nimlich, daB fir —1 =2 = +1 die Funk-
tion 7 (x) absolut beschrinkt ist, so folgt daraus noch nicht, daB
die Gesamtheit der Lagrangeschen Polynome L, (), L,z),...
L. (x), ... von f(z) fiir —1 = 7 = +.1 beschrinkt ist. (S. die Fus8-
note zu Theorem III.) Das ist in einem allgemeinen Theoreme
des Herrn G. Faber enthalten ),

§ 4. Die Konvergenz der unendlichen Folge der Treppen-
" parabeln einer Funktion bej Gaussschen Abszissen.

8. Theorem VII. Die reclie Funltion f(z) der reellen Variabeln
x ser im Intervalle —1 Sr=+1 beschrinkt, und sei an einer n-
nern Stelle x dieses Intervalles stetig. Dann ist die Folye der Trep-
venparabeln
L

1) G. Faber: Uber die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen,
Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 23, 1914.
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H, (z), H(x), ... H (), ...,

gebildet fitr die Gaufschen Abseissen, an der Stelle = konvergent,
und hat den Grenzwert f(z). D. h.

B (29) lim H, (z) = f ().

n =00
Beweis. Es ist
(30) H@= 3 fih@, fi=f@), =12 .n
E=1
Nun ist aber nach (12)
> lw) =1,
E=1
also
n

(31) H,(x)—f(2) = k§1 (fi — f (2) b, (2).

Da f(z) an der innern Stelle des Intervalles —1=z=+1
stetig ist, kann man zur beliebig kleinen positiven Zahl & eine
positive Zahl ¢ ordnen, daf

(32) IFE—f=n =9,
wenn
!g - xl = )
und so, daf
—l=mz—t<<z<zt+e<<+1.
(z, 0, ¢ sind nun fixiert).
Die n-gliedrige Summe (31) teile ich nun in zwei Teile:

(33) Hy@) —f@) = 3+ 3"

Die Summe 3} enthilt diejenigen Summanden der Snmme (31),
(wenn solche iiberhaupt vorhanden sind), die zu solchen Stellen z,
gehoren, welche dem Intervalle z — s = § = x + ¢ angehren, d. h.

(34) r—e=z, =+

Die Summe X" enthiilt alle iibrigen Glieder der Summe (31),
(wenn solche iiberhaupt vorbanden sind).
Nun ist, aaf Grund von (32), (11), (12)

(38) IS <0 h @ =34 S h(@) = o
F=1

Weiter ist
(36) > =2MY by (@),

wenn |[f(§)| =M, fir -1 =E=+1.
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Naun ist aber, mit Riicksicht auf (10), stets

_. (@ 1
0= M) =4 (Pl@y @—a

Wenn also z, auBerhalb des Intervalles 2 — & = £ = x4+ ¢ legt,
so ist

(P, () 1
< n *
@7 0= (@) S & T (P, @)

Also ist, auf Grund von (36) und (37),

8 M 1
D Y VEAEA)S

2=

(59) 8 l‘[

1 .
I =) (P @)’

Setze ich aber in die Identitit (12) z = 1, so erhalte ich,
mit Riicksicht auf (10),

e 1
39 =
&) 2 T EE
also ist, laut (38),
Il[
(40) 12 = (P,

33), (35) und (40) liefern

- (41) | H, (@) —f (@) =

Nun ist aber bekanntlich lim P, (@) =0 fir —1l<z<+41,

n==00
ja es existiert sogar eine numerische Konstante ¢, daf

_ 1 .
1) |P@) < ey, —l<z <41, n=12..00
( ) l ( )l \/n \/1 —2,‘2 )
Also ist
8Mc 1 1
43 H, (x)— =9 e
Ist also n gehorig grof, so ist

(44) | H, @) —f @] =29,
und daher

lim H,(x) = ), w.z. b. w.

n =00
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Es ist bemerkenswert, wie wenig bei diesem Konvergenzbe-
weise von den Eigenschaften der Liegendreschen Polynome und
ithrer Wurzeln benutzt wurde.

Auaf Grund der Abschidtzung (43) kann ich zu Theorem VII
hinzufiigen

Theorem VI. Ist die fiir — 1 = x = +4 1 beschrinkte Funktion
f () mm Intervalle a = x = b uberall stetig, (wo —1=a<<b=+1),
so konvergiert dic mit G au ff schen Abszissen gebildete Folge von Trep-

penparabeln
H, (), H,(), ... H(2), ...

im Intervalle a46 = x = b— 6 gleichmiflig zu f(x), wie klein auch
. die positive Zahl ¢ sei. Ist also speziell f(x) wm ganzen Intervalle
— 1 = o = +1 stetig, so konvergiert die Folge der Treppenparabeln
im Intervalle —14+6=2=1—0 gleichmiflig zu f(z), wie klein
auch die positive Zahl ¢ sei.

§ 5. Die Treppenparabel an den Endstellen z = *1 bei
Gaussschen Abszissen. Anwendung auf die Gausssche
mechanische Quadratur.

9. Interessant ist, im G aufschen Falle, das Verhalten der
einzelnen Treppenparabel, und dann der unendlichen Folge der
Treppenparabeln an den Stellen z = ®1.

Es sei H(x) das Polynom (2% — 1)-ten Grades der durch die
Punkte (z,, ), (z,, ¥,), - . . (%, ¥,) gehenden Treppenparabel.

Nach Voraussetzung verschwindet H'(x) an den Nullstellen
Zyy Lyy ... 7, des Legendreschen Polynoms P, (x). Also ist

(45) H'(z) = K(x) P, (z),
wo K(z) ein Polynom (n —2)-ten Grades bezeichnet. Aus (45)
folgt nun durch Integretion

+1

+1
(46) H'(@)ds = H(+1)— H(—1) = f K (z) P,(2)dz = 0,
1 .

(nach der Grundeigenschaft des Legendreschen Polynoms:

+1
| @ R@E =o,

wenn p(z) ein beliebiges Polynom (n — 1)-ten Grades bedeutet).



80 Leopold Fejér,

Nach (46) ist also
(47) H(+1) = H(-1),

d. h, im GauBschen Falle, hat das Treppenpolynom fiir + 1 und , <
— 1 denselben Wert. n ,

10.  Die Gleichung (45) liefert aber noch

M50V e, b T

BRRGESad ae

"

+1 +1 |
48 H' () de = K (@) P,(@)dz = 0,
48 [ am @i [ ex@r@

—1 _

TN

ebenfalls in Folge der Grundeigenschaft der Ie gendreschen

Polynome. Aus (48) folgt, durch partielle Integratiom, und mit
Riicksicht auf (47)

+1 +1
f :vH'(a:)dx: 2H(+1)— H(x)dx:O,
also
1 p+1 5
(49) H(x 1) = o H(z)dzx. s

Die miteinander gleichen Endordinaten & (+1) und H(—1) der

+1
Treppenparabel haben also den Wert %f H(z)dz.
—1

+1
Was bedeutet f H(z)dz?
—1

Es seien 2, «,, ... n die Nullstellen des n-ten Legendre-
schen Polynoms, (die man sich etwa der GriBe nach geordnet denken
kann). Es seien Y11 Y55 - .. y, beliebige gegebene reelle Ordinaten.
Duarch die Punkte @, 9.), (@,9,), ... (Z,, ¥,) geht eine n-fach un-
endliche Schaar von Parabeln (27 — 1)-ten Grades, die ich die
»GauBsche Schaar von Parabeln (27— 1)-ten Grades nennen
méchte, (weil die Abszissen Ziy Zys ...z, der gegebenen Punkte
@, 9) (7., 9), ... (., ¥,), durch welche alle Parabeln der Schaar
hindurchgehen, eben die GauBschen Abszissen sind.)

Der beriihmte G auBsche Satz besagt, daB gimtliche Parabeln.
der n-fach unéndlichen GauBschen Schaar fiir das Intervall (—1,

+1 :
+ 1) gemeinsamen F ldcheninhalt ) haben, d. h. [ G (z)dz hingt

Y—1

1) Jacobi beweist dieses G auBsche Theorem bekanntlich in folgender
Weise. Es sei Yy = G(x) eine beliebige Parabel der GauBschen Schaar, die
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ML Von y., 4., ...y, ab, wenn G (z) ein beliebiges Polynom
(27— 1)-ten Grades bedeutet, und Y95 90 - Y, die Werte von G (z)
fir z,, z,, -+ Z, bezeichnen. Dieser fiir die Parabeln der GauB-
schen Schaar gemeinsame Wert des Flicheninhaltes heigt der
»Wert der GauBschen mechanischen Quadratur®,

Zur G-auBschen Schaar gehdrt nun (auBer der Lagrange-
schen) auch die, durch die Punkte @, 9), (2, ). (z,, Y,) ge-
hende Treppenparabel ¥y = H().

_ +1
= Also bedeutet f H(z)dz den Wert der GrauBschen me-

chanischen Quadratu;
Ich habe also das folgende Theorem erhalten :
Theorem IX. In Fail. G auflscher Abszissen Zy Zyy ... 2, sind

die Endordinaten [ (+ 1) und H (= 1) der durch die Punkte (z,, Yy,
(Zy ), ... () Y,) gehenden Treppenparabel enander gleich, ung gleich

+1
dem Mittelwerte % f H(z)dx des Treppenpolynoms H (@) fiir das
—1
ganze Intervall — 1 << 4 =+1, 4. gleich der Hiilfte des Wertes
der Gaufschen mechanischen Quadratuy.

11. Theorem IX iiber die Treppenparabel gestattet eine inter-
cssante Anwendang auf die Ableitung deg expliziten Ausdruckes
tir den Wert der GrauBschen mechanischen Quadratur. Nach
Theorem IX, (s. GL (49)), ist dieser Wert

(50) +-111(x)dx = 2H(+1).

—1
Da aber, lant G1. 9), (10),

—

durch die Punkte (1, y3), (2o, Yo), ... (Tn.¥,) geht, und es sei y — L(z) die
durch diese Punkte gehende Lagrangesche Parabel. Dann jst

G@—L() = E() P, (),

wo K(x) ein Polynom (n —1)-ten Grades bezeichnet. Also ist, in Folge der
Grundeigenschaft der Legendreschen Polynome,

1
j+mm—umm=m
—1
1 1
f+ G(x)dr = f L(x)dx, W. z. b, w,
-1 —1

Egl. Ges. 4. Wiss, Nacbrichten, Math.-phys, Klasse. Heft 1. 19186, G
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» 1 —-2zxz, + P,(x '
H@) = 2 yk—‘lw"ﬂi( @) x,>>’

v 2 —al \Pa)(e—

also ist
n 1

51 H(+1) = H(—1) = .
) (1) = HCD = Z S @@’
and Gl. (50) liefert
52 T . 2
2 f_l (Byde = 2 WT=a) (P,@)

Der Wert der G auf3schen mechanischen Quadratur, fir die ge-
gebenen Ordinaten Y,y Yas -+« Yns ist also gleich

(53) yxg1+yzgz+"'+yn.{lvn

wWwo

(54) gy = o =12 ..n)
A —a) (£ (@)’ Y

Die positiven ,G auf} schen Konstanten® gy Gay -+ n ( derer
Summe gleich 2 ist) wurden in dor Form (b4) durch C hristoffel’

bestimmdt.
Hier wurde das Christo ffelsche Resultat mit Hilfe de

Treppenparabel gewonnen 2.

§ 6. Konvergenz der Folge der Treppenparabeln fir z =
%1 bei Gaussschen Abszissen. Der Satz von Stieltjes iibe
die Konvergenz der Gaussschen Quadratur fir limn = «

12. Theorem X. [Es sei f(x) fir —1=z=+1 beschrin
und im Riemannschen Sinne integrabel. s set

H (z), H,(z), - - - H (z), ...
die Folge der Treppenparabeln , fir G auflsche Abszissen. Dann

1) E. B. Christoffel: ,Uber die GauBische Quadratur” und eine Vers
gemeinerung derselben®, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd.!

Seite 69, (1858) und: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd. L. 8. 66, 19
9) Ich habe zur Herleitung der Christoffelschen Form der GauBsct

Konstanten die Relation f+ 1H(:z:) dx = 2 H (& 1) beniitzt. Man kann aber at
—1

durch Aupswertung von f+lH(a:)dx kurz zum Ziele gelangen, wie mir H

—1
Karl Jordan freundlichst mitgeteilt hatte.
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und
: 1ttt
(56) lim H,(£1) = f f(2) dz.
n == 0o 1

D. h. die Folge der Treppenparabeln ist an den Endstellen z —
* 1 konvergent, und konvergiert zum DMittelwerte wvon f(x) fir das
ganze Intervall (—1, + 1).

Beweis. Da, nach Theorem IX,

1 Tt
H(+1) = “2”_[ H, (@) dz,
—1
also ist die Behauptung (56) dquivalent mit der folgenden:

(57) im [ H (e — f @,
—1

n=00+J_ ]

41
Nun ist aber, nach Theorem IX, / H, (z)dx der Wert der
—1

(auBschen mechanischen Quadratur fiir die Funktion f(x) beim
n-tem Schritte, also ist die Behauptung (56) mit folgendem Theo-
reme dquivalent: _

Der Wert der G aufischen mechanischen Quadratur beim n-tem
Schritte [iir eine im Intervalle (— 1, +1) beschrinkte und im Rie-
m annschen Sinne integrierbare Funktion f(x) konvergiert fiir limn = oo

+1
gum Integrale der Funlktion f f (x)dz.
1

Diesen Satz hat Stieltjes!) gefunden, und ihn mit Hilfe
einer schonen Methode bewiesen. Berufe ich mich also auf den
Satz von Stieltjes, so habe ich die GI. (67), d. h. Theorem X,
bewiesen.

13. Ich habe mich beim Beweise des Theorems X auf den
Beweis von Stieltjes gestiitzt, den er fiir sein Theorem iiber
die Konvergenz der GauBschen Quadratur fir limn — co mit
seiner Methode gegeben hat.

Ich méchte nun in dieser Nummer andeuten, wie man den
Stieltjesschen Satz auch mit Hilfe der Treppenparabein recht

1) Th. J. Stieltjes: Quelques recherches sur la théorie des quadratures
dites mécaniques. Annales de I'Ecole Normale Supérieure, sér. 3, Tome 1, 1884
und Qeuvres completes, Tome I, pag. 317, (Groningen, 1914).

6*
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intuitiv beweisen kann. Der Stieltjessche Satz besagt, dafB
die Folge

+1 +1 +1
H,(x)dm,f A,(z)dz, ... f H (@)dz, ...
—1 —_1 —1
o

zu f f (x)dx konvergiert, wenn fx) fir —1=z=+ 1 be-
—1 e

schrinkt und im Riemannschen Sinne integrabel ist. Fir solches
f () ist aber die Folge der Treppenparabeln

H (z), H,(z), ... H,(®), - -

fir —1 =<2z =+1 beschriinkt, und sie konvergiert zu f(z) an
jeder Stelle z, an welcher f (z) stetig ist. Daraus kann man, nach
einem Satz von Lebesgue, sofort schlieBen, dafl

41 +1
lim A, ()ds = f f(@) da.
—1

n=o00v . _1

Man kann aber hier auch ein Raisonnement von Hurwitz?)

anwenden.
Wenn f(z) im Intervalle —1 =2 < 41 iiberall stetig ist, so

+1 +1

folgt lim H,(z) = f f (z) dz einfach aus dem Umstande,
n==~0Cv__1 —1 ‘

" daB H, () fir imn = oo im Intervalle —14+o6=x=1—0, wWo

¢ = 0, gleichmiifig zu f(x) konvergiert, und daf die unendliche

Tolge H,(x) beschrinkt ist im Intervalle —1 =z =+1.

14. Den Satz von Stieltjes kann man {ibrigens auch mit
Hilfe des W eierstraBschen Satzes iiber die Approximation einer
Tunktion durch Polynome leicht beweisen.

Teh betrachte hier nur den speziellen Fall, wo f(z) im Inter-
vall —1 <z < +1 stetig ist.

Es bezeichne @, [p(z)] den Wert der Gauf schen mechanischen
Quadratur beim. n-tem Schritte fiir eine beliebige, 1m Intervalle
—1=<x=+1 beschrinkte Funktion ¢ () (Es ist allgemein
Q19 @) +¥(@)] = Lalo@)]+ Llv(@)) '

Nach dem Satze von Weierstraf kann ich, wenn ¢ eine
beliebig kleine positive Zahl bedeutet,

(58) fla) = F(z)+el@)

1) A. Hurwitz: Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funk-
tionen: Math. Annalen, Bd. 57, 1903, pag. 433.
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setzen, wo F(x) ein Polynom von x bedeutet, und |e(z)| <& fiir
—~1=z=41. Es ist nun

(69) QIF @) = Q. [F@)]+ Qule @),
und wenn n > [%}, (wo v den Grad des Polynoms F'(z) bedeutet),
so ist, (nach dem G auBschen Satze),

+1
QIF@) = [ F(o)ds,

V1
so daB also

+1 :
(60) Q@) = [ F@is+ e,k @)

—1

Nun ist aber einerseits nach (60), (mit Riicksicht auf das
Theorem in No. 11), '
n
(61) Se 3 g = 2,
k=1

+1
0, [f @] — f F()dz

—1

andererseits, auf Grund von (58),

1 +1 1 t
(62) f F(z){zx—f F@)de| = /f @)z = 2,
—1 —1 — 1 . !
also ist, mit Riicksicht auf (61) und (62),
. +1
(63) WIr@I- [ f@)in] <4,
—1
wenn nur n gehdrig groB ist. Das besagt
+1
(64) lim @,[f(#)] = f f(@)dz, w. 7. b. w.
n =00 —1

§ 7. Konvergenz der Treppenparabeln bei Tschebyscheff-
schen Abszissen. Eine Bemerkung. :

15. Theorem XI. Die Funktion f (z) sei im Intervalle —1 < x
= +1 beschrinkt. Dann konvergiert die fir die Tscheb yscheff-
schen Abszissen gebildete Folge der Treppenpolynome

(65) H,(@2), B,(@), ... Hy), ..
der Funktion f(z) an jeder Stelle = des Intervalles — 1 =r=+41,
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wo die Funktion f(x) stetig ist, sum Grenewerte f(z), und sie kon-
vergiert gleichmdfiig im Intervallv a+o =2 =b—e, wenn f(x) im
Intervalle a < z < b stetig ist. (Hier ist —1=a<b=+1, 6=>0)

Ist die Funktion f(x) im gancen Intervalle —1 =« = +1 stetiy,
so konvergiert die Folge (65) der Treppenpolynome im ganzen Inter- -
valle — 1 < x < +1 gleichmdfig.

Der Beweis dieses Theorems ist auf Grund des Theorems 1T
iuBerst einfach, und ich méchte ihn also hier nicht guseinander-
setzen. Es sei aber darauf hingewiesen, daB im Falle Tscheby-
scheffscher Abszissen die Endstellen —1 und +1 des Intervalles
Jeine Ausnahmestellung haben, wie im Falle der G aufBschen Ab-
szissen.

16. Bemerkung. Sind z,, z,, ..., die G aufBschen Abszissen,
und @ () eine Parabel (27 — 1)-ten Grades der durch die Punkte
,, 1)y @, Ys)y - -+ (@,, ¥.) gebenden Gaull schen Schaar, so hat

+1
f G (z)dx denselben Wert fiir jede Parabel G(z) dieser Schaar.
—1 .
(G auBscher Satz) Diesem Satze ist der folgende analog: be-

deuten z,, z,, ...z, die Tschebyscheffschen Abszissen, und
M (z) eine Parabel (27 — 1)-ten Grades der durch die Punkte (x,, y,),
Tyy Yo)y + v (Tny Yn) gehendén ,Tschebyscheffschen Schaar® von
Parabeln (27— 1)-ten Grades, so hat

+1 3
66) j ELIC RN

1 Vl—x?

denselben Wert fiir jede Parabel der Schaar. (Mehlerscher n
Satz.) ) o

Beweis. Es sei L(z) die Lagrangesche Parabel, welche
durch die Punkte (z,, ¥,), ®,, ¥s), - - - (@, ¥n) geht. Dann ist

(67) M(z)~ L(x) = N(@)T,(),
wo T, (z) das Tschebyscheffsche Polynom, N(z) ein Polynom
(n —1)-ten Grades bezeichnet. Aus (67) folgt: “
+1 _ - 41 ; , -
f MM (x) — L(z) iz — N(z) 1, (x) i —
—1 \/1 —x —1 Vl -z

7T
= f N(cosf)cosnbdb = O,
0

1) F. G, Mehler: Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen,
Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 63, Seite 156, 1864, und
E. Heine, Theorie der Kugelfunctionen, (zweite Aufl.), 1878, Bd. I, 8. 22.
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(weil N(cost) die Form a,+ e, cosd +--- +a,_, cos(n — 1)8 hat), d. h.

+1 3 +1
(68) f \/1%1—(?—)? dr = f \/f—@_{ dz, w.z.b. w.
— — & —1 — X

Anhang. Uber trigonometrische Interpolation.

17. Es sei f(8) eine im Intervalle 0 = 6 =< 2x beschrinkte
und im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion. Es sei

(69) s(0) = »921+alcose+blsin6+---+a,,cosn()+bnsinn9

die Summe der ersten (#+ 1) Glieder ihrer Fourierschen Reihe,
also

1 2
4 = — f{)cosktdt,
0
(70) _r
b, = — f()sinktde, (k=0,1,2,...%).
T Jy

Ersetzen wir in den Formeln (70) die Infegrale durch Swmmen in
folgender Weise:

1 2z 27 2

2n
g, = ) 27 ' | — 2 i
A, = - ?2"‘*‘11;20“67)%8/0678 2n+1v§0f"cos c9,,
(71) .
1| 2= 22 : 2
L L ol —
B, 71:(2n+1,,§0f(6’)sm y Zn+1,,§0f'smk6"
(k=20,1,2,...n),
WO
- 2x
2y f, = Y onTET fr=10), v=20,1,2,...2n),

Dann erhalten wir statt der Partialsumme (69) das trigono-
metrische Polynom
4,
2

Es ist leicht einzusehen, daB S(f) dasjenige trigonometrische
Polynom n-ter Ordnung ist, welches an den (2n 4 1) Stellen
74) 6, 0,0, ...0
lie Werte

73) S = +A,co80+B,sinf+---+ A, cosn 0+ B, sinno.

2n




]88 Leopold Fejér,
) f07 fn fz* e fan

annimmt. Denn nach Dirichlet ist

sin (2n + l)i—g—i

» 27
(76) 0 = 5= [ 0 2,

0 sin —5 —
2

also erhalte ich, das Integral nach den Stellen 6,, 0,,... 6,, durch
eine Summe ersetzend, fiir das trigonometrische Polynom S(8) noch
die folgende Form:

. . h,—6
1 9y 2n sin(2n+ 1) =
50) = ?;'mwﬂg F&) . 5, —0 =
sin —t—=—
il 2
(77)
. H,—H
om sin (27 4 1) ”2~—
= 2 f(6|) 6 __:7)‘.
v=0 (2n+1)sin—"—2«——
Aus dieser Form von S(0) ist nun ersichtlich, daf
(V8) S(ev) =1, (v=031:21"'2n)-

S(#) ist also in der Tat das Lagran gesche trigonometrische
Polynom n-ter Ordnung, das an den (2n + 1) dquidistanten Stellen

2z .
‘00,9”...9,", (07———_—' ‘Um, v = O, 1,...271), die Werte fo,’
fis .- fr, annimmt.

13. Ich betrachte nun

- a o+ 1-=7% .
4 §) = —° i o ;
(79) m () 5 +k§1 . (¢, cosk b + b,sin s 0),

das arithmetische DMittel der Partialsummen s,(9), 5, (8), ...5,(0) der
Fourierreihe. Die Koeffizienten seien wieder durch Summen
ersetzt, jetzt aber nach (n+ 1) dquidistanten Stellen

2x

1’2+1’ (‘U_=O,1’2’_“n).

(80) » g, = v
" Ich erhalte so das trigonometrische Polynom

81) M®) = —%"——}-«x,cos@+ﬂ,sin6+-~-+u,,cosn6+5,,sinn6,

wo
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2= 2

= MG S ey
(82) (h=101,2,...n),
2(n+1)—=k) 2 .
= L8
B. i 1) Vgof,.sm ,
2x .
H, = L £, = 1,. (r=10,1,2,...n).

Fiir 21(5) kann ich aber auch eine andere Form erhalten, in-

dem ich aus der Formel fiir das arithmetische Mittel l) der Fou-
rier reihe

sin(n+1)ﬂ '

1 Ax
B m) = s [ fi) , at
e | sin 5

ausgehe. Dieses Integral durch eine Summe nach den Stellen 8,,
6,,...90, ersetzt liefert:

1 . sin (n + 1) QL_)‘—“
M) = LaT _ s
@ 2n+ 1z n+1 ,,g F8,) sin 6,—8 '
' 2
oder
. H, —
n sin (n 4+ 1) -
(84) M@ = 3 f 6 3
v=0 (N. + 1) Sin ;2**

Aus diesem Ausdrucke fiir M (#) ersieht man sofort, daB
MO, = (v =0,1,2, ...7n).

Das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung M(9) nimmt also an
den (n+ 1) dquidistanten Stellen

v7

2x 2n 2n
eo = 07 01 - n+‘I" 62 == 2n+1 y e e e 6" = N ’;{:{‘:’1’
der Reihe nach, die Werte
for oo fas oo fa

an.

1) L. Fejér: Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes-Rendus, 10’
décembre, 1900, und Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Annalen
Bd. 58, 1904.
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Die merkwiirdige Interpolationsformel (84) hat, auf Grund
meiner Formel (83) fiir das arithmetische Mittel der Fourier-
reihe und auf dem eben mitgeteilten Wege, Herr Dunham Jack-
son') aufgestellt. Herr Jackson beweist auch, da8, gerade so
wie die arithmetischen Mittel der Fourierreihe von f (9)

m, (8), m (8), ... m,(8), ...,

so auch die Interpolationspolynome von f ()
M,(0), M, (0), ... M, ®), ...

gleichmdfiig zu f(#) konvergieren, wenn die nach 2z periodische
Funktion £ (8) im Intervalle 0 < § < 2x stetig ist.

19. Das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung M (6) nimmt,
wie wir gesehen haben, an den Stellen 6, 6,, ... 6, die Werte £,
fis - fa an.

Ein trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung ist durch seine
Werte fiir den (n+ 1) Stellen 0, 6, ...0, natiirlich nicht bestimmt ;
es gibt vielmehr eine n-fach unendliche Schaar von trigonometri-
schen Kurven n-ter Ordnung, die durch die Punkte (04, fo)y Oy, Fs
-y« (84, 1,) der (8, /)-Ebene gehen. Die Jacksonsche Formel
greift nun eine ganz bestimmte trigonometrische Kurve n-ter Ord-
nung aus dieser n-fach unendlichen Schaar heraus. Wie kann man
diese ganz bestimmte Kurve der Schaar unabhingiq von der Formel
(84) charakterisieren ?

Die Formel (84) zeigt, dafy

(85) | —sa=t = 0, fir 0 = 0, 0,, ... O,l.‘

‘D. h. M(8) ist dasjenige trigonometrische - Polynom n-ter Ordnung,
welches an den Stellen 9, = v%, (v=0,1,2 ...n), die Werte
for fis fas -« - [ annimmt, und dessen Ableitung an diesen Stellen ver-

schwindet ®).

1) Dunham Jackson: A formula of trigonometric interpolation, Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, Anno 1914, 1° semestre, Tomo XXXVII,
Seite 371, Adunanza del 24 Agosto 1913. — Vgl. auch im Jahresbericht der
deutschen - Mathematiker-Vereinigung, Bd. 22, 1913, Mitteilungen und Nachrichten,
Seite 206: Gottinger Mathematische Gesellschaft, Sitzung vom 28. Oktober 1913.
Hier hat Herr Georg Pd6lya freundlichst referiert iiber meine Untersuchungen
beziiglich der Formel (84).

2) Es gibt nur ein einziges trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung fiir
diese Daten, dasjenige, welches durch die Formel (84) geliefert wird. Gibe es
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Die Jacksonsche Kurve (84) ist also die durch die Punkte
s fo)s (0, 1), . (8,,f,) gehende Jtrigonometrische Treppenkurve
-ter Ordnung“?),

Ich bemerke nur noch, daf die Abszissenverteilung

36) 0,, 0 6

0 1y v n

2x

97'—9‘,_(:;;*1—, ’VT-:],Z,...“,
n gewissen Sione genau der G aufschen Verteilung entspricht.

Betrachtet man nimlich die #-fach unendliche Schaar der tri-
onometrischen Kurven n-ter Ordnung, die durch die Punkte
by fo)y 8y £1) - .. (8, f,) geht, so haben diese, fiir das Intervall
) 2m), alle denselben Fldcheninhalt (der gleich 2x f°+f’n+_*_"1'+f"
t). Die Abszissenverteilung (86) ist durch diese Eigenschaft
harakterisiert. '

’

imlich noch ein zweites 31, (0), so miite Jf, (8)— M (0) far 8, 0,,... 0, doppelt
rschwinden, also M, (8) — M (6) = 0, M, () = M(0). — Ich bemerke noch, daf
n solches M () fir den ersten Augenblick sogar als iberbestimmt erscheint ;
od doch an das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung (25 4 2) Forderungen :
"(8o) = fo, M(0,) = fis .. M(0,) = [, M’ (B) = M’ B)=... = M (8,) =
: 0 gestellt. Sind aber die ersten (2n -+ 1) Forderungen befriedigt, so ist die
tzte: MM’ (6,) = O von selbst befriedigt, weil fiir ein beliebiges trigonometrisches
Jlynom n-ter Ordoung T'(6) die Relation T (6,) -+ ') +4---+T'(8,) = O
steht. :

1) Am Schlusse seiner Arbeit gibt Herr Jackson auch interessante para-
lische Interpolationskurven an, die er durch die Substitution x = cos § erhait.
iese Kurven sind, fir gerades n, Treppenparabeln, im Sinne dieser Arbeit.




