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ARALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions bornées et intégrables.
Note de M, Leéovorn Tesen, présentée par M. Picard.

o« On sait que, sila série zag est convergente, la limite
¥ m—

O = Ty~ o o= Ty

{1} lim -

existe et est égale & E.-I,,‘ oll ,_, désigne la somme an,
1 L=1]
# Nous devons ranger, parmi les séries divergentes les plus simples,
les séries pour lesquelles existe au moins la limite {1). Une série diver-
gente de Lelle sorte est la suivante :

{2) ;nns&—r— cos2d + ...+ cos(n — 1)F+....

Ici I'on a

{:3} T+ H et Oy 1 I — Gisg g
T

et done {poor §2 247}
lim

n Nous voulons d'abord déwontrer gue la série de Fourier d’une fone-
lion bornde et intégrable appartient & la classe des séries pouar lesquelles
Ia limite (1) existe.

» Avec plus de précision, on a le théoréme :

w 1. Soit f{a) une fonction bornde et intdgrable dans Uintervalle o,2=,
c'est-i-dire de o & 27, en ¥ comprenant les extrémilés £; alors la série de
Fourier correspondante a f{x) -

(&) #J{mfl:ct}{fﬂ-upzu[i.{mf{ﬂ}MH{E—-i-'[’:l'l!fn]
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peut étre divergente; mais en tous les points @, pour lesquels /(&) est
continue ou posséde une discontinuitd du premisr genre [e'est-a-dire
S{x+ o), f(x — o) sont finis, mais distincts], la limile
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exisie et est égale 4§ [f{x + o)+ /(z —0)], oi 5,_, désizgne la somme
des n premiers termes de la série (4).
v En effet, en employant l'identité (3), on a

L T T bt uk. e R __ 1 ’ﬂl—-r,'.{mu{u:—;::']
(5) n =%=oz i _|".'_Eu;|:“_in'|:“J‘£"

v Soit f{«) continu en . Alors étant donné on nombre § aussi petit
qu’on veul, on peul fixer un antre nombre ¢, tel que

| Sz + ) — fla)| B

lorsque |4 |%:. Nous poavons éerire
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= Mais si nous désignons par M le maximum de la valeor absolue de

Sz} pour 'intervalle o, 2=, nous avons

i f‘_‘ B 1 Mz —4)
aan ' W omil— ense )

e [t M[ax— {2 +41}]
‘.H'I-'.l.' ‘{ w1 — cosg)

et appliquant le premier t.]:&ﬂrl":amn de la moyenne (ce qui est possible, car

I—eoER{e—a)
T — oo =] n'est jamais négalif)

_ ¥ cosn2— x)
=—[f('”}+“]m}: (e a) Wt
ot || <& el lime, = o.

v Nais on peut décﬂr.‘ﬂp-uﬁﬁr
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Les denx Ltermes entre crochets tendent vers o pour 2 ==. Or, en appli-

quant I'identité (3

i e endn{a— &)
agw |—r,u3-a.|:n:—J:] d:"_'l'

Sa(@) = [flfw} ] (U )+,
ot lim ] = o, et par suite, si n est suffisamment grand,

o |Sa() — (=) | < 2k,

on aura donc
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o On pent traiter de la méme maniére le cas d'une discontinoité du
premier genre, et le théoréme est élabli.
» Remarquons maintenant que l'on a pour une fonclion bornée et dnte-
grable le développement

Slo) =8+ (5 =8 +...4+ (8, —8)+....

» Mais, d'aprés la définition de 5, sous (5), on a

" ! —ijoes{r— ) +.. .4 —1){z—
$“=11=J{‘ ﬁ:“}ﬂ +{n Y| :tr}ﬂ__ eos(n—1){ .z}dd_

=g = by COSE - oy BINT 4 . o A g COBA — 1Ty SINA — ],

# (o peot done conclure
» II. Une fonction borade et intégrable admel un développement

YA

ot fe terme gendral est une suile finie de Fourier.

s La série converge pour toutes les valears de ar, oi /{2 est continu,
ou possede une discontinuilé du premier genre, et a poor somme
it (e+o0)+f(z —o)] ]

» Remargues. — On voit aisément que U'intégrale S,(x) converge uni-
formément vers f(x) dans un intervalle b, ¢, ol f{2) est continu sans
ewception, ¢'esl-i-dire on peut trouver une série finie de Foorier : §,(x),

telle quea
' |8u(m) — f(=)] <,

sin>N pour tows les points de b, ¢. De ce fait résulte le théoréme de
Weierstrass :

v Une fonction continue admel un dépeloppement if,{::j, ot fo{=)

désigne un polynome. ( Voir aussi la Note de M. Picard, Compies rendus,
t. CXIL; 18gu1, et Tradd d’ Analyse, t. 1)
» En partant de I'équation

1 M 1—v? .
W) =352 [ mrrmmeyee ADE = Sl
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valable pour r <Z 1 oil

O
ay = iftwf(ul-}cngn(x}-—?}cﬁp (R=1,2,...,%}

on peut, avec application du théoréme [, donner une théorie générale et
noovelle de 'intégrale de Poisson. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la methode de la moyenne arihmétique
de Neumann. Note de M. W, Svesvorr, présentée par M. Picard.

« 1. Soit (5) une surface zatisfaisant aux conditions du théoréme I de
ma Note précédente (Sur les fonctions fondamentales et le probléme de Di-
richiet ).

v En posant dans les équations (1) de la Note citée g = p, p etant la den-
sité d’une couche électrique en équilibre sur {8} ('), nous obtiendrons les
fonctions de M. Poincaré ( Acta mathem., t. XX; 18g6 ).

» On peut démontrer les propriéiés suivantes de ces fonctions fonda-
mentales que nous désignerons par V(s =0, 1,2, ...}

av ¥ av
e, Smonln e i
(1) V, = 'L’?fv,f’}?eﬁ i liatérieur de (S),
1+ cosd .
(2) BV, = “U_Fmﬁv,?.s; sur (§),
_ ol &, u,, m, sont des constanles positives,
m. ="k ﬂ.
F e |Ll'

Quant i g, il est égal i zéro pour s = o et différent de zéro pour Loates les
antres valeurs de s, & partirdes =1, ....
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('} J'ai démontréd existence de p dans ma Note du 6 mars 18gg [voir auszi mon Ma-
moire  Les méthodes géndrales, e (Annales de Towlouss, L II; sgoal].



