BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK
ALSO KORLATJAROL.

Bevezetés.

Ismeretes A, Markorr® kovetkezd tétele:
Legyen [(2) tetszdleges n-edfoki polinom, melyrea —1<2z <1
szdmkdzben

F@)<1; : (1)
1@ | < n% )

s az eqyenldséq csak a z= 4 1 helyeken dllhat fenn. A széls6
értéket szolgaltaté polinom - cos(n arc cos z).
A fenti tétel mds alakban: ha f(2) n-edfok polinom, akkor

akkor ugyanitt

max | f(z)]
—1<z<1

max |f(2)]
—-15221

= nh (3)

Az intervallum bels6é pontjaiban S. Bernstein 2 becsiilte meg
a differencialhdnyados értékét: ha ¢ — 1 <z <1 szdmhkizben
(1) érvényes, akkor ugyanott:

| Bt
relsom— @

A fentiekhez hasonléan kereshetjitk a polinomok differencidl-
hinyadosdnak korlatjat, ha az (1) egyenldtlenség a komplex

1 Uber ein Problem von D.J. MENDELEJEFF. (Oroszul, német kivonattal,)
A szt-pétervari Akadémia kiadvanya. 62 (1889); 1—24.

2 Sur Vordre de lo meilleure approvimation des fonctions continues
par des polynomes de degré domné, Mém. publ. par la Cl des Sc. de
I’Acad. de Belgique. 4 (1912),
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szamsik egy tetszdleges ponthalmazara érvényes. Az elsé ered-
mény e téren Riesz M.? nevéhez fizddik:

Ha o |z]| <1 kor keriletén (1) érvényes, akkor e tarto-
mdnyban

') = n, (5)
s az eqyenldség csak az a.z" polinomokra dll fenn, hol |a|=1.
Vagyis n-edfokft polinomra
g% |f'(z)]
s Lt 0 B (6)
max |f(2)| —
]z1§1_

W. E. SewerLn* ellipszisalakt tartomdnyokra dltaldanositotta
Riesz tételét: Ha a (—1, 1) és (—ai, ai) tengelyii (0 <a < 1)
ellipszis keriletén (1) érvényes, akkor ott

: r %

D e

Szeed (° korlatos, zart, Jompaw ivvel hatirolt M tartomd-
nyokra terjesztette ki Markorr tételét. Szerinte n-edfoki f(z)
polinomokra (¢, és ¢, az n-t6l fiiggetlen dllandok, ¢ > 0 és
tetszéleges)

(7)

If'(zo) | 7
—--r? @] = ¢, (M, z)n2, (8)

ha z, M-nek hatdrpontja, és M pomtjai a z,-bol hizott két
olyan félegyenes kizé esnelk, melyek egymassal a.w sz0get zdr-
nak be (0 <a <2). Tovibbd

|f(zo)|
max cCIF@]

3 Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen
fiir Polynome. Jahresber. d. deutschen Math. Vereinigung. 23 (1914);
354—368,

& On the polynomal derivate constant for an ellipse. Amer. Math,
Monthly, 44 (1937); B77—578.

5 Uber einen Satz von A, Mamrkorr. Math, Zeitschrift. 23 (1925);
45—61. ' ;

< co(M, 7, 3).(L4-0), 9
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ahol z, a stk tctszoleJes pom‘]a Szea6 tétele nagysdgrendileg
pontos.

Fexere M.® leutatta, hogy azoknak a polmomuknak a gyokei,
melyek miatt (9) nem javithato, az M halmazon fekszenek. TurAn
Pir felvetette azt a kérdést, hogy forditva mit lehet kimondani
azoknak az n-edfok f(z) polinomoknak a differencidlhinyado-
sarol, melyeknek gyokel az M halmazon fekszenek, s amelyek
az M halmaz egy pontjiban az 1 értéket felveszik. Ezt a fel-
tételt kielégité polinomosztalyt F(M)-mel jeloljik. A kérdés igy
is megfogalmazhato : létezik-e E(M) polinomjait tekintve

max | f'(2) |
zeM

Bt Tmax[f@)]
it : ; zeM
szdmdra alsd korlit?

TurAn bebizonyitotta, hogy ha M, a (—1, +1) intervallum,
akkor E(M,) minden n-edfoki f(z) polinomjara van M,-ben
olyan ¢ pont, melyben

IF @) =29 n, (10)

és ha M, halmaz az egységkor, akkor E(M,) minden f(2) poli-
nomjara van olyan {eM, pont, hogy

rolz 5 (11)
mely utobbi nem javithatd. Azaz
max |['(2)] ,
b e 0 —
v R e 12
mex [T 25 V2 §
h-iggzggl

ha f(2)eE(M,), és
max ()]
£ = =7 (13)

max |7 (3)]
lzl<1

ha f(2)cE(M,).

6 Uber den absoluten Betrag von Polynomen, welche auf einer
Punktmenge. gleichmdssig beschrdankt sind. Math. Zeitschrift, 26 (1927);
394—344. :
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Az 1. §-ban Turdn (10) alatti eredményét és annak szigori-
tasat talaljuk. Bebizonyitjuk, hogy van olyan

€3y Eay s D RPN

lIA

zérus-sorozat, hogy [(z)ek(M,) esetén bizonyos —1 <¢

pontban :
1@ = ]/-ejsn- : (14)
(14) nem javithato.

A 2. §-ban (10) és (11) dltalanositasat targyaljuk. Legyen M,
tartomdny o SeweLL tételében szerepld ellipszis. Ha f(2)eE (M,),
akkor van olyan LeM,, hogy

7012 max (%2, L ya). (15)

A 3. §-ban megvizsgiljuk, hogy a 2. § modszereivel mely
tartomanyokra talédlhatjuk meg Turin problémdjanak megoldasit.

Végul a 4. §-ban az 1. § tételének alkalmazdsat talaljuk
Ernés PAL egy problémédjival kapesolatban. Legyen f(2)eE(M,)
és legyen f(z) két gyoke kozt alulrol nézve mindeniitt konvex
(vagy konkdv), és ez a két gyok « és B. Akkor

a8l 5 =F (16)
hol Ernés és Turin bizonyitdsa szerint
en < 16, pae (A7)
mig az itt taldlt pontos érték szerint
lim ¢, = 1/ 2. (18)

n—ew

1. §l
a) Turdin PAL bebizonyitotta a kovetkezd tételt: Ha az
n-edfoki f(z) polinom dsszes gyokei a (—1, 1) szdmkizben fek-
szenek és enmek az intervallummak valamely o pontjdban

[f@)] =1, (19)
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akkor van olyan —1 < <1 pont, ahol
If @]z 4 Vn (20)

Legyenek u. i.'az f(2) polinom gyékei 2, Zy..., Zn, €S
—l<z=f=<...=%=1 (21)
Valos z értékek mellett feltehetjiik, hogy f(2) és derivaltjai

valosak.
Legyen elészor a < z,, vagy a > Zn, azaz legyen a—z; el

jele minden i-re ugyanaz. Akkor
Fial=lf@l. IZa—v 2|a a]"Zg
o (22)

>'/“

=
Legyen médsodszor .
i< e < Zist» (23)

A (2 2i+1) szamkozben legyen |f(z)| maximumadnak helye a,
akkor |/(@)|=1, s igy vele osztva a differencidlhinyados
abszoltt értéke mindeniitt kisebbedik. Feltehetjiik tehdt, hogy

a (2, zis+1) szamkozben
[f@)] < 1. (24)

; 2
Feltehetjiik azt is, hogy az (a~ 7_—, a) szdmkozben -
' n

@z 3 (25)

kiilonben ez intervallum egy 8 pontjiban
2

') = |fﬁ: £(|ZH= 93=%ﬂ. (26)
Vn

(28) és (25) alapjan latjuk, hogy zi < a — L < < Zig1s

Vn
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2 7
Feltehetjiik, hogy az (a— T, a) szamkoz ¢ pontjaban
n . _

Ol =15 ™ (@)

kiilénben |f"(2)| e kézben é&llandé eldjeli, @ maximumbhely,
tehat

, f '(G) =0 (28)
es
el o - flns
v e (29)

___ﬁ_

1
—

Jn
12

v

Ismeretes, hogy

=

Pl N1
f(2) e L

Ezt 2 szerint differencidljuk a 2z =¢ helyen, ahol {-t (27) Y
definialja :

FQF"Q — [P o
P 2 R
(30)-bol (25), (24) és (@7} alap]an
RIS b e n_n
rer= (4] -E—iﬁ—%,
sl =% : (31)

Hasonl6an kimutathatjuk, hogy van olyan a <7 <a + —2—:
= n
pont, melyre [f(7)|= —é— V.

Turin bizonyitisdt befejeztiik. Eredményét a 4. §-ban a
kovetkez6 fogalmazdsban haszndljuk fel: Kssenek az n-edfoki
[(2). polinom gyokei a (—1, 1) szdmlkozbe és legyen f(a)=0.
Akkor vammak olyan £ és 7 pontok, hogy
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a— %§C<a<v§a+%:
10|z 4 Vo ra| e |ro|=+ va ||

b) Turin tétele nagysagrendileg pontos, de a kovetkezkép
javithato :

L. tétel. Essenek azn-edfoki f(z) polinom gyokei a (—1, +1)
szdmkozbe és legyen eqy —1 <a <+ 1 pontban |f(a)|= 1.
Akkor létezik olyan —1 <¢ < -+ 1 pont, hogy

n=2, 3 esetén:

O] = %— : (32a)
pdros n = 4 esetén m=4, 6, 8,..

n-—! Ty
17O = %(1—,“ ‘/ +o ,(395)

pdratlan n =5 esetén (n=>5, 7, 9,.

70 = %(1_ VW)"%‘(H Vi_)’-‘—;-—;

Tételimk nem javithato.

Bizonyitas. Keressiik azt a polinomot, mely a tétel feltételei-
 nek megfelel és differencidlhinyadosdnak maximuma a (—1, -4-1)
szamkozben a lehet6 legkisebb. Legyen egy tetszéleges n-edfoki
polinom, mely a feltételeknek megfelel, f(z). Legyen

H, =max |f'(2)]. (33)
—l<a<i
Keressiik g
hy = m;n H, (34)

értékét. Tételiinket nyilvin igazoltuk, ha bebizonyitjuk, hogy
a (32a, b, c) alatt adott értékekkel egyenld.
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Vizsgdljuk meg, hogy H, minek a fiiggvénye! Az dltalinos-
sag megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy
fla) = 1. (35)
Leg‘yenek f(z) = 0 egyenlet gydkei z,, g .., 2y, ahol
T ke g et e S B (36)
A polinom alakja tehat
[(2) =

Keressiik tehait

(2—2,) (2—25)- - (2—2p) 2
(@—2,) (a—2y). . -(@—2p)

(37)

Dy — R (G320, 250 - 3e2h)

értékét, hol H,-t (33) hatdrozza meg. A minimum létezése
WeiersTRrAsSS tételéb6l kovetkezik.

El6szér be fogjuk bizonyitani, hogy H, kisebbithetd, kivéve
azokat az eseteket, mikor mindegyik gyok abszolut értéke 1,
azaz a h, minimumot szolgiltaté polinom esetén g

=l =10 ) (38)

Azutin a megmaradt véges szdmt polinom koézil kivdlaszt-
juk azt, amelyik a minimumot szolgdltatja.

Feltehetjiik, hogy |f(@)| az |f(z)| maximuma a (—1, 1) szdm-~
kozben, kiilonben ezzel osztva [, értéke kisebbedik. TurAn
bizonyitdsdhoz hasonloéan killénvalasztjuk az |a|=1 és |a|=1
esetet.

Legyen elészor |a|= 1. Ekkor (22) alapjin |f'(a)|=

1-;;;) polinom a feltételeket kielégiti és erre H,

értéke % Ezt az esetet tehdt képviselheti a fenti polinom,

mely (38)-nak is megfelel.
Azzal az esettel kell tehat foglalkoznunk, amikor 1étezik olyan
1 = 2, melyre

n
9

Viszont az (

< a<<
Az |f(a)| abszolat maximum ilyenkor helyi maximum is, tehat
f!(@) = 0. (39)

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 5
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TurdN tételének a bizonyitdsdanal littuk, hogy |f'(2)| az a
hely kérnyezetében nagy értéket vesz fel, mig az @ helyen (39)
szerint értéke zérus. Tehdt a-t6l jobbra és balra |f'(2)| a
(—1, 1) intervallumban bizfmyos maximumig novekszik. Legyen
a-tol pl. balra ¢ ennek a maximumnak a helye (—1 <{<1).
Vialtoztassuk meg az [(2) polinomot. f,(2)-re 1gy, hogy vala-
melyik bels6 2z, gyok helyett 2-t, @ helyett a'-t irunk és
fi(a'yvel osztunk. Itt @' az |f,(2)| maximumanak helye a (2, 2)
szamkozben, s ezaltal egyértelmiien meg van hatirozva. U. i.
(39) fennall: fi(a')=0 s RoLLE tételével egyszertien beldthat-
juk, hogy ha a polinom gydkei valosak, barmely két gycke kozt
a differencidlnanyados egyszer és csak egyszer tiinik el. Legyen
| f1(2)|-nek az a' helytél balra es6 els6 maximuma a (—1, 1)
kozben |f/({")|. Be fogjuk bizonyitani, hogy, amennyiben egy-
altaldn van f(2)-nek belsé gyoke, létezik olyan k, melyre

IF1€)] <IF©], ba |d—a|> [z—al, (40)

azaz, ha 2 az « helytél tavolodik. Tegyiik fel egy pillanatra,
hogy (40) mar igaz'olva van. Tavolitsuk el az a helytél balra
és jobbra a leheté legmesszebb az Osszes gyokoket, azaz vigyiik
a —1 és +1 pontokba, midltal az f(2) polinomot kapjuk. Ez a
(38) alatti tulajdonsdggal és a tétel feltételeivel rendelkezik és

(40) alapjén )
: [T | < [FQ1- A

[ fm(&™)| pedig |fm(z)| maximuma a (—1, @) szamkézben,
amit kénnyi belatni. Ha a balra sz6 helyett jobbra sz6t irunk,
a fenti gondolatmenet érvényben marad, ismét [,.(2) polinom-
- hoz jutunk, de most az (a™), 1) szdmkéz fog szerepelni. Igy
[fm(z)| maximuma a (—1, 1) szamkézben kisebb |f'(z)| maxi-
mumanal, (40)nel tehat (38)-at is igazoljuk. (40)-et pedig be-
bizonyitottuk, ha megmutatjuk, hogy amennyiben van bels6
gyok, akkor van koztiik olyan, melyre

M{>0 ha zx < a

dzk <0 haz.>a (22
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egyenlé6tlenség érvényes. E célbol kiszdmitjuk a % értéket,
mely létezik, mert f'({)+ 0. Ha a polinom 2. gyokét megval-
toztatom, daz @ és a ¢ pont helye is valtozik, tehat

alf©l _ 21l | 217 Q|, da_ , Q) d

dz Oz da dz & dm

(43)

A két utols6 tagrol kimutatjuk, hogy zérus. % véges érték,
k

mert a polinom gyokével deriviltjinak a gyoke differencidlhatéan
valtozik. Tovabba

(C—2)(C—2).6—2) \' 1

o= (@a—z)(@—2,). . (@—2y) iwl. ¢—z'’ )
és igy
a r
SO ) @) =0 @)
a (39) egyenlet felhaszndldsdval.
Ha —1<¢<1, [f'({)] helyi maximum, tehat
"¢ =0. (46)
-g‘—k a fentiekhez hasonléan létezik és

Ha [¢]|=1, akkor d{z 0 f"(z) gyokeinek azonos elrendez6-
dése folytan, amit konnyli igazolni. Ha pedig d{= 0, akkor
(43)-ban az utols6 tag nem szerepel.

Hatra van-ﬁl—gz;iﬂ kiszdmitisa. Tekintve, hogy f'(&) =0
esetén
A b A (R S e (9B
: POl 9z ['€): 9m,
tehat , .
' alri@l _ a|f'Ql
de T azk ey o s
— [ Lot sl et
=110l st — et e @)
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Ezeknek a széamitdsoknak a birtokdban (42)-t réviden igazol-
hatjuk. Legyen

iz __1 ihde 1 [ =
h(zy) = Py aiae oy C—z)'(0) o

Err6l kell kimutatnunk, hogy megfelel6 elGjelti. Legyen 2 < .

Ha a (49) alatti kifejezést 2z, fiiggvényeként fogjuk fel, lat-

. 1
juk, hogy a 2, = a helyen eldjelet valt, mert ott az = tag
A

dominal. Kérdés, hogy hol vélt még h(z:) elGjelet? Rovid at-
alakitdssal
1 (f ©

M = T2 \T0

Innen latjuk, hogy h(2:) az @ helyen kiviil csak egy pontban,
az x,-sal jelzett pontban viltoztat elGjelet. Ha =, >a, h(z:)
nem viltoztat eldjelet a (—1, a) kézben, tehst mindeniitt pozitiv,
mert az « pont kozelében az intervallum szélén pozitiv. Ilyen-
kor az Gsszes %< a gyokre igaz (40). Ha pedig =, < a, akkor
minden az (%, a) intervallumba esé gyok megfelel (40)-nek.
Az bsszes tobbi gyokre h(zg) < 0. Ha tehat az (z,, a) kézbe nem
esne gyoke f(z)nek, akko'r minden f-ra h(z;) <0 lenne, tehdit

Y

+¢ g:z: ) - (50)

k=1
o e 00 1 (9} S S
f@ ~ O 7o &P ‘

ha [¢| == 1, (39) és (43) alapjan. Ez ellenmondas. | {51 esetén
tehat van olyan gyok, mely a-ndl kisebb és (40)-nek megfelel.
Ha [¢|=1, linedris helyettesitéssel elérhetjiik, hogy 2z, = — 1,
= 1 legyen, s kozben a differencidlhanyados kisebbedik.
Feltehetjiik tehat, hogy ilyenkor f({)= 0, viszont f'({) == 0, tehat
azt kell igazolnunk, hogy @ > 2. esetén:
i 1

- — >0,
a— 2y S -
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ami {= — 1 < 2 esetén evidens, {= - 1 esetén kénnyen iga=~
zolhat6, mert a—z, <1—2z..

2,>a esetén a bizonyitds analog. Ilyenkor azt kell igazolnunk,
hogy van olyan 1> 2z > a, melyre h(z)<<O. :

(40)-et és vele (38)-at tehat igazoltuk. Azok a polinomok
tehdt, amelyek h, értéket szolgaltathatjak, (38), (37) és (39)
alapjan : :

wic nt : i —k
fk(ﬁ)-—w(i*z) (1 +z—*. (51_)_

k=0, 1, 2,...., n)
Az fx(z) és [nu(2) polinomok egymds tiikorképei, elégséges,
tehit a £k < < esetekkel foglalkoznunk. Jeloljik az (61)-b6l (33)

2
alap,]ﬁn adodo értéket Hy(k)-val, akkor H,(0) = 9, s Ho(1) >
2, tehat n=2, 3 esetén h,= —-, ami éppen (32 a).

k=2 esetén |fi(z)| két maxlmumot vesz fel a(—1,1) szdm-
kozben, jeloljiik ezeket H,(k) és Hy(k)y-val. De Hp(k) = Hp(n—Fk) és

Hi(k) =
n?x k—1 n—k—1
g n—k ; k :
_QV(n—i)k(n—k)( 'l/-k(nﬂi)) (H (n—k)m—1)

Paros n esetén eljarasunk a kovetkez6: nyilvén

Hy1) = ¥ Hill) Bl =
E‘/ m—1)—  n— Fc)"x ) (1_ n—-k) o
€ /
1

=
n

fiv

k(n—Fk)

1 \k—1 1 \n—k—t !
és ha vizsgaljuk a g(k) = (1— E) (1— n—f:) fiiggvényt

a (2,%) intervallumban, ott ¢'(k) <0, tehat

(1_ Tic—)kii(l'— nik)n-—!o—lg (1_%)?—2
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Vagyis
Hyl) = I ANyl (1 L )'ff‘__
= n—1r—1pr—2 — {n—1 n—1 L&
-3
o 2
(32 b) tehdt be van bizonyitva, ha n = 4 esetén
n
H,(0)= Hn(—g—),
vagyis ha
E} L 1— 1 )HT_Q
2= ¢n—1 ( n—1 :
ami igaz.

(32 ¢) igazolasa hagonloan, de joval bonyolu[tabb szdmitas alap-
d};(k) <0, ha k > 2,
és hogy Hj, ( — ) =t H”( = ) Ezek igazoldsa nem sziiksé-

ges, igy az L tétel blzonyltasat befejeztiik.

jan torténhet. Be lehet bizonyitani, hogy

2. §.

@) Tekintsiik a komplex szdmsik azon ellipszisét, melynek
nagytengelye a (—1, +1), kistengelye a (—ai, ai) intervallum
0 < ag 1). Legyen ezen ellipszis belsé és hatarpontjainak
dsszessége: & és keriiletének egy pontja 2z, Akkor érvényes a
kovetkezd

II. tétel. Ha f(z) n-edfoki polinom gyokei & zdrt tarto-
mdnyba esnek, akkor

160 |2 g f = S5 1] 69

A bizonyitasban az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet-
jiik, hogy = -
f (7) = 1.
Két bizonyitast is adunk. -

Vizsgaljuk a
L-ka. 1—a i)

2= e““( (e

9 ¢ G)
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figgvényt. Ez a |{| =1 egységkért & keriiletére képezi le

és oft
A8
dr

= y1+a =25 (54)

amiket egyszerfli szamitassal igazolhatunk.'A g({) = f(z({)) fiigg-
vényt fogjuk az egységkoron vizsgdlni. (52) és (54) alapjan azt
kell bebizonyitanunk, hogy

7.4

hol ¢, az egységkoron a z,-nak megfelel6 pont. (53)-ban vilasz-
szuk meg ¢-t ugy, hogy ¢ =1 legyen. (53) alapjén

3-—1: 0—1

9(&) = D el O Y 8 R e

tehat ¢ (£ ¢ egy 2n-edfokt polmom Gyokei paronként adod-
nak a

amelFo e ) o
k=1,2,. n)

masodfoki egyenleth6l, hol 2z az f(z) =0 egyenlet gyédke..
leloljik f(£) = 0 gyokeit paronként ¢ és i-val, akkor

' ' sz 1wt 1—a =
& —_ ! v
G + & g ra) > T T (56)
tehat
L ]
G0 i= gt nm DL et ) =
fe==1
_n+a§ 1_64%]‘
vagyis
i
gl za: ZB(T-%)%a-?

k=1

1 : 1
2ed io Tam Dol =
mert z:ed, és igy |&| <1, R( =i, ) 3

v

7 R(z) jelenti z valos részét.
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Ezzel a II. tétel igazoldsit befejeztik. a =1, vagyis kor
esetén Trrix (10) alatti eredménye kévetkezik tételinkhal.
Turin bizonyitdsa inkdbb a kovetkezé -masodik bizonyitdshoz
hasonlit. .

b) [(z) =1 esetén:

= 7.0 1
1| = S R e

ha megfeleléen vdlasztott ¢ mellett k=1, 2,..., n-re:

i I 1
R( 2 M BT I S S N LR 57
zo‘zk)““g Vita*—]z, o

Legyen ¢ a %, pontban &-hez hiizott normadlis. és a valos tengely
pozitiv iranya altal bezart szég. Ez esetben (57) baloldala nem
negativ, tehdt kisebbedik, ha 2z a 2.—z, vektor irinydban
mozog, elégséges tehdat arra az esetre szoritkoznunk, amikor
2 az & keriiletére esik. Igy feltehetjiik, hogy

3y =cCos a i@ sine, 2= cos 3+ i@ sinf. - (68)

Az ellipszis paraméteres eldallitdsdbol viszont kdvetkezik, hogy
a %, pontban htzott normalis irdnytangense:

tap — W“ (59)
b B s ‘
fgy R( j—t:d )= iﬁidg alapjan (58) és (59)-cel: °

R( eir ) __cosgp(cosa—cos @)+ asing(sina—sing)
2, (cos @ — cos #)* + a*(sin @ — sin 3)*
cos @ cos ¢

a—i—ﬁJ gﬂcosa'

2 cos a(a5+(1 —a?) sin?
v a?—|-
i ) < a ot a
= 2y a® cosa+t sin®e 2V 1+ — [z,]?
s ez éppen (57).

Viszont (59) alapjin cos ¢ =

Al

Zo— 2
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9
—T¢n
esetekben nagysdgrendileg pontos. Ha a < —— - 1/_, az 1. § bizo-
nyitdsaihoz hasonléan kimutathatjuk, hogy, ha f(2)eE (&),

max| f'(z)| :

Zeo

max[f@ =7 V™

265
s ez nagysagrendileg szintén pontos. Ezt tartalmazza a III. tétel:

III. tétel. Ha f(z) m-edfokii polinom gydkei & belsejébe

esnek és & egqy z, pontjdban |[f(z)| =1, akkor & keriiletén
van eqy olyan ¢ pont, hogy

5 g e
@l zma (gt 1 va ) 2SS+ 60)

viszont van olyan [(z) polinom, melyre o [enti feliélelel: tel-

Jjestilnek és & pontjaira

e 3
|f(")|§ ][(1—)3 (

ami a (60) alatt adoft értél 42-szeresénél Lisebb.

(60) bizonyitdsa az eléz6k alapjin torténhet, felhaszndlva azt,
hogy reguldris fiiggvény a komplex tartomdny szélén veszi fel
abszoltt értékének maximumat. z,-r6l tehat feltehetjiik, hogy
& keriiletére esik.

(61) igazoldsdnal is elégséges |f'(2)|-ét & Kkeriiletén vizs-
gdlni. Legyen el6sz6r n=2m pdros és m = 2. Ha n=2, 3, akkor

(5

na + Y n) (61)

)IS megfelel. Legyen
{l_z':!}m

[1(2) = ta’
mely a feltételeket kielégiti & keriiletén

! o N Vn
i@ <37 1+a? I I’ ? 1+a STra 4 1+a*’ L)
ami (61)-nél tébbet mond ki.

(62)
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Péaratlan n = 2m-1 esetén pedig legyen
(1—2%"(1+4-2)

f{@)= dt+ayy1+a o
£ 1 ( (1—=2z%m  2(1—2z%m ) ¢
Vit \U+ad™  (14a?)m
Ilyenkor
12)| < ——t— (na+
742 1/{1 + s (DY 7).

3. §.

Megvizsgaljuk Turin problémdjéval kapesolatban azt a kér-
dést, hogy a 2. § b)-ben hasznalt modszert milyen M tartoma-
nyokra alkalmazhatjuk.

Vizsgaljuk meg e célbol, hogy mi a 2. § b)-nek a gondolat-
menete. Legyen adva valamely tetszéleges zart M tartomdny
és egy m-edfokt [(2) polinom, melynek gyokei az M tarto-
manyba esnek és ennek bizonyos z, keriileti pontjiban legyen

|f(z,)| = 1. Akkor .
b o

komplex szdmokat vektoroknak is tekinthetjiik.

e

Az

Zi—2Zy
A 2. §. b) leglényegesebb gondolata, hogy van egy olyan irény,
hogy a fenti vektoroknak ebbe az irdnyba esé vetiiletei egy-
irdinytak és egy ¢, pozitiv allandonél nagyobbak. Ha ezt iga-
zoljuk, bebizonyitottuk, hogy

|f(z0) | = ¢4.m, (65)

hol ¢, > 0 csak az M tartomdanytél figg.

Ahhoz, hogy a fenti értelmi irdany M minden keriileti pontja-
ban létezzék, sziikséges, hogy M konvex tartomdny vagy konvex
gorbe legyen. Ez az irdny a z, pontban htizott normalis vagy
cstics esetén barmely a cstcson és a tartomdnyon dthaladé
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egyenes. Ha ezzel az irdnnyal z,—2z az a szoget zarja be,

1
—— vetiilete T;:{J—S;-l—- Keressiik tehat z, keriileti pontokra
g b a0

. COos a
min

—_— =
Zo» 22 M ‘z_zoi i

értéket. Azt kell igazolnunk, hogy ¢,> 0. Konvex tartoma-
nyokra ¢, = 0. A ¢, =0 esetben cosa=0, azaz 2 a 3z, pontban
hizott érinté egy pontja. Tegyiik fel, hogy M hatdrvonala sehol
sem egyenes, akkor cos a=0 esetén z—2, az M hatdr-
gorbéjén. Ha o a z, pontbeli gérbiileti kor sugara, ¢ értelme-

3 « 1
zése alapjdan |2%=2] —p, tehat Ti—o—%—»?- Ha tehat M
7Y

g m £ 4

2
konvex tartomdny hatdrgorbéjén a estiesoktol eltekintve a gér-
biileti sugdr létezik és korlatos, érvényes ra (65).
A fenti feltételeket sztkithetjiik. Tegyiik fel, hogy M konvex
tartomanyra (65) nem érvényes, azaz van K (M)-nek n-edfoki
polinomja, melyre zeM esetén

[fﬁ(z)l é 6.%,

hol ¢ > 0 tetszdleges, m > N(c).

Tegyiik fel, hogy M tartomanyban |f(2)| maximumdt a z,
pontban veszi fel. Ha z, pontban a gorbiileti sugir létezik, és
véges, vagy a 2, pont olyan csties, hogy az érinték hajlas-
szogének kiilonbsége m-nél kisebb, akkor az el6zdk szerint van
olyan n-tél fiiggetlen ¢’ szédm, hogy

|f'(z))| = ¢ ..

Legyen z, pontban M hatira egyenes és
n
f(Z) =l Ig (z_z‘i)!
akkor |f(z,) | maximum volta miatt zeM-re:

é]zo—m;iéu—m. i (66)
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Az M tartomdnyrol feltételezziik, hogy van olyan z pontja,
melyre |2 — z,| > 1, viszont minden z pontjara |2—z,| <1+
-+ &y, hol ¢; > 0-rol kés6bb diszpondlunk. Ezt az dltalanossig
megszoritisa nélkiil feltehetjiik, mert ha egy tartoményra (65)
érvényes, akkor ez megfeleléen viltoztatott c-vel a hozzd hason-
l6kra is-igaz, amit linedris transzformdcioval igazolhatunk.

Legyen @ nagyobb, mint a 2, pontban M-et hatdrol6 egyenes-
darab hossza. Ha (65) M-re nem érvényes, akkor legaldbb

n
o0

gyok a | z,—2z| < a kor belsejébe esik, kiillonben » (1— EI-)
2
gyokre a fentebb térgyalt

[j?_szai >c" és igy 5
0

! i/ 1
| )] = ¢ (1*?)’”-
2
dy, > 1 értékrél is késébb hatarozunk.
Az g’; g_yi:il;:re | zo—2i| < @, a tébbire | z,—2i| <1 + J,, tehdit
7| RN .’—“(a —1)

_]glzo—z¢|<ad; (1 0o =% (67)

Ismeretes CseBisev® kovetkezd tétele:
Legyen ¢(2) n-edfoki polinom, melyben 2z egyitthatdja 1.

Akkor a figgvény abszolit ériélkének maximuma o —1 <z<1

intervallumban legaldbb is Fi:l_’ azaz

max | g(2)| = 4
—léz-g__lfg = gn—1

Az egyenléség csak a Csepisev polinomra all fenn.
A |z,—z| =1 kér sugarai kozt van olyan, mely M-ben fek-
szik, ennek tehat van olyan z,-t0l kiillonb6z6 z pontja, hogy

é P (68)

8 (i, FABER : Uber Tschebyscheffsche Polynome. Journal fir die reine
und angew. Math. 150 (1919); 79—106.
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(66), (67) és (68) alapjin

n n
@dy (140,)0 o) =4,
vagy :

i o—

V&
(140 )0

s S TS Shervaibaats Torah, 2270 "es oo
tgy, hogy a <A legyen. Ez (69)-cel ellenmondds. Tehat a
fentieket 6sszefoglalva, mivel itt csak azt haszndltuk fel, hogy
van 1-nél hosszabb koéz a halmazban, érvényes a kovetkezo :

IV. tétel. Legyen adva egy korldlos, zdrt Jorban-ivekkel
hatdrolt konvex M ponthalmaz, mely

vagy egy olyan gorbével azonos, melynek gorbiilete létezil
és sehol sem zérus,

vagy eqy olyan tartomdnnyal, melynel: haldra sehol sem
olyan egyenesdarab, melynek hossza az dimérd negyedrésze
lenne, vagy anndl is hosszabb.

Essenek az [(z) n-edfoku polinom gyiokei M tartomdnyba és
vegye fel olt |f(z)| maximumdt a z, pontban.

AkLor létezik olyan ¢ >0 csupdn M-tdl figgd dllandd, hogy

(20} | > e | f(z)) |-

Ezt az eredményt Faper® tételével tehetjiik pontosabba., Ha
z=¢(x) az |x|=1r kort M hatdrgorbéjébe viszi at, & = oco-t
pedig nyujtis nélkil a kezdépontba, el6fordulhat olyan egyenes-

a= =" (69)

1
darab, melynek hossza: a < ik

4‘ §.
@) Ernds PAL a kovetkezd kérdést vizsgilta:
Legyenek f(z) m-edfokt polinom gyokei 2,, Zg..., Zn, €s
—l=z=5=<-=4m=l

Legyen a polinom a (%—4, %) kozben mindeniitt alulrél nézve
konvex (konkdv). Kérdés, hogy mit tudunk akkor a két gyok
tdvolsigdrol kimondani.
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Erpés és téle fiiggetlentil Turinw kimutatta, hogy a fenti
feltételek mellett

16
Zi— %1 = ﬁ : (70)

Bizonyitasunk a koévetkezd: Legyen f'(2) =0 egyenletnek a
(Zi—1, 2;) kozbe es6 gyoke a. Akkor TurAn tétele szerint (1. § a.)
van olyan { pont, hogy

0<a—t=— és |fO=5Valf@. @

Vn
Viszont a konvexitdas azt jelenti, hogy | f'(#)| monoton csék-

ken zi—y és a kozt, tehat ha 2z 41 <2z <{(:

1'&)| = 5 V7 11
De '

¢ &
[fO—f@]| =110 |=]| [ f@dz| = [ |f'@)|dz =

Zi—1 %1
= C—2i—)- %Vﬁ-!fta} s
masrészt |f(Q)| < |f(a)], tehat

%= $ 72)
S e ﬁ (
(71) és (72) alapjan :
a— 24 < ——,
Zi—1 V-n
hasonléan zi—a < —8-, tehat
n
16
zz_zi-_l é — Q. e. d-
n

b) Az el6bbi tétel javithato. Ebben az irdnyban elért poﬁtos
eredmény a kovetkez6: :
V. tétel. Az eldzd feltételel mellett
a) pdros n esetén
Q v
iRl & ———— , 73 a
Zi 15 '/ %3 . ( ; )
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b) pdratlan n = 3 esetén

- ‘V-ﬂ.g—'gﬂr ! (73 b)
¥ 2n—3 n—1 '

Z2i—%i1 =

A tétel nem jovithatd.
Bizonyitdsunk el6tt egy segédtétel helyességét mutatjuk ki
Segédtétel. Legyenek f(z)=0 mn-edfoki egyenlet gyckei:
5 STyt <% [ (2) =0 gyokei pedig ;<% << Tpa
Ezek nyilvan 2,, 2,,...2, fiiggvényei, azaz :
By == (2ol Bayeoains: Zaas (74)
Kimutatjuk, hogy

n—2 dﬂ}‘,r

i=1,2...,,n—2
n —dzkio(k=1,9,..,n ) (75)
és
AR 2 PO i )
doe  (Xy—z)T (@) ( i % f .(wi)) (76)

Bizonyitds. Elészor (75)-6t igazoljuk. Ha bebizonyitjuk, hogy

dx.g
T =0, ; (7 7)

akkor (75) igaz, mert a polinomok egyiitthatéi és gyokei kozt
fenndllo Gsszefiiggés alapjin

2y t2y+ 2= E_n;_ﬂ_ (x1+m2+ S +x'"—é)’

honnan
n

do; = n—2
it e )

i=1

(78) baloldalén csupa nem-negativ tag dll, tehat barmelyik tag
kisebb az Osszegnél.

(77) pedig azt mondja ki, hogy ha a polinomh egyik gyokét
megviltoztatom, a masodik differencidlhédnyados barmelyik gyoke
szintén abba az irdinyba mozdul el. Nyilvin elég ezt azzal a
valtoztatassal igazolni, hogy a mdsodik differencialhanyados
helyett az elsét vesszitk. Az elsé differencidlhinyados gyokeit
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2‘\' 1
a = 0 egyenlet szolgiltatja. Ebben egy 2z; megvilto-
i=1 ¥

zik. De a z; valtozot tekintve monoton névekvé fiiggvény,

i

e 0 gyoke 2; elmozdu-

lisanak irdnydba mozdul el. Termeszetes, hogy ez a gondolat-
menet csak akkor érvényes, ha minden gyok valos.

(76) igazoldsa egyszerli szamitds alapjan torténhet.

Ezek utan attérink tételiink bizonyitdséra. Keresni fogjuk
azt az m-edfokt polinomot, mely a feltételeknek megfelel és a
lehetd leghosszabb olyan (2i—1, 2;) kozzel rendelkezik, hol a poli-
nom alulrél nézve konvex, vagyis ["(2) = 0.

Elészor azt bizonyitjuk be, hogy abba az intervallumba nem
eshet a polinomnak gydke, ahol konvex alulrél nézve. Legyen
u. i. az intervallum (2;, 2), akkor azt allitjuk, hogy f"(2) > O,
ha % <z <2z Ha u.i. egy helyen f"({)=0, ott kétszeres
gyok van legaldbb. Viszont f(z) minden gyoke valos, tehat
f'(z)-nek bérmely két gyoke kézé esik f(2)-nek gyoke, k-szoros
gyok helyén f(z)-nek k -+ 1-szeres gyoke van. Igy ha € az ["(2)
legkisebb gyoke a (2;, 2zx) koz belsejében, f({)=0 lesz és
f'€®)=0. De f(z)) = [f(() =0 miatt Rore tételével f'(z) eltiinik
a 2; < 7 <{ helyen, f'(p) ={'({) = 0 miatt pedig f"(§)= 0, hol
7<&<C De ez ellenmonddsban van azzal, hogy f"(z)-nek
nines gyoke a (25, €) kozben. E miatt 2z és 2z, k6zé nem esik
["(z)nek és igy f(z)-nek sem gyoke, maguk a 2z és z helyek
nem lehetnek tobbszorés gyokok, mert kiilonben RoLie tétele
alapjan f"(z)-nek is volna gyoke 2; és z; kozott. ¢ és k egymas
utdn kévetkezdé két szam, jeloljik i—1, i-vel.

Tegytik fel, hogy f(z) alulrél nézve konvex a (2i—i1, 2;) koz-
ben és vizsgaljuk meg, hogy ez az intervallum mikor nagyit-
hato. Nyilvan, ha f(z) gyokeit ugy tudjuk véltoztatni, hogy
2;—2;—1 nagyobbodik és f"(z)==0, ha 2z, <2z < z. Kimutat-
hatjuk elészor, hogy fenti értelmi viltozas létezik, kivéve azt
az esetet, mikor minden gyok zi1, 2 kivételével a —1 és 41
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pontokba esik, tovabba ["(zi—1)=0 (kivéve ha 7= 2, mikor
z,=—1) és ["(z;) =0 (kivéve, ha ¢=n, amikor 2, = 1).
Legyen elészor ¢ = 2. Linedris transzformécioval elérhetjiik,
hogy 3, = — 1, z,=1 legyen, s kézben (2,, 2,) nem kisebbedik
a konvexitds is megmarad, tehit 2, <,. Vigyik az Osszes
gyokoket: 2z, 2,..., 2p-t a <41 pontba, (77) alapjin =, néve-
kedni fog, a konvexitds megmarad, 2, <, lesz. Ezutin z,-t
addig noveljiik, mig 2z, =, nem lesz, midltal (z,, z,) nyilvin
nagyobbodik. Polinomunk most mar megfelel az el6z6 bekezdés-
ben kitiz6tt célnak. i =n esetén az eljards analog.
Ezutdn tegyiik fel, hogy 3 <t <n — 1. Be fogjuk el6szér
bizonyitani, hogy a
Zi—1 = Li—g, 2 =1Tj (79)
esetet kivéve az intervallum novelheté, Az intervallumba nem
esik gyok, s igy feltehetjiik RoLLe tételének segitségével, hogy
Xi—g < T < % < Pi—1.

Ha mindkét oldalon az egyenlétlenség 4ll fenn, akkor z;_;-et
kisebbhithetjiik, mig valahol az egyenl6ség be nem kovetkezik.

Ha pedig pl. Lile = Zi_q < 2; < i1, (80)

akkor a 241 gyokot kisebbitjik, ezdltal (77) miatt @ is kiseb-
bedik, tehat az el6bbi eset fog bekévetkezni és az intervallum
navelhetd.

Tegyiik fel, hogy legalibb két kiilonb6z6 olyan hely van
Zi1 és z-t kivéve (—1, +1) belsejében, hol [(2) eltlnik.
Akkor ezeknek a gyokoknek megfeleld eltoldsdval elérhetjiik,
hogy (80) fennalljon, azaz a (2;—1, 2) kozt novelhetjiik. Jeloljitk
u. i. a és b-vel f(2) két ilyen gyokét. Ezeket a gyokdket mind-
két irainyban mozgathatjuk. Végezzink az a gydkkel c-szer
akkora elmozduldst, mint a b-vel, hol ¢-rél kés6bb diszpond-
lunk, akkor (76)-tal

in_—}_ ot 2f '(ai—a) { c 1 }
da —  [wie) | @ia—a)?® ' (@i_e—D)
dJJi_l A2t co Qf’{wi_ﬂ { C L : | |
da @) @@ T @i 0P |

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVIL 6
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dﬂ'l"_g 4 d-f-".‘[_l
es

Nyilvin megvdlaszthato ¢ értéke tgy, hogy

da — da
kiilonbozé elsjeli legyen. U. i. I;B‘_e 2 mit = ?f’((xf_;) A
i
_ 9" (xis) @i1—0a)*  (xiea—a)®
ugyanigy — pmeo—5->0. lgyhaca ( @ia—b®  (ia— b)g)

szamkozbe esik, a két kifejezés ellenkezé elgjelii. Ez az inter-
vallum nem zérus hosszlsigi. a-t megfelelé iranyba mozgatva
tehat (80) esetre julndnk. Azaz a (zi—1, 2) szamkéz novelhetd
lenne.

Feltehetjiik tehdat, hogy a polinom a (—1, 41) szamkoz
belsejében legfeljebb hdrom helyen tinik el. Az altalanos-
sdg megszoritdsa nélkill feltehetjik, hogy ezek a helyek:
Zi1 <2 <Ziy1. Ha 14+ 1=mn, ismét elérhetjik a linedris
transzformacio felhasznédlasdval, hogy z,= -+ 1 legyen, s koz-
ben (2;—1, 2;) novekszik. Részcélunkat tehdt ekkor elértiik.
1 <n — 2 esetén pedig eljardsunk az el6bbihez analog.

Tehat bebizonyitottuk, hogy feladatunkkal kapecsolatban elég-
séges azokat a polinomokat vizsgalni, melyek alakja:

['@=@E+1)z—aE—1y"2, ’
["@)=0; —1<ax<l,
és
: f@= (z - 1)A~—1 (a_a){\i_ b)(z + )n—:‘f—z;\

ahol C (B2
May=1=0;—1 <g=b<1, [

(81)-ben a konvex intervallum hossza:

LR n% 12
(82)-ben pedig
G af = 4 4 (2k—n)?

Mm—3  (m—122n—3)

Utobbi akkor a legnagyobb, ha (2k—mn)* a legkisebb. Innen a

tétel mar egyszeriien kiolvashato, _
Eréd Jdnos.
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UBER DIE UNTERE GRENZE DES MAXIMUMS
VON GEWISSEN POLYNOMEN.

Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem Gebiete
M hat. Als Umkehrung bekannter Fragestellungen von A. Markorr,?
M. Riesz,® Szea6® stellte Turin das Problem auf: was konnen wir iiber

max | /() |
min L——— = hn (M)
ma;'x 1F&
ZE
aussagen ?

Vorliegende Arbeit enthilt den Beweis folgender Siitze.
§ 1. Ist M, das Intervall (—1, 1), so ist

=/ vof )

§ 2. Ist M, die Ellipse mit den Achsen (—I, 1); (—ai, ai),
so gilt:
: na
ha(My) Z—5~ und ho(My)=—Vn.

§ 3. Ist M ein beliebiges konvexes Gebiet, dessen Grenze keine
gerade Strecke enthilt, so ist

hn(M)=c.n,

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet, die nur von M, nicht aber von
n abhiingt.

§ 4. Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem
Intervall (—1, 1) hat. Ist f(z) zwischen den beiden Nullstellen ¢ und
b konvex, so gilt fiir gerades n:

2
[a—b Ié Vm »
und fiir ungerades n:
_2  {wm
V¥ 2n—3 n—1
Dieser Satz spricht die Verschiirfung eines Resultates von Erpés und
Tourdn aus.

la—b|<

Johann Erdd.

G*




