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Communiqué le 192 octobre 1927,

Dans un travail intitulé: Uber die analytische Darstellbary-
lelt sogenannter willkiirlicher Funktionen reeller Argumente
Ges. Werke Bd. IT1. L), WEIERSTRASS 8 énoncé et demontré
¢ théoréme suivant. Htant donnée une fonction S(x), conti-
e en chaque point fini de lintervalle (— o, + ), on peut
Jogjours (et Q'une infinité de manieres) trouver une suite de
ffouctions entiéres @, (), po(x) . .. Pu(@) ... telle que la série

P1(@) + gala) + - () + .

Lonverge uniformément vers Sl2) dans tout intervalle fini de
e réel. :
B Nous nous proposons de faire voir que l'on peut choissy
B fonctions entidres @(x) de Jagon que lu convergence soit wumng-
Qe dans Vintervalle entier (— o0, + ),
| Pour la démonstration noug utiliserons le lemme suivant:
St donndes une fonction Flz), régulidre dans le domaine
W <R et deux fonctions ¢,(z), 92{) continues dans les inter-
Mullcs (R, B+d) resp. (—R—d, —R) ot se raccordant d’une
bunitre continue 3 Flx) pour z=+ R ; il correspond & chaque
fombre positif ¢ un polynome G, (z) tel qu'on ait

| F(z) — G(z)]| < & pour |x|=<R
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|9, () — Gilz) | <& pour R<z<R+4
[g:(z) — Gel2)] <& pour —R—d<z<—FR
G B)=g,(R), Go(—R)=yg,(—R)
G{R+d)=g,(R+4d), Geo(—R—d)=g,(~R—d).
Désignons, pour abréger, par D(R, d) le domaine composé par §
les intervalles (—R—d, —R) et (R, R +d) et par le cerclef§

[#|<R. Soient p,(z), p, () deux polynomes satisfaisant aux @
conditions: \

lp(2)~g,(@)| < § powr R<e<R+d

lpz(x)_gs(w)l <5 pour —R—d=<gz<-—-R

[SUYC

pi(B)=F(R), p/(R)=F'(R).
»:(—R)=F(—R), P2’(‘“R):_F'(““R) .
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qui est une intégrale de Cavcny étendue sur la courbe Iy
jlormée par l'ensemble des points dont la distance & D (R, d)
st égale & J. On démontre facilement que Ls(») tend uni-
finmément vers Flx) pour |z|<R et vers p,(x) resp. p,(z)
ians les intervalles (—R—d, —R), (R, R+d). Désignons par
(i) un polynome du troisiéme dégré tel que la fonction
§ s(c)= Lo(x) -+ Qs(x) prenne les mémes valeurs que »z) et
niz) en'les points B, R+d vesp. —h, —R—d. On voit
aigément que les coefficients de @s(z) tendent vers zéro pour
$0~0. Il en résulte l'existence d'un nombre positif ¢ tel gue
lon ait

]F(a:)—ﬂf‘;(x)]>% pour |z|<R

2
lgl(w)fﬂfa(w)lége pour R<z<R+d
Igﬂ(x)‘—ﬂfd‘(x)l 3%5 pour —R—d<g<—R

 Pour achever la démonstration du lemme enoncé plus haut, il
guffit maintenant de remarquer qu'on peut trouver un poly-
fome Ge(@) qui & lintérieur de I'y différe de My(x) d'une
' 2

quantité inférieure a —%, et qui prend pourz=+ R, x=+ (R+d)

les mémes valeurs que My(x).

| Il nous est actuellement possible de démontrer, comme il
fuit, l'existence d'une fonction entidre F.(x) telle qu'on ait
|/(e) — Fifa)| <& porr —o <z<+ oo, od f(z) est une fonc-
ion continue donnée et ¢ un nombre positif aussi petit que
dlon veut. Soit o+ ay+ - an+ - une série de quantités po-
fiitives dont la somme est inférieure & ¢, Choisissons un oly-
trome Py (z) tel que 'on ait Py(+1)=F(+ 1) et | f(z)— P, (2) <a,
gpour —1=xz=1. Puis nous déterminerons par récurrence, en
futilisant le lemme précédent, une suite de polynomes P, (x)
fi=2, 3, ...) par les conditions suivantes:

| Polw) — Poei (@)} < @y pour |z]<n—1

—n=Lr=-—n+1

n—1<zx<<n

P(tln—1)=f(£(n~1)), Pu(tn)=f(1n).

) | Pale) /@] < s pour
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La suite P.(x) ainsi définie tend vers une fonction entiére
Fe(x) lorsque n—oo. On a, en effet, quel que soit l'entier j
positif m, »

w0 B

(2) P, (x) + Z (Pv+1(~’5)"‘Pv(w)) = P,,,(a:) + Z (Pv+l(x)"‘Pv(x)); |

p=1 y=m

ot la série du second membre admet la majorante

2]

AL pour |z|<m.

Y=

Les formules (1) et (2) montrent aussi que l'on a

| Fule) = £(0)] = | Pala)— @) | + Sasn < cm+ amen 4 -

Y=m

pour m—1l<zg<m, —Mm=zr<—m+1,

Il s’ensuit
lf(x)—Fs(x)' <eé¢ pour —®<gp< + @,

et en outre

lim (Fy(z)— f(x)) =0,

Z o

On voit en méme temps que les o, peuvent &tre choisis de
maniére que l'expression F,(x)— flz), lorsque x— o, tende 3
vers zéro aussi rapidement que l'on veut. 3

En prenant une suite de nombres positives ¢, &, ... ten- ¥
dant vers zéro lorsque n— o, on voit quil existe une série §
de fonctions entidres A

qui converge uniformément vers S{x) powr —ec<z< 4 o,
¢. q. f. d. 3
Le théoréme que nous avons demontré admet plusieurs 3

.

généralisations. On peut remplacer, dans l'énoncé du théo- §
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£
‘tme, l'axe réel par une courbe rectifiable ne se coupant pas
Y allant a linfini ou par des systeémes de courbes vérifiant
i crtaines conditions. Comme corollaire on obtient facilement
Hn théoréme bien connu de M. Gross sur les valeurs asymp-
| btiques des fonections entidres. Nous pouvons aussi démontrer
L i proposition suivante: Efant donnés un nombre positif ¢ et
e fonction f(2) réguliére en chaque point Jini a4 Uinterieur ou
Lsur le contowr d'un domasne D lomité par une seule courbe sans
 oints  multiples et s'étendant o Vinfing, on peut towgours trowver
Line fonction entidre F.2) telle que I'on gt [ /(&) — Fu(e)| < & dans
B ot le domaine D,

Tryekt den 22 november 1927
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