* ACADRNIE ROYALB DB BBLGIQUE

CLASSE DES SCIENCES

EMOIRES

COLLECTION 1IN-2°

|

M

|
DEUXIEME SERIE. — TOME 1V.

FASCICULE 1

BERNSTEIN (Serge). — Sur l'ordre de la meilleure approxi-
mation des fonctions continues par des polynomes de degré

donné (104 pages).

| BRUXELLES
HAYEZ, IMPRIMEUR DES ACADEMIES - ROYALES

Octobre 1912



SUR L'ORDRE

DE LA

ILRIRS APPRONIAATION DB HONCTIONY CONTINUES

PAR

DES POLYNOMES DE DEGRE DONNE

PAR

Serge BERNSTEIN

Mémoire couronné par la Classe des sciences, dans sa séance du 15 décembre 1914.

~ Tome IV. — Sciences. 1



INTRODUCTION

Le but principal de ce travail est de résoudre la question suivante posée
par M. Charles de la Vallée Poussin (*) : Est-il possible ou non de représenter
Iordonnee d’une ligne polygonale avec une approximation d'ordre supé-
rieur a - pal un polynome de degré n. La possibilité d’atteindre effective-
ment ceue approximalion avait é1é démontrée par M. de la Vallée Poussin
dans le Mémoire cité.

Le premier pas vers la solution du probléme vient d’étre fajt également
par M. de la Vallée Poussin dans un mémoire (**) paru pendant la rédac-
tion du présent Iravail. Dans ce dernier mémoire, I'honorable professeur de
Louvain expose une méthode géuérale pour la recherche des polynomes
d’approximation et arrive, en particulier, & ce résultat que la meilleure
approximalion d’une ligne polygonale par un polynome de degré n u pour
limite inférieure nog T
Le présent mémoire apporte la réponse compléte & la question posée :
La meilleure approximation de |x| dans Uintervalle (— 1, + 1) par

Vi1 )
un polynome de degré 2n > 0 est comprise enlre 5@—D ¢ @D 0’

(*) Sur la convergence des formules dinterpolation entre ordonnées équidistantes, Buy-
LETIN bE L’ACADEMIE DES SCIENCES DE BELGIQUE, 1908, p- 403.

(**) Sur les polynomes d'approzximation el la représentation approchée d’un angle, Ism.,
décembre 1910, p. 808.
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En cherchant & résoudre le probléme de M. de la Vallée Poussin, je fus
amené tout paturellement 4 me poser d’autres questions analogues et
4 entreprendre une élude générale des relations qui existent entre la
meilleure approximation d’une fonction et ses propriétés différentielles.
L’ensemble de cette étude se trouve exposé dans le présent mémoire (*)
(plusieurs de mes résultats sont résumés sans démonsirations dans une note :
Sur Lapproximation des fonctions continues par des polynomes. Comples
rendus de U'Académie des Sciences, t. CLII, 27 février 1911).

(*) Je m’empresse de signaler un mémoire de M. Jackson paru aprés P'envoi de ce
travail a 'Académie de Belgique, et traitant de questions analogues. Ueber die Genauigkeit
der Anndherung stetiger Funktionen durch ganze rationale Funktionen. Gottingen (PReis-
SCHRIFT UND INAUGURAL DISSERTATION, 1911). On y trouvera également réunies de nombreuses
indications bibliographiques.




SUR LLORDRE

DE LA

MFILLEURK APPROXIMATION DES FONCTIONS CONTINOES

PAR

DES POLYNOMES DE DEGRE DONNE

PREMIERE PARTIE

PROPRIETES GENERALES -DES SERIES DE POLYNOMES

CHAPITRE PREMIER.
Démonstration de quelques propositions préliminaires.

1. PoLYNOMES TRIGONOMETRIQUES. — Dans un mémoire (*) devenu
classique, Tchebischelfl a consiruit des polynomes jouissant de la propriété
que de lous les polynomes de la forme

A
2—,;150"+ P A e - P,

() Sur les questions de minima qui se rattachent & la représentation approximative des
fonctions, MEMOIRES DE L'ACADEMIE IMPERIALE DES SCIENCES DE SAINT-PETERSBOURG, sixiéme
série. Sciences mathématiques et physiques, t. Vi, 1859, pp. 199-291.
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ot A est un nombre donné, ils s'écartent de zéro le moins possible dans
I'intervalle (— A, + h). Dans le cas de A = 1, auquel on raméne
facilement le cas général, les polynomes trouvés par Tchebischeff sont égaux

a AT, (), ot

\n
/

T, (%) = = €OS 1 arcos T,

(m—|—|/m2—1)n+(m— az—1
2
que nous appellerons, pour abréger, polynomes irigenométriques de
degré n.
l.es polynomes (rigonoméiriques jouissent encore d’autres propriétés
analogues que nous allons établir.

2. Tuioréme. — Si dans lintervalle (—- 1, 4+ 1) le polynome de
degré v, P,(x) = pox" - - -+ p, est tel que |P,(x). VI — x*| atteint la
valeur M, le module [P (x)| ne peut rester dans cet intervalle constamment
inférieur a %; cette derniére valeur ne sera pas dépassée dans le cas
seulement ow P, (x) est un polynome trigonoméirique. '

Tchebischeff admettait sans démonstration I'existence des polynomes qui
s'écartent le moins possible d’une fonction donnée dans un intervalle
déterminé et gu'on appelle aujourd’hui polynomes d’approximation. Mais
I’analyse moderne exige celte démonstration, car on sait que les questions
de minima n’admeltent pas toujours de solution. Il est donc indispensable
de faire quelques remarques pour établir I'existence de polynomes qui, parmi
tous les polynomes considérés, s’écartent le moins possible de zéro.

Soit, d’une fagon générale,

1) M(po, pis =+ Pu-r) = Maximum de | P, (z) . ¢(z)|,

ol ¢(x) est une certaine fonction continue donnée (que nous supposerons
holomorphe en tous les points de l'intervalle, ou elle n'est pas nulle). I est
clair que dans ces conditions M aura des dérivées parlielles%qui ne seront
pas loutes nulles & la fois, car en attribuant & tous les coefficients p, des
accroissements (n — ¢) pdt, on a

aM = Mdt 22 0.
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Donc, si I'on ne considére que les polynomes P, (x) de degré u, pour
lesquels M (po, p4, ... p,_i) recoit une méme valeur déterminée, on voit que
leurs (n 4 1) coefficients sont toujours des fonctions continues de n d’entre
eux. On peut par conséquent reproduire textuellement le raisonnement de
M. Barel (*) pour élablir I'existence d’un polynome P,(x) pour lequel le
maximum de |P,(x)| est aussi pelit que possible, le fait que les coefficients
de P,(x) sont limités résultant ici de I'égalité (1).

Soit done P(x) un des polynomes qui de tous les polynomes considérés
P, (x) s'écarte le moins possible de zéro. Soient x, x,, ... x, les points o
le module maximum L de P (x) est atteint, et soit & un point o | P/(x). ()]
atteint son maximum M. Je dis que les nombres ¢ et @, doivent étre tels
qu’il soil impossible de trouver un polynome F,(x) de degré n qui satisfasse
simultanément aux équations

) P(@)="F.(2); P@)=Fu(@); - Plax)=F,(2); F.E)=0.

En effet, si cela était possible, on envisagerait le polynome P — aF,, o
A est un nombre positif défini de la fagon suivante: entourons x,, ... x, de
pelits intervalles, oi P(x) et F,(x) ne changent pas de signe; si nous
enlevons ces intervalles du segment (— 1, --- 1), on aura constamment sur
le reste du segment |P(x)| < L' < Lj soit 3= L — L/; prenons alors 2
assez petit pour avoir A |F,(x)| < 9. Le polynome P — )F, resterait dans
ces conditions toujours inférieur 4 L, puisque dans les intervalles enlevés,
on a |P —F,|< |P|<L et dans les intervalles restés |P — iF,| < L'
+ 9= L, et d’autre part [P'(¢) —F,(£)].0(5)=M, de sorte que le
module maximum M, de [P’ —F,] . ¢ serait au moins égal & M. Par consé-
quent, la fonction lv%(P — AF,) appartiendrait & la classe des polynomes
considérés P, et son module resterail constamment inférieur a L, ce qui est
en contradiction avec I’bypothése. Les équations (2) doivent donc étre
incompatibles. !

Il en résulte d’abord que £ > n — 1. En effel, admettons le contraire.

{*) Legons sur les fonctions de variables réelles, p. 83.
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On peut toujours construire un polynome Q(z) de degré (k — 1) qui satis-
fasse aux k premiéres des équations (2). En posant ensuite

R(@)=(r—2) @ —2) - (T —n),
on voit que le polynome de degré (k 4+ 1)
Fru(2) = Q@) + (Az + B) R(2)

salisfait également aux k prewmiéres des équations (2), mais on pourra aussi
choisir A et B, de sorte qu'on ait également

Fips ) = Q') + AR(E) + (AL + B)R'(§) = 0,

car on ne peut pas avoir en méme temps R'(¢) — R(¢§) = 0.

Par conséquent, si Pon avait £ < n — 1, le polynome F, ,(x) de degré
non supérieur & n satisferait 4 toutes les équations (2).

Voyons si k& peul étre égal a n. S'il en est ainsi, nous pouvons construire

le polynome
Fo(2) = Q(z) + BR(z)

de degré n — k, satisfaisant aux £ premiéres des équations (2) et & la
derniére également, si B satisfait a 'équation

Q6+ BR ) = 0.

Il est donc nécessaire, pour que les équations (2) ne puissent étre
satisfaites, qu’on ail

3) R'() = 0.
Or, / étant égal & n, on a manifestement-

2 —1

M@:C;_p

P!(x),

ou C et 8 sont des conslantes (car P’ s'annule pour les valeurs x,, ... x, autres
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que = 1, donc P'(«® — 1) est divisible par R et admet une racine
de plus g qui d’ailleurs peut étre 4-1 ou — 1); et Péquation (3) se
rédait a

d /a2 —A1

(34 Pl P’(x))}\ =0

D’autre part, & satisfail & I'équation
4) (wz—i)i(@(x).l)'(x))zo.
dx \'

Nous allons particulariser & présent la fonction #(x). Les choses se pré-
sentent le plus simplement lorsque ¢ () — 22— 1. E posant (x® —1).P/(x)
= Py(z), on voit que ¢ devrait satisfaire a la fois 4 Péquation

d (P@)Y _ Pi@). (@—B)—P,x)
@-(E?B)“ (@ — By =0

el & I'équation P} (x) = 0, ce qui entrainerait P,(¢) = 0, tandis qu’on sait
que |P;(&)| = M. Ainsi dans ce cas on a aussi k > n.

La méme conclusion subsiste si o(x) = \1 — 2% En effet, en posant
VI — 2 P/(z) — P, (), on réduit équation (4) &

Pi(z) =0,

car ¥ < 1), et Péquation (3"°) devient
q

dl/i——.z2
d [(V1—g T—B VI g ,
d—m< p— P,(x)):pi(w).TjL i M@ =0.
Done
—EE—B)—(1 - . 1
=0, dotfi=_.
E—prpl1—% “E=g

ok V. — S, 2
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Il en résulte que || > 1. Cela étant, nous allons utiliser I'équation
différentielle (*) 4 laquelle satisfait P (). Cette équation a la forme

P21 —2*) (az* + bz +¢)

® o (c— B

a, b, ¢ élant des conslantes, car L* — P* est un polynome de degré 2u qui
admet comme racines doubles cclles des valeurs x,, zy, ... 2, qui sont
différentes de == 1 (puisque celles-ci annulent P') et comme racines simples

celles qui sont égales & = 1, et par conséquent ce polynome est divisible
P2l — a2 :

par ___(m(_?; ),

De plus Péquation ax® + bx 4+ ¢ = 0 a ses deux racines réelles, de

méme signe que 5 et supérieures en valeur absolue & ce dernier. En effet,
soit, pour fixer les idées, 8 positif; on a donc g > 1. Lorsque x, aprés
avoir dépassé 1, s'approche de 3 (oi P’ s'annule), P? croit depuis L? jusqu’a
un certain nombre L}, ensuite P? décroit, et puisque P’ ne change plus de
signe, aprés s’élre annulé il recommence & croitre jusqu’a linfini. P* passe
donc encore deux fois, pour £ = y et x = J, par la valeur L% et on a
y > B et d > p, y et délant nécessairement les racines de P’équation
ax’ 4 bx -+ ¢ = 0. Si I'on remarque, d’autre part, que le terme du plus
haut degré de P’ a son ceefficient n fois plus grand que celui du terme du
plus haut degré de P, on peut mettre I’équation (5) sous la forme

@ =) @—7) (@ —?)
w@— By

() . P,

et puisque y > 8> 1,4 > 8 > 1, on aura lant que |x| <1

s d=aP"
n2
ou
M

L>—-
n

(*) TcueniscuerrF, Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammeé.
Mémoires présentés A ’Académie lmpériale de Saint-Pétersbourg, t. VII, 1854.
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Mais si A était égal & n +4- 1 (on ne peut avoir £ > n 1), P satisfe-
rail & I'équation différentielle

(22 —1)P'2

®) Pr—le— =

et serait un polynome trigonométrique; par conséquent on aurait

L = —
n
C'est donc le polynome trigonométrique qui de tous les polynomes
considérés s'écarte le moins possible de zéro, et le théoréme se trouve ainsi
démontré.

3. CGoroLLAIRE. — Si un polynome P, (x) de degré est n tel que dans
Uintervalle (— h, + h), | P, Vh® — x| atteint la valeur M, P, (x) ne peut
pas rester en valeur absolue inférieur a g dans Uintervalle consideré.

Pour le voir, il suffit de faire le changement de variables @ — hz,.

4. CorOLLAIRE. — Si un polynome P, (x) de degré n reste inférieur
d L en valeur absolue dans Uintervalle (— h, + h), |P, Vh? — x?| reste
inférieur @ nL. dans le méme intervalle.

6. Tukorime (). — Si |P,| atteint la valeur M dans Uintervalle
(— 4, 1), [P,| ne pent rester inféricur d g dans le méme intervalle;
celle valeur ne sera pas dépassée seulement dans le cas on P, est un
polynome trigonoméirique.

Nous pouvons reprendre la méthode précédente en faisant g (x) =1.
Par conséquent, si P est celui des polynomes considérés qui s’écarte le
moins possible de zéro, le nombre £ des points xy, xy, ... x,, ol Iécart

(*) Ce théoréme a été démontré par M. A. Markoff dans un article présenté 4 I’Académie
Impériale de Saint-Pétersbourg, le 24 octobre 1889 : Sur une question de Mendeleieff (en
russe).
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maximum L est atteint, ne peut étre infériear & n. Examinons I'hypothése
de &k — n. Les équations (3"") el (4) auxquelles devra salisfaire { se
réduiront ici a

dp’ ap' 1 — a2 d /M1 —a?
— ) — = —_— e — | —— ) =
¢ x)da: 0 et - + P o x—ﬁ) 0.
Done, ou hien
™M £—20 +1=0,

ou hien ¢ — g = = 1; le second cas n’est d'aillears qu'un cas particulier
du premier, il est commode pourtant de le distinguer. Supposons d’abord
que I'équation (7) élant satisfaite, on a |&| < 1 il en résultera que |8 > 1,
et P salisfera de nouvean a Péquation (5), qu’on pourra mettre sous la
forme

1— a2

Htor f2(l2 — P2y — 2.
(5 (1 —P) —

avec 0 <6 < 1.
Posons ensuite P — L cos z, ¢ — cos ¢; 'équation (8'") se réduit alors i

foLe sine g — " %f,
n? dt

d’ou
dz

= nf.

Et en prenant comme conditions initiales z = 0 pour ¢ = 0, on a
|2| < nt, ou bien z — n6,f avec |6, < 1. L'équation devient donc

f2L2 sin2 nfyt = B sin® t,
n?
d’ou
Mz sin? t M2 M
n2 sinz nf,t - et L> ne

Soit maintenant £ — 5 — + 1; adoplons, par exemple, le signe -+
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devant 1. On vérifie sans peine que I'équation difféventiclle de P est

acluellement

P 5 —
pop AFDO— 5oy
n: -
Et par conséquent
P=Lcosnarcosw——8,
149
, nL . 2z +1—3
P'= - 8in 7 arcos ————;
VI + )6 —x) 1428 7
donc
Lo ¥ ?
— n? 2

On voil finalement que L sera le plus pelit possible, sid =1, ¢’est-a-dire
. _— M -
lorsque P est polynome trigonométrique; dans ce cas L — —. et le théoréme
est donc démontré,

CoroLLAIRE. — St un polynome P,(x) de degré n ne dépasse pas L, en
valeur absolue, dans Uintervalle (a, b), on a dans le méme intervalle

, 2n2L . 2 N\
P = s P = (o W — 17 Lot
6. Tueorime. — De tous les polynomes de degré n qui en un point

donné extérieur au segment (— 1, -+ 1) prennent la valewr M, le polynome
trigonométrique est celur qui s'écarte le moins de zéro sur ce segment.

En effel, il résulte d’'une remarque avalogue & celle du commencement
du paragraphe 2 que parmi les polynomes considérés il doit en exister un
qui s'écarte le moins de zéro sur le segment (— 4, -1 1). De plus, ce
polynome P (x) doit évidemment étre tel qu’il soit impossiblc de trouver un
polynome F,(x) de degré u salisfaisant aux équations

(2) F,(x) = P(®), ..., Fu(@) = P(@),  Fo.(§)=0,

00 &, &y, ... X, sont les points du segment (— 1, 4 1), ot P(x) atteint
son écarl maximum L, el ¢ est le point donué (extéricur au segment), ou
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P (&) = M. Mais tous ces points étant distinets, les équations (2"°) seront
compatibles, si k < n + 1. Done, k =n + 1, et par conséquent P(x) est
un polynome trigonométrique.

7. CoroLLARE. — Le plus grand module que peut avoir en un point &
extérieur au segment (— 1, -+ 1) un polynome de degré n, qui sur ce
segment ne dépasse pas L en valeur absolue, est égal a

® o |GHVE=1) g (V1)
2

8. CoroLLalRE. — Le plus grand module que peut avoir en un point &
extérieur au segmen! (— h, -+ h) un polynome de degré n qui sur ce
segment ne dépasse pas L en valeur absolue, est égal a

E+Ve—m)s (E—VEe—wr)|

24"

(85) M—L ’

9. RemarQue. — Il est commode de transformer la formule (8) de la
fagon suivante : posons
1
§ = cos(a—bi) = 3 [(e2 4 e®) cos a + i (e — ¢P) sin a],
a et b étant des nombres réels. Si b recoit une valeur positive fixe, & est un

point quelconque de I'ellipse ayant pour foyers les points (— 1, - 1) et
pour axes ¢’ + 7% el ¢ — ¢7%, D'aulre part,

L
M=L|cosn(a—bi)| = 3 [(e™ -} e7%) cos na + i (€ — ™) sin na |

L
=3 V ezt 4 e-md | 9 eos na.
Donc, en un point quelconque de Pellipse considérée, on a

L L
§ (Cnb_ e—nb) _<_— M é_ 5 (6nb + e——’nb) < Len‘b.
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Ainsi, finalement
C) M < LR®,

ou R = ¢® est la somme des demi-azxes de Vellipse passant par le point ¢ et
ayant pour foyers les points (— 1, + 1). Cette somme, qui est toujours
supérieare & l'unité, en différe aussi peu que I'on veul, si le point ¢ est assez
voisin du segment (— 1, + 1).

On vérifiera de méme que Pinégalité (9) subsiste, si le segment
(— 1,4 1) est remplacé par un segmeiat quelconque de longueur 24;
seulement R désignera alors le rapport de la somme des demi-axes de
Pellipse, passant par le point ¢ et ayanl pour foyers les extrémités du
segment, & A.

Démontrons encore la proposition suivante :

10. Turorene. — Si P,(x) est un polynome de degré n tel qu'il existe
deux points (Xq, yo) du segment (— 1, -~ 1) pour lesquels

ad
? __

Pl2) = Pull) (4 g 4 gy,

E(xoy,) = (@0 — yo)*

a Etant inférieur ¢ un, on ne peut pas avoir sur tout le segment

M

T

P2 <

En effet, on peut, comme précédemment, affirmer I'existence d’un
polynome P(x) qui de tous les polynomes considérés s'écarte le moins de
zéro dans l'intervalle (—— 1, + 1). Ce polynome jouira de la propriété que
les équations

Fo(x) = P(xy), ... Fp(23) == P(zy), I (x0) — Fr(yg) = 0

doivent étre incompatibles, si F,(x) est un polynome de degré n. Cela
exige que k > n. D’ailleurs, si £ — n, il faudra (en conservant les notations
du § 2) que I'équation

Q) — Qo) + B(R(x0) — R(go)) = 0
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ne puisse étre satisfaite; il faudra done que

R(wo) _ R(yo) = 0,
et finalement

(o). (25 —1 P'(y,). (i —1
(10) P(wzofﬁ - (yzoﬁ’ﬁ )_o.

Mais puisque, d’autre part, (x,, y,) réalisent le maximum de E(x,y), on
doit avoir aussi

(1 — af) [P'(a'o) (@o—yo)—a (P(a'o) —P (%))] — aro(@ — Yo) (P('TO) - P(?/o)) =0,
(1 — 1) | P (@) (o — o) — (P (o) — (@) )] — ayo(yo — o) (P (o) — P () ) = 0,

ou

. P(z,) — P(y0) (L — zoyo)

P (x,) . (4 —af) =
() « ( xg) = @ To— Yo

et

P(2) — P(yo)

- .
To— Yo ( ToYo)

P'(yo)- (1 — y3) = -

L’équation (10) se réduil par conséquent & I'équation

.P(wo)~P(yo)_[ 1 i ]:0.
1y

i— _
( Toll) Xo— Yo

—B8 %—E
qui manifestement ne peut étre salisfaite.

Il en résulte que £ — n +- 4, et le polynome P est encore un polynome
trigonométrique.

11 nous reste donc 4 caleuler le maximum de E(x, y) pour le polynome
trigonométrique P — L cos n arcos x.

Posons x — ¢0s 6, y — cos ¢ (0 < § < 71, 0 < ¢ < =). Alors

cos n9 — cos ne

E(zy) = L - (sin 8. sin )%,

(cos § — cos ¢)*
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ce qu'on peul écrire

cos n — cos nyp e X
E=L (m> (cos nd — cos np)*~=. (sin 0 sin ®)

sin g(ﬂ—?) ) sin 8 sin ¢ )
« (cos nf — cos nop)—*. L < 2=, = L,

1 R
sm§(9——<‘o) \sm§(0+<p)
Donc M < L. 2=" a | L étant le module maximum de P(x). D’ou

M
L> ——— C.QFD
- U= n& Q
Remarquons que si, au lieu de Pintervalle (—1, + 1), on considére
Pintervalle (— A, -+ &), on aura également

P (@) — Pu(y)

Ty (e — )T (h— )T < L. 2% (nh)”,

L désignant toujours le module maximum de P, () sur le segment considéré.

11. TueoriMe. — Si le polynome de degré n, P,(x), est tel que la
fouction [P,(x). V1 — x]. \/1 — X% atteint la valewr M sur le segment
(— 1, + 1), P(x). VI —x% ne peut pas rester constamment inférieur
en valeur absolue & -— sur le seqment consideéré.

On voit, comme précédemment, que le polynome P(x) réalisant I'écart
minimum doit exister et que le nombre k des points z,, x, ... x;, ou le
(z). V1 — 22| est atteint, est au moins égal & n, car il
doit éire impossible de trouver un polynome F, de degré n satisfaisant aux
-équations

Fo(@) =P(@), ... Fu(ay) = P(my), [P VTI—EB) =

¢ étant un point ou T(x) = [P(z). VI — 2 x'). VI — 2? atteint son
maximum. Si k£ = n, ces ¢quations ne serom incompatibles que dans le cas
ou I’équation

(OVI=E)+B(ROVI—F) =0

Tome 1V. — ScIENCES. 3
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sera impossible, ce qui exige que £ satisfasse 4 I'équation

(11) [RE).VTZE] —o.

Mais

Rz) = (z—a)...(x —z,) =C [P(x)l/{‘__ xQ],_ l/md———ﬁxz _¢c. xT_(_a_C)B

et, d’aulre part, £ satisfait 4 'équation
T'(x) = 0.

L’équation (11) se réduit done a

[T@.W—ﬂ’: .

£E—p
ou
5 18 §
(CRI =2 R
ou
1—pE=0.
Par conséquent,
gl >1

Or du moment que S(x) = P(x). \/1 — «? attcint n fois son module
maximum L, le polynome de degré 2n 4 2, 8* — L? sera divisible par

%f—) et par conséquent S satisfera & I'équation différentielle

S'2, (22— 1)(x—y) (x—29)
(n+1p@—py

St 2 —

et 'on vérifiera, comme au § 2, que || >8], |a‘] > |B]|. 8, y, ¢ sont tous
de méme signe. On conclut de la que

|'st Vl—ﬂ| M

L> n+41 n—i—1
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Si, d"autre part, on envisage le cas de k — n <4~ 1, on trouve

L 82, (@t —1)
(n41y
‘el par conséquent dans ce cas

S = Lsin (n 4 1) arcos ,
d'ou
M

L:
n-+1

Le théoréme est donc démontré, et 'on voil en méme temps que le
polynome P (x), qui réalise le minimum, est actuellement égal 3

Lsin(n 4+ 1)arcos x

V' — 2

12. APPLICATION DES RESULTATS PRECEDENTS AUX SUITES TRIGONOMETRIQUES
LIMTEES. — Les théorémes (2) et (11) se mettent sous une forme paru-
culiérement simple, si on pose & = cos . En effet, un polynome quelconque
pocos’t + - 4 p, de degré u est identique 4 une suite de cosinus de
(n 4+ 1) termes A, 4 A, cos ¢ -+ - -+ A, cos nt, et réciproquement; de
méme, le produit sin ¢. [pycos” ¢ 4 -+ + p,] est identique & une suite de
sinus de (n - 1) termes B sin¢ - .- 4 B, (sin (n 4 1)z, et réciproque-
ment. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, équivalente aux
théorémes mentionnés :

Si une suite trigonométrique limitée A, + A, cos1 + - 4 A, cosnt, ou
Bysint 4 -+ + B,sin nt est infériewre en valeur absolue g L, sa dérivie
reste inferieure en valeur absolue a nl.

Eo remarquant que la différentiation conduit a une suite de méme
nature, on conclut immédiatement que :

St une suile rigonomélrique limitée A, - Ajcost + -« 4 A, cos nt ou
Bysint 4 -.- 4 B, sin nt reste inférieure en valeur absolue ¢ un nombre L,
sa dérivée d’ordre p reste inféricure en valeur absolue a w'. L,

Considérons maintenant une suite trigonométrique quelconque

S=A,+ A,cost+ B,sint+ ... 4 A, cos nt -+ B,, sin nt.
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Soit L, le maximum du module de la suite des cosinus (avec la constante)
et L, le maximum de la suite des sinus. Il est clair que le module maximam
L de S sera au moins égal au plus grand de ces deux nombres, car le
maximum L, par exemple, de la suite des cosinus est alteint pour les
valeurs de ¢ = = ¢, la suite des sinus étant alors égale & = k; donc I'une
des deux valeurs correspondantes de S, L, + k et L, — & n’est pas inférieure
a L,. Mais, d’aprés ce qui précéde,

| Aysint 4 .-« +nA, sinntl | < al,, | Bycost -+ .-+ 4 nBy,cosnt | < nl,.
Done
I —A,sint+ B, cost 4 --- —nA, sinnt 4 nB, cos nt | <n(ly+ Ly < 2nl

(le signe d’égalité ne pouvant avoir lieu partout en méme temps).
Ainsi, S étant une suite trigonométrique quelconque, si son module reste
inférieur @ L, le module de sa derivée reste inférieur a 2uL.

18. Demivies successives. — |l résulte du paragraphe précédent que,
P, étant un polynome de degré m dont le module ne dépasse pas L,
lorsque —1 <x <1, 0na

@ P, (z)

————— | < nfL.
(d arcos x)? "

Ainsi
| P, VT —a2| <L,
| Pp(1 —a®) —aPy | = L,
VI —z2[P; (1 — a?) — 2P, — P,] < n3L, etc.

Mais nous n’aurons pas a faire usage de ces inégalités. Il nous suffira,
pour les applications qui vont suivre, d’en établir d’autres moins précises

mais plus simples.
On a d’abord

nL
| Pr@) | £ —
V1— a2
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et puisque P, est un polynome de degré (n — 1), on a en vertn du

corollaire (%)
n—1 nl,

z—a VI—a

| Pn(@) |- <

el en posant

1— a*
l—zi=a—2=——
on a '
- In(n—1)L
| Pr(z) | < [ :
De méme
n-—2 n—1).n.L
Br@) | < w1 :

Va—o Vi —a) (1 —af)
et en posant
1 — a?
1—x$=xi—m§=wi§—12=——x—:
3

on a
3
F.oumn—NHn—2). L

2

(@) ] <

2
(1 — a2y
et, d'une facon générale,
nin—1)...(n—p+1).L

| PP(2) | < :
VI —a) (af — 2) ... (25 — %)

ou en posant
{1 — a2

p

- =al—a = =05, — 2= ,
on a

D
pr.u(n—1)...(n—p+1). L

(1 — o

(12) | PP ()| <

~ En appliquant le théoréme (10), on a également

PP (z) — PP (2)

(38— 3)"

< (p—}—?)%ﬂ.n(n——ﬁ...(n——l?+1)-("—P)’~L,

(1 Qbis) P
(o

si
[z =]=] EAESEAP
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CHAPITRE 11.

Premiére méthode pour la détermination d'une limite inférieure
de la meilleure approximation.

14. Turoreme. — Soit

(13) f(w)="0+u1+"'+un—1+"n+"‘

wne serie dans laguelle v, est un polynome quelconque de degré n (pouvant
étre nul identiguement ). Si cette série converge sur le segment (— 1, + 1)
el de plus

A
,Pn | = iun"l"un-H"l“"l < n—p’
A élant une constante, [(x) admet une dérivée dordre k, ot k est le nombre
entier immédiatement inférieur d p, finie et satisfaisant a une condition de
Lipschitz de degre ¢, quel que soit ¢ < p — k, sur tout segment intériewr
a(—1,+1).
En effet, posons

U = Uym -+ Ugmyy o0 Ugmt1_y.

On aura manifestement

A A P+
+

gmo T gomitn < gemiap’

l U?)Z I <

Le groupement de termes indiqué transformera donc la série (13) en une
série absolument convergente

@) =t - v vy oo Ay o,
el de plus, quel que soit p, < p, la série
' 9Pryy - 22Pry, f ool QB
sera également absolument convergente, puisque le reste

Tm _ ’ Q(m-H)mum | + ..
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est en valeur absolue inférieur 3

20+ A
QPH A [Q0mH) (pr—p) ~+ 2R ] =

- (20— 1). Qmip—py

Mais en appliquant Pinégalité (12), on a

k k
A= [™@) | <A —@P[| P+ o] 4o | v | o]
; Qk QmH)k . Qp+4_ A g
<k[ MaX.IU0'+"'+u de.lU,n,+"‘]<Q—p_m‘k.

De méme, en appliquant I'inégalité (12"%), on aura

gt [TP@ =P B [ u(z)—u(z,) o | B =R (=)

IpHA gn

k
<(k+9)2 +1[2k+5 Max. | U, , 4 oe - QRO Mgy, f Uy, l + .. ] < m. (k + 9,)

avec
[2| La, f2] <. C.Q. F. D.

Il n'est pas sans intérét de remarquer que les dérivées dont nous
démontrons I'exislence s’obtiennent simplement par différentiation terme
a lerme de la série donnée, puisque le reste 7 lendra toat aussi bien vers
zéro, si dans son premier terme on remplace v, par Ugnf + Ugm g + -+

. . L el s 9P HA
F ugmii_4 qui est également inférieur en valeur absolue 2 T
15. TutoreMe. -— S/ (en conservant les notations precédentes) on
\n s 1 . .
@ lon| =10, 4 | <2200 A, tend vers 0 avec -2 8i de plus la série

S=A + A+ A 4+ 4+ Ay - converge, la fonction f(x) admettra
une deérwée finie et continue dordre k satisfaisant @ une condition de
Lipschitz de degré « sur un segment quelconque intérieur  (— 1, + 1), s
p=Kk + ¢, k étant un entiecr et 0 < ¢ < 1, .

Examinons, pour fixer les idées, le cas de p enticr (e = 0), le second cas
sc traitant d’une fagon identique. Ecrivons, comme plus haut,

f(x) = u, + Yot Uyt e vy e,
actuellement on a
| Um | <W+§m;
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donc

P 4
(A — 22)2 | FO(2)] < pP[(27. Ay - Ag) + (27 A+ A) + -+« + (22 A gm 4 Agmad) + -]
<pt.(241).8. C.Q.F.D.

On vérifiera également, en appliquant le théoréme (5), que les dérivées
d’ordre inférieur ou égal a g restent finies méme aux extrémités du segment

(——1, +1).

16. Remaroue. — Si la série (13) était telle que, en I'arrétant & un terme
quelconque, on obtienne un polynome d’approximation de f(x), on aurait
évidemment Max. |p, | = Max. |p,_, | Mais méme lorsque la série est
quelconque, on pourra réaliser celle inégalité en groupant convenablement
les termes de la série.

Or, il est facile de voir que s¢ les nombres A, sont tels que

p étant un nombre fixe, les séries

S=A + At At Agm e

el

: A A A,
L:A1+‘§E+T;+'“+Z+'“

sont en méme temps convergentes el en méme temps divergenles.
En effel, soit p =1 (si linégalité indiquée plus haul a lieu pour un
cerlain nombre py, elle a lieu a fortiori pour toute valeur de p > pp).
On a, d’une part,
An An-H A”n—i

= . z _—é@ — _.AL'H_ p—
]"_n+n+1+ T~ w ™ —{_(n—l-'l)’J (A

Appy A, Ay n1N\2* A, 211—1)”“
(2n— =gt | D .
+ (Cn—1)” (2n—1) " [nf’J( (n-1)? < 2 > Tt n—1)y? ( n

A 1y
<nrin <FZ> . <2n” > < A, . 2774
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et, d’autre part,

Ay Anys n A4 1\ Az In— 1\
I, =nr| — . S T .
" [7L” + (n+ 1) < n ) Tt (2n-—1)? ( n ) :| >

A
<> np. M~y Ao Ay,

En—1r =" @y @’
Done
A2n A, ‘\n-H A*’n—i
T S T Pt
‘27’<n+n+l+ +2n—1<An'2 '
D’ou
S

Li;——A1< Y <« 9r§,

On peut par conséquent remplacer dans Uénonce du théoréme (15) la
série S par la série 2, pourvu que Max.

po | = | Max. | o,y |-
D’autre part, en appliquant & cetie série les conditions sulflisantes de

convergence de Bertrand, on obtient les inégalités

o 1
e (log n)"*+*’ " logn . (log log )

ete.,

comme conditions suffisuntes pour que les conclusions du théoréme (15) soit
exacles.

17. THEOREME. — Soil
f(w):7‘0+1l1+ et U A,
ot u, sont des polynomes de degré n. Si sur le segment (— 1, 4 1) on «

A,

1
' P ! = I Up ~f oe I < ;,}"

et qu’il existe un nombre positif «, tel que

__Ai*i__<&‘

m+1)"— nx
Tome JV. — ScCIENCES. 4
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on aura, pour p; < p — 2a,

/(P1’<'L~) — wm + thH + + w, + e,

\ driu, ,
ot w, = %, ¢ sont des polynomes de degré n — p, (*), et

7

pi. 27HA,

Ip(r’t")izlwn+wnﬂ+"'{< o
(2= — 1) npo . (1 — a?)2

En effet, on a, comme précédemment,

f(pa)(w) - ngi) + U‘ip‘) A - U;g‘) e eeny,
et

2 2}
¢ — %) [ uge | 4+ ] vig, |+ - ] < pE.ortt [Auzm L Qe o) | Agmia. Quntdpa—p) | ...
o )
< p2.27HAgm. QI (Pep) ] o QPP | QAP L g

P 2}
pE.2PHEH Agm p2. 2PHA,

= <
- (‘205 — 1) . Qim+) (p—p4) (2« — 1) Y

Done, en différentiant p, fois la série donnée, on trouve
[®(E) = twy, 4 Wy g + -+ W+
ol 20, est un polynome de degré n — py, et l'on voit que
| o | = | Wy + Wy + -+ |

satisfait bien a I'inégalilé annoncée, lorsque n — 2".
Mais rien n’empéche de poser

Vo =ty + Upps o+ Uz Uy = Ugy + Ugns +- 00 T+ Uint

(*) On a évidemment une inégalité analogue pour le rapport

@) —*@

@—yr l ou kte=p=p—2.
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el ainsi de suite, en prenant » arbitrairement; et dans ces conditions on
aura pareillement

Py
2. 9rH A
%} = | Wnt o = Lo v o < S d

C. Q. F.D.

Dy

(2% —1). 072 (1—g2)2

REMARQUE. — On vérifiera également, comme conséquence du théo-
réme (5), que pour p, <% — 2z 0n a

A, gwH
v b

lwn+1vnﬂ+"'{<

EXempLEs : 1° Ainsi, si A, — A esl conslant, la meilleure approximation
de ['(x) par un polynome de degré (n — 2) dans lintervalle (—h, 4 h)
satisfera a Uinégalite '

, A, 2rH
llpn‘< p—i 2

Pt (2 — 1) P e

yuel que sout n, si on sait que la meilleure approximation e de f(x) par
. polynome de degré (n — 1) est dans lintervalle (— 1, 4+ 1) infe-
eure @ —, quel que soil n.

2° Soit encore A= logn. Si on a | <
0 aura aussi dans l'intervalle (— £, + &)

logn 4,
fp dans l'intervalle (—1, 4- 1),

27+ Jog n

lenl <

n—1

nr (27 1) VT pe

18. APPLICATION AUX SUITES TRIGONOMETRIQUES. — ]I est évident qu’on
ura des propositions analogues aux précédentes, si on suppose que w,, au
eu d’étre un polynome, est de la forme

un=A0+A1cosx+Bisinm+---—I—Ancosnw-f—aninnx.

Il suffira, pour indiquer les pelites modifications & introduire dans les
noncés précédents, d’énoncer la proposition suivante correspondanle aun
1éoréme (13).
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SiJu, 4 ugyy < %, p élant un nombre entier, et que la série
S= A, + Ay + Ay + - -+ Ay + -+ converge, (¥ (x) sera finie et con-
tinue : on aura en général [W(x)]| < 2" (2" +1)S et |F7(x)| (2" + 1)S
dans tous les cas ot tous les u, ne contiennent que des cosinus ou seulement
des sinus.

19. PREMIERE REMARQUE GENERALE. — Il est naturel de se demander si
la convergence de la série S, dans les énoncés (15) et (18), est une
condition essentielle pour qu'on puisse affirmer que la dérivée d’ordre p est
finic el continue; ne suffirait-il pas, par exemple, que les nombres A, tendent
vers 0F Ou peut, en effel, remarquer que la série (rigonométrique
f(x) ———72%005 nx, o a, tend vers zéro en décroissant constamment,
admel une dérivée continue; or, le reste de f(x) est égal & 1%, ou b, tend
vers 0 en décroissant d’une facon quelconque, et par conséquent la
meilleure approximation de f(x) (comme nous le verrons dans la troisiéme
partic) ne sera pas inférieure & ;%—7—2, k élant une constante. Il existe donc
des fonctions f(x) ayant des dérivées continues et pour lesquelles ce fait ne
saurail jamais étre mis en évidence par le théoréme (18). Mais ceci west
pas un défaut du théoréme, c'est une conséquence de ce qu’sl existe des cas
limites (et il est remarquable qu'ils sont exceptionnels) ow il est impossible
de conclure de Uordre général de la meilleure approximation Uexistence ou
la non-cxistence de la dérivée.

En ecffet, nous allons voir que Ay, Ay, -+ A,, - élant une suite de
nombres positifs quelconques tels que %5 = e el que la série
S—=A, + Ay A, -+ -+ + Agn + -+ diverge et par conséquent la série
3 est aussi divergente, il est possible de consiruire une fonction

no~ A1l+1

f(x)-: “()"}‘ u’1+ R Un + ]
pour laquelle

An
I“n‘*‘”n%—i“i"" | < o
n
el qui ne posséde pas de dérivée d'ordre p finie el continue a Uintérieur du
segment.
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Supposons, pour fixer les idées, p = 1. Il est clair d’abord que §’il
existe un nombre n; tel que pour 2 >n, on a A, > 1, la meilleure appro-
ximation E, _, |%{ de I%‘ par des polynomes de degré # — 1 sera sur le
segment (—1, 4+ 1) inféricure & 7W11——T) (d’aprés le § 37) et, par conséquent,
la fonction l%] peut servir d’exemple d’une fonclion ayant une dérivée
discontinue dans le cas ou la divergence de la série S résulte du fait que
ses lermes & partir d’un certain rang sont tous supérieurs & 1. Admeltions,
au contraire, qu'il existe une infinité de nombres A, , inféricurs ou égaux

a 1. Dans ces conditions, nous allons former la fonction

. imz‘o A41n+i A4m+5 ’ —nzm
f@)=3 ,;1 [(@n —3 7 (dm 1)] cos (hm + 1)z = n; U (%),

ol u,(x) = 0, lorsque (n — 1) w'est pas divisible par 4.
Par conséquent, le reste de celle séric trigonoméirique 4 coefficients non
négalifs salisfait, quel que soit n;, & l'inégalité

I u"i(w) + uW«rH(w) + e i é

oudm —3 < ny = hm 1.
Or il est facile de voir que si, comme nous supposons, la série

N A An
L=A1+.§+...+7_+...

2

diverge, le point x = 3 ne peut étre un point de continuité pour /' ().
En effet, en différentiant terme a terme, nous obtenons

Mm=x

1 4
f’ (x) = g Z [A«mH—s - AmH—l (1 + in—3

>:| s‘in (4m 4 1) x;

m=4 .

et si au point & = 3 la fonction /'(x) était continue, on trouverait sa valeur
en appliquant le procédé de M. Fejer. Or, toutes les sommes partielles

1

nt 4
5 E [A4m+3 - Adm+1 (1 + m):l

m=i

élant composées de termes de méme signe vont en croissant en valeur
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absolue avec m; et, en attribuant & m des valeurs telles que A, 5= 1, on
Voil que ces sommes

1 ” 4 1 4 & A4m+1
- o — =-[A mts = g | — —
5 Z [Ann—}-a Apnia <1 + im — 3):] 53 < ot 5> 3 mzzi 4m —3

n=i

croissent indéfiniment en restant loujours négalives.

On en conclut que pour x — 3 le procédé de sommation de M. Fejer
donnerait, il élait applicable, ['(x) = — o ['(«) est done discontinue
pour x — Z.

En posant z — cos x, on transforme la série [ (z) en une série de
polynomes qui également naura pas de dérivée continue du premier ordre
pour z = 0. Ainsi du fait qu’une fonction comme ||, par exemple
n'admet pas de dérivée partout continue a [intérienr d'un intervalle, on
doit conclure que, quels que soient les polynomes P, (x) de degré n, les
inégalités

>

|

(@] —=Pu@)] < =
ne sont possibles qu’a cendition que les séries
A, Ay
S=A1—-}—A2—I—---—|—A2m+--- et Z:A‘+§+"'+'E+"'
divergent; on devra donc avoir pour une infinité de valeurs de n

1
A, > —, A, \ -5 et
" (log m)tt= v log u . (log log n)t+ e

Au contraire, du seul fait que la dérivée de || est discontinue, on ne
peut conclure qu’il y a unc infinité de valeurs de n telles que

1 1
A, > s Ay >—, ele,
log n logn.loglogn

car il existe effectivement, d'aprés ce qui précéde, des fonctions sans
dérivées continues pour lesquelles on a, quel que soit n,

1 {
Ay < —— ou

A ——, elc.
logn n < log n log logn
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20. SECONDE REMARQUE GENERALE. — Dans les propositions précédentes
on fait intervenir Papproximation de [(x) par des polynomes de degré »’
quelconque pour en conclure Iexistence des dérivées. 1l est facile de se
rendre comple que cela est également essentiel; nous pourrons, en effet,
construire des fonctions qui, pour une infinité de valeurs de n, satisfont
a l'inégalité

1

n?’

s @) —Pui@) | <

quel que soit p, et pourtant n’admettent pas de dérivées. Soit, par exemple,
la fonction

, 1 & cos iy
/(‘2’)_— é}; gm1 '

On voit que si 1 — 2" > 9 4 a
b

) /1 ki3 GOS 62?”! x
’('Z) - g - g

- 1 1 1 1 1 1
— 5 2()n+i)1 + 2(7;14—2)1 —{4 ( «2(m+1)! < 2nl!p = ﬁ

Pourtant, comme on le vérifie immédiatement, cette fonction ne possede
de dérivée pour aucune valeur de 2. :

I est naturel cependant de se demander quelles sont les conséquences
qu'on peut tirer du fait qu’il Y a une infinité de valeurs de n pour lesquelles
Pinégalité (13) est remplie. Sans entreprendre cetie étude, je me bornerai
de donner une proposition qui peut lui servir de base.

21. Tugoneme. — Sy, quel que soit N, il existe au moins un nombre
n >N, tel que

(s 1@ —Pa@) | <

dans Cintervalle (— 1, + 1) it existera, quel que soit h, des nombres
h < by, tels que dans tout intervalle (AB) intérieur g (—1,+ 1) on aura

/"(w+zz)h—f(x) < f(x+9h)—9’;(gw+h)+f(x) <k,
117
0 (o4 30) =3l 420 3¢+ By —f@))
hl)x ’ *
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ot ky, ky, ky ... sont des constantes (dépendant de Vintervalle AB), et

_ _
iy P34y

s ete.

P P2

=m,

Soit | f| < M dans intervalle (—1, + 1). On peut faire correspondre
A toute fonction /(x) une fonction bien déterminée 3(¢), ou d(c) désigne le
maximum de Poscillation de la fonction f(z), lorsque x se lrouve dans un
intervalle inférieur ou égal & ¢ situé entiérement dans (AB). La fonction d(¢)
est toujours non négative el non décroissante; si /() est continue, d(c) esl
également continue et tend vers ( avec . La condition de Lipschitz de
degré p, signifie que d(c) < kye™, ky élant un nombre fixe, la premiére des
propriélés que nous voulons établir exprime seulement que celle inégalité
a lieu pour une infinité de valeurs de ¢ aussi petiles que l'on veut (sans élre
nécessairement exacte en général).

Ceci posé, soit «(n) le maximum de | /(x) — P,(z) | que nous pouvons
supposer inférieur a M; alors | P, |<2M, et puisque P, (x) est un
polynome de degré n, '

| Pp | < kMn,

ol %k est une constante qui ne dépend que de lintervalle (AB). Par
conséquent, Poscillation de P, (x) dans un intervalle inférieur ou égal A ¢
est inférieure 4 AMne. Si donc on considére deux valeurs x; et x; de z,
telles que

| m—x | e et | (@) —[(@)]| =23

on aura également
| P (2) — Pu(;) | < kMne;

d’ou
| (@) — f(a2) — Pu(x) + P(x2) | > 8(e) — kMne.
Or
| f(x0) — Pp(@y) | < a(n), | f(xs) — Ppla) | = a(n).
Donc

Qa(n) > 8(e) — kMne
et finalement

(16) 8(e) < 2a(n) + kMne.
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Aliribuons & présent & n une valeur pour laquelle I'inégalité (15"%) est
atisfaite, c’esl-a-dire «(n) < 2., et posons en méme tem se=— - L'inéga-
satisfaite, ¢’esl-a- a(n) < -, el posons e Ps e = -0 ga
lité (16) donne alors

<1 2 M EM 2 R,
< == = S
ntt? n? - on? Tk n?
ou
3(e) < kem,
avee py = 1%, ce qui démontre la premiére des inégalités voulues.

Posons ensuite

&,(e) = Max. | f(x + 20) — 2f(x + h) + f(z) |

dans T'intervalle (AB) et pour | 4| <.
On aura également

[ Po(@ + 20) — 2P, (2 + ) 4 P, (2) | < KMuzee,
k élanl une constante. D’ou
[f(x+420)—2f(x+ k) -+ [(2)— Pp(x+20) 4 2P, (x + h)— P, (x)| > 8,(e) — kMnze?
pour des valeurs convenables de x et 4. Donc

4o.(n) > 8,(e) — kMnze?
ou finalement

(165) 8,(e) < 4a(n) + kMnzez.
Atiribuons de nouveau & n une valeur pour laquelle a.(n) <%ﬂet posons

. 1 Lo -
celte fois e = 5. L'inégalité (16") donne alors
nity

- 4 kMnz kM 4+ 4 k2
64(e) < o + Py W "

el, enfin,
0,(e) < kyere,

ou 7’2=2Tp[)’ ce qui démountre la seconde des Inégalités de I'énoncé. On
voit bien que le méme raisonnement conduil aux inégalités successives,

Tome 1V. — Sciences. 5
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22. AppLicaTioNs. — Appliquons le théoréme qui précéde a la fone-
tion | |. On voit immédiatement que pour cetle fonction

Se) =¢e,  Oy(e) =2, &(c) =2, etc.

Il n'existe done pas de valeurs de e pour lesquelles Pordre infinitésimal de
3(¢) soit supéricur & un. 1l en résulte done qu'd partir d’une valeur de n
des inégalités

1
||zl —Pu(@) | < 3

sont impossibles, si p > 1; car, quel que soit p > 1, il serait possible de
trouver un nombre entier 7 tel que % > 1, ce qui ne saurail avoir lieu
en vertu de ce qui précéde.

Appliquons encore linégalité (16) pour donner une démonstration trés
simple du théoréme suivant di & M. Lehesgue (*) : Si I'on counsidére la
famille (C) des fonetions continues dont le module reste inférieur & M
dans Pintervalle (— 1, 4+ 1), la limite supérieure (ou le maximum) de
leur meilleure approximation par des polynomes de degré n aussi grand
qu'on veul est égale a M.

En effet, quelque petit que soit ¢, il y en aura parmi les fonctions (C) de
telles, pour lesquelles 3(c) — 2M dans (AB) intérieur a (—1, + 1); or,
n étant donné, on pourra faire kMne =2y aussi petit que Pon veut.
L’inégalité (16) montre alors que |

a(n) > M—n.
C. Q. F. D.

Le théoréme de M. Lebesgue ne répond pas cependant & la question
suivante : N'est-il pas possible de construire une suite S non croissante de
nombres «,, a ... a,, ... tendant vers O, telle que pour chaque fonction
déterminée de la famille (C) on puisse trouver un nombre R assez grand,
de la sorte que Papproximation | f(x) — P,(x)| reste inférieure a Re,? Du

(*) Sur les intégrales singuliéres, ANNALES uE TouLousk, t. [, 1909, p. 110.
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théoréme de M. Lebesgue il résulte seulement que la limite supérieare de R
pour toutes les fonctions de la famille est infinie. Mais il est clair que ce
théoréme subsisterait si on remplacait la famille (C) par la famille (Gi) de
tous les polynomes de module inférieur & M, et pourtant il est également
évident que pour un polynome donné on pourra prendre R égal au plus
grand des nombres G—I:IL—‘ correspondant aux valeurs n, inférieures au degré n
du polynome donné. Il est donc essenticl de compléter le théoréme
précédent par celte remarque que, quelle que soil lu swite S, il existe
des fonctions de la famille (C) pour lesquelles il est tmpossible de (rouver
un nombre R si grand qu'd soit, tel qion ait, pour toute valeur de n,
I f(X) - pn(") I < Ra,.

Cela résulte également de I'inégalité (16), car du fait que | f— P,| < Ra,
on conclut que Poscillation d(c) de celte fonction satisfait a Pinégalité

3(¢) < Ray,, + Mkne,

ou, en posant e=ni, el en admeltant que Ra, >%k, a linégalité, 3(¢) < 2Ra,.
Mais il est évident que toutes les fonctions de la famille (C) ne peuvent
satisfaire & une telle inégalité.

Avant d'abandonner cet ordre d'idées, remarquons, en particulier, que
les fonctions qui satisfont a Uinégalité | f(x) — P,(x) | < Ra,, quel que
soit n, la suite S jouissant de la propriéié que lim - a, - log n = 0, satisfont
necessuiremen! a la condition de Dini-Lipschitz, a savoir, lgifo' J-loge= 0.
Ceci est la réciproque d’un théoréme de M. Lebesgue (*) que nous démon-
trerons plus loin.

23. TueoreMe. — Si pour toute valcur de n il existe des polynomes P,

de degré n, tels que
| (@) — Pu(@) | < ey

sur le segment (— 1, 4 1) o0t e,0® tend vers 0, lorsque w croit indéfiniment,

(*)} Loc. cit., p. 114.
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quel que soit le nombre positif p, la fonction f(x) admet des dérivées
bornées de tous les ordres sur tout le segment (exirémités comprises).
Ceci est une conséquence immédiate du théoréme et de la remarque (15).

24, TutoreMe. — Si pour toute valeur de n on a
A
| 7(@)—Pul@) | < 5

sur le segment (— 1, -+ 1), la fonction f(x) est analytique et holomorphe
a Uintérieur de Cellipse B, ayant pour foyers les points (— 1, + 1), et
dont la somme des demi-axes est égale a R.

En effet, en écrivant

(&) = (@) 4 (@) 4 -+ + Up (@) + -
ou

ui(m) = Pi(m); uz(x) = P?(w) - pi(x); um(x) = Pm(w) - Pm—i(m))

on a sur tout le segment

2A
Rt

un | <

Done en un point d’une ellipse E, homofocale & Iellipse E et ayant
R, < R pour somme des demi-axes, on aura, a cause de ['inégalité (9),

2AR? RO\
[u, | < ——‘-ZQAm(E‘) .

Rn—i

La série () converge par conséqueut uniformément sur Iellipse E, et
a son intérieur. Le théoréme est ainsi démontré.
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DEUXIEME PARTIE

RECHERCHE DES POLYNOMES D’APPROXIMATION.

CHAPITRE HI.
Méthode générale.

25. PreéLivinaires. — L'idée de la méthode que nous allons suivre pour
la recherche et I'étude des polynomes d’approximation d’une fonction
donnée consiste & utiliser convenablement les polynomes d'approximation
connus déja d’autres fonctions qui différent suflisamment peu de la fonelion
considérée. Quelquefois, comme on le verra plus loin, il sera possible de
conserver la fonction et de faire varier la nature des polynomes d’approxi-
mation.

Rappelons d’abord les principaux des résultats connus :

Parmi tous les polynomes de degré w il en exisie un el un seul P,
qui dans wn interoalle donné (AB) vend minimum le mazimum de
| ((x) — P,(x) |, la fonction {(x) étant une fonction continue donnée quel-
conque; cest le seul polynome pour leguel le maximum de |((x)— P,(x) |
est atteint avec des signes aliernés (n + 2) fois au moins dans 'intervalle
considérd. (Borer, Legons sur les fonctions de variables réelles, p. 88.) Ce
polynome P, (x) est le polynome ordinaire dapproximation de degré n de
la fonetion [(ar) dans Pintervalle (AR). Il résulte de la proposition énoncée
que si le nombre de points out le maximum de | /(x) — P, (2) | est atteint
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avec changement de signes, était supérieur a (n 4 2), s'il était égal &
(n -+ 2 + k), on aurail nécessairement

Pn: Pn—Hz""_—Pn-}—ky

P,., étant le polynome d’approximation de f(x) de degré (n + ¢), de
sorte que pour le polynome d’approximation P, ,, Iécart maximum
| £(2) — P,yu(x) | se trouve atleint exactement en (n 4 k -+ 2) points.
Celle remarque justilie dans une cerlaine mesure que dans la suite nous
nous occupons uniquement des polynomes d’approximation P,(x) pour
lesquels I'écart maximum est alteint avec des signes contraires en (n 4 2)
points seulement.

26. GeneraLisaTioN. — Généralisons ce qui précéde de la fagon suivante.
Considérons une suite quelconque de puissances x*, x*, .,. x*, dont les
exposanls ay < a, < ... < «, sont des nombres positifs (z, = 0) quelconques.
Nous désignerons par R, (x) I'expression

R,.(2) = Az - -+ 4 A, 2%

qui entre loules les expressions de la méme forme (et qu'on peut appeler
polynomes généralisés) rend minimum le maximum de | f(z) — R, («) | dans
un intervalle (AB), o0 B > A =0 (de sorte que a* sera toujours bien
déterminé réel et positif ou nul). R, (x) sera appelé polynome d’approxima-
tion de /(x) dans l'intervalle (AB), relalif 4 la suite «, «,, ... «,. L'existence
du polynome R, (x) résulte d’un raisonnement identique a celui de M. Borel
(loc. cit.) pour le cas de o, = ¢, qu’il est superflu de reproduire. Mais pour
généraliser les autres propriétés du polynome d’approximation il faut établir
d’abord le lemme suivant :

27. Lemye. — Le nombre des racines positives de U'équation
(18) Q) = apa® 4 a,2* + .. F-a,2% =0

ne peul dépasser le nombre des variations de signe de ses coefficients.
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Dans le cas oi les «, sont des nombres entiers, notre énoncé se réduit a
une forme particuliére du théoréme de Descartes. De méme, le cas ot les
nombres o; sont ralionnels peuatl toujours, par un changement de variable
x%=y, se ramener au précédent. Supposons & présent que les «; sont
quelconques, mais que toates les racines positives de I’équation (18) sont
distinctes. Dans ces conditions, si on fait varier infiniment peu les exposants
(en leur donnant des accroissements réels), on trouvera au voisinage de
chaque racine positive de Q(x) — 0 une et une seule racine de 1'équation
variée, el celte racine devra élre nécessairement réelle, car les racines
imaginaires d’une équation & coefficients réels sont toujours conjuguées deux
& deux; donc le nombre de racines positives de P'équation donnée sera le
méme que celui de I'équation variée, dans laquelle on peut hien supposer
les exposants rationnels; par conséquent ce nombre ne dépassera pas celui
des variations de signe des coefficients. Enfin, s'il y a des racines positives
multiples, on considére I’équation

u(2) = [z Q@) = 0
qui a au moins autanl de racines positives que Q(x) = 0, en complant

loutes les racines avec leur ordre de multiplicité; seulement cet ordre pour
chaque racine multiple sera abaissé d’une unité. Formant

Q:(2) = [2Qu(@)]'= 0,

et ainsi de suite, on s'apercoit que les coeflicients de Q(x), Q,(x), Q,(x), ...
ont le méme nombre de variations, mais leurs racines, dont le nombre ne
va pas en diminuant, finissent par devenir distinctes; le nombre des racines

posilives (comptées avec leur ordre de multiplicité) de Q(x) = 0 ne peut
donc pas, dans ce dernier cas également, dépasser le nombre des variations

de signe de ses coeflicients.
CoroLLAIRE. — Le nombre des racines positives de U'équation (18) ne

peul dépasser n.

28. Tukoreme. — Le polynome d'approximation R, (x) de {(x) dans
Pintervalie AB (B > A = 0) relatif @ la suite ), a,, ... «, est unique, pourvu
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qwon wait pus simultanément (*) A ==0 et ay. f(0)2 0; le nombre des
points de Uintervalle oit le mazimum L de | 1(x) — R, (x) | est allein! avec
des signes aliernés est aw moins égal a (n -+ 2).

En effet, R, (x) ne saurail ére un polynome d’approximation, s'il étail
possible de construire un polynome S(x) = byx* + --- + b,a*, salisfaisant
aux conditions S(x;).[/(x;) — R,(x,)] < O en tous les points d’écart
maximum; car, si cela élait possible, on verrait qu’en choisissant convenable-
meut le coeflicient % (voyez le § 2), le polynome R,(z) —1S(x) s'écarte
moins de /(z) que le polynome dlapproximation R, (x). Or ceci serait
certainement possible, si Pon avait k < n + 2, z, &, ..., T, élant des
points quelconques d’écart maximum, ou la différence /() — R, (x) recoit
successivement des signes contraires.

En effet, il suffirait de prendre £ — 1 points &, &, ... &4, lels que
X< E < Ly by < &y < Xy, el de poser S(&)= 0, les autres racines
de S, si clles existent, étant en dehors de Pintervalle AB, puisque alors
S(x,) . S(x,,) < 0.

On voit, en particulier, que S (x) = b + .-~ + b,_,&**—, qui, en vertu
du corollaire qui précéde, n’a pas plus de & — 1 racines posilives, pourrait
salisfaire & ces conditions, pourva que Pon n’ait pas en méme lemps &, = 0
et ey > 0. On a done n + 2 < £. Ce point étant établi, il est facile de voir
que le polynome d’approximation R, (x) est unique. En effet, supposons
quil en existe un autre P,(z). La diffcrence Q(x) = P,(x) — R, ()
satisfera alors aux (n + 1) inégalités

@) Qa) =0, Q@) . Q@) =0, ..os Q@) - Q@niz) =0,
ce qui exigerait que Q ()= 0 ait au moins (n 4 1) racines posilives,
ou bien n racines positives, mais alors &, = Q(2;) = « = 0, etle nombre

de termes de Q(x) ne dépasse pas n. Dans les deux cas Q(z) serait
identiquement nul (d’aprés 27). C. Q. F. D.

On généralise aussi par le méme raisonnement un théoréme important
da a M. de la Vallée Poussin (**).

(*) Dans la suite, celte condition sera toujours remplie.
(**) Sur les polynomes dapproximation et la représentation approchée de l'angle, BULLETIN
DE L'ACADEMIE ROYALE DES SCIENCES DE BELGIQUE, décembre 1910.
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29. THEOREME GENERALISE DE M. DE ra VALLEE Poussiv, — ['écart
maximum L de |f(x) — R, (x)]| ne peut pas éire plus pelit que la plus
petite des valeurs absolues de la différence f(x) — Q,(x) en (n + 2) points
conséculifs quelconques, ow celle derniére recoit des signes contraires, Q, (x)
étant une expression de méme forme que R, (x). Soient a,, x,, ... X, q les
points considérés. Admeltons qu'on ait |/(x,) — Q, ()| >L; donc
a fortiori

[7(x) — Qu(@) | > | f(#:) — Ru(ay) |,

et par conséquent, en posant Q(z) — Q.(x) — R, (), on devrait avoir
Q@) . Q(x,) < 0, Q@n1a) - Q@ny2) < 0,

ce qui est impossible, puisque cela exigerait que Q(x) = 0 posséde (n + 1)
racines positives. Le théoréme est ainsi démontré.

30. REmarRQUE. — D’aprés le théoréme (28), nous pouvons conclare,
comme au § 25, qu'il suffit d’étudier les polynomes d’approximation R,(zx)
pour lesquels I'écart maximum est atteint en (n + 2) points avec change-
ments de signes. L'une des trois circonstances pourra se présenter pour ces
(n + 2) écarts maxima de signes contraires : 1. L'écart maximum est
atteint aux deux bords de Iintervalle; 1. L'écart maximum est atteint & un
bord seulement; 1lI. L'écart maximum n’est atleint en aucun des bords.
Pour fixer les idées, nous distinguerons dans la suite ces trois classes de

polynomes d’approximation. Ceci posé, passons a la démonstration des deux
théorémes fondamentaux.

31. THeoriMe. — S/ le polynome d’approximation R,(x, %) dans
Vintervalle (AB) (*) de la fonction analytigue oo (x) + (1 —2) o(x), relatif
a la suile oy, o, ... a,, uppartient, quel que soit (0 =3 < 1), a la méme
classe, Uécart maximum L, ainsi que tous les coefficients du polynome

(*) L'intervalle (AB) est quelconque, si o; = 4; dans les autres cas, ON suppose
B>A=o0.

Tome 1V. — Sciknces. ]
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R,(x,2) sont des fonctions analytiques (holomorphes) de 2(0 <1< 1),
pourvu qwon n'ail aux points intérieurs, o l'écart maximum est alleint,

Fo. 20,
ayant poseé
F(@2) =M@ + (1 — )9 (@) — Ba(2, ).

[l nous suffira d’examiner le cas ot les polynomes R, (z,2) appartiennent
constamment & la premiére classe, cest-a-dire le cas ou les deux exiré-
mités de I'intervalle sont des points d’écart maximum; les deux autres cas
se lrailent d’une fagon identique.

Ceci posé, on aura pour déterminer les polynomes d’approximation les
2n -+ 2 équations

 Foy= @) + (1= 0o @) — Ry () = 0 (i —=1,2,...n).

20
(20) CF = f(x) +1 —Ne(x) —R,(z, )] ==L (i=0,1,2,...0,n 4 1),

4 2n -+ 2 inconnues : les points intérieurs d’écart maximum x;, < , < ...
< x,, les coefficients de R, et I’écart maximum L.

Si 'on prend une valeur déterminée 2, de i, on a la un systéme
d’équations analytiques qui admet, d’aprés ce qui précéde, un systéme
unique (*) de solutions réelles qui correspond au polynome d’approximation,
pour & = %,. Mais lorsqu’on fera varier 1, toutes les inconnues deviendront
des fonctions holomorphes bien déterminées de 2, pourva que leur déter-
minant fonctionnel soit différent de zéro. Notre théoréme sera par

(*) Les valeurs des coeflicients de R,, et de I’écart L sont uniques dans tous les cas ; mais
les valeurs des points d’écart maximum z; ne sont pas uniques dans le cas qu'il faut
considérer comme exceptionnel, ou il existe des points voisins ot I'écart maximum est
atteint sans changement de signe. La démonstration est également valable dans ce cas 4.
Je voulais seulement attirer l'attention sur le fait que, si dans ce cas exceptionnel on
ajoutait aux équations (20) les équations auxquelles satisfont tous les points d'écart, le
nombre des équations serait supérieur 4 celui des inconnues, et, par conséquent, si la
fonction & approcher était un polynome (de degré supérieur & n), la recherche du polynome
d’approximation se raménerait A la résolution d’une équation de premier degré & une seule
inconnue. Ce cas est donc théoriquement bien plus simple que le cas ordinaire.
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conséquent démontré si nous prouvons que le déterminant fonctionnel des
inconnues est différent de zéro. Or, ce déterminant A est manifestement

+10  ...... Ozt ...... i
—10 ... g, ... zrn
A = 2Ly —
Fvary 2 «
(— 10, .. ... Oa, ...... aln,
OF, ... 0.
bt |
o ... !
o,
= Ly  F",.F",...F"’ .TA A . +A
( ) xi’ o al x;, [ ;l'0+ Ty + + xn-i]’
ou
T xon
& o
A N T
Ty =
a [e )
.Z'Hqi ......... {L'H’_'i
(=4 (24
F e T,

Mais les nombres xy, @;, ... 2, formant une suite positive el eroissante,
on a A, >0, car en admettant que cela est vrai pour un déterminant
d’ordre n, on voit immédialement (4 cause du lemme 27) que la méme
inégalité a nécessairement lieu pour n 4 1. (On suppose comme toujours
que I, >V, si « >0.) Les quantités F;: étant différentes de zéro, par
hypothése, le déterminant fonctionnel A est donc également différent
de zéro. : C. Q. F. D.

On démontre aussi par un raisonnement semblable le théoréme suivant :

31", Tueorime. — Si Q,(x) est le polynome d’approximation de la
onction analytique ¥V (X) relatif a la suite des exposants By, By, ... 3,, €
yeq P » iy 4
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st R, (x,1) est le polynome d’approximation de F(x) +- (A —1)Q,(x)
relatif a la suite oy, ay, ... o, dans le méme intervalle (AB), Uécart maximum
L et les cocfficients de R, (x, %) sont des [onctions analytiques de 3, pourvu
que R,(x,2) soit de méme classe pour toute valewr de (0= <1) et quon
ait en lous les points intérieurs d’écart mazimum F.. z 0, ayant posé

F(z,}) = f(®) + O — 1) Qu(x) — R, (z,1). .

32. Meéruove A suvRe. — Voici comment on appliquera ces propo-
sitions. Pour fixer les idées, considérons la premiére. D’abord, d’aprés une
remarque due & M. Borel (loc. cit., p. 82), on raméne la recherche des
polynomes d’approximation d’une fonction continue quelconque & celle des
polynomes d’approximation d’une suite de polynomes de degrés croissants.
Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité théorique du probléme, ne
considérer que les fonctions analytiques.

Ceci posé, soit f(x) la fonction dont on cherche le polynome d’approxi-
mation. On choisira convenablement (de ce choix dépendra la rapidité de la
convergence de la méthode) une fonction ¢(ar) dont on connait le polynome
d’approximation correspondant et qui soit tel qu’on puisse affirmer que la
fonction

Fe) =2 (@) + (1 — N (@) — Ra(z, )

satisfait aux conditions du théoréme. Par hypothése, R, (x, 0) sera connu;
le polynome cherché sera R,(x, 1). Pour le calculer, on déterminera les
dérivées successives de R, (z,2) par rapport & 1 pour A= 0; on développera
ensuite R, (x, 2) en série de Taylor qu'on pourra dans tous les cas sommer
par la méthode de M. Mitlag-Leffler pour A = 1, mais, en pralique, on
cherchera & s’arranger de la sorte qu’un pelit nombre de termes de la série
de Taylor donne déja une approximation suffisante du polynome cherché
R, (z,1). Les dérivées successives se caleulent de la fagon suivante :
soit L (3) I'écart maximum qui est une fonction holomorphe de 2. L(0) sera
donné et on aura d’ailleurs, en écrivant R(x,2) au lieu de R, (z,2),

(21) £ L(0) = ¢ (@) — R(,0),
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x; étant les points initiaux également connus d’écart maximum. Ensuite on
aura

dL(d)  oF(x;,))  aF(x;,)) dx, oF (x;,))
g -+ — —_ = 7
CO Py D
. . s BF Li . ’ 2a 2 i
car sl x; esl interieur, %) = (0, el si x, est une extremilé, ‘% =0; en
particulier, pour 2 = 0, cela donne (n + 2) équations linéaires

| dL F(z,,
(ngls) —+ d;\O) = 0 (;‘)\ 0> = f(ah) — (P(-'ri) - Ri(wi)o),

. dL ,
aux (n -+ 2) inconnues : —(ﬂ@ et les (n 4 1) coefficients du polynome

dérivé R; (z, 0). Les signes des premiers membres 3 prendre dans les
équations (22"*) sont naturellement les mémes que ceux des équations (21)
pour les mémes valeurs u,.

Pour calculer les dérivées secondes, remarquons que si z; est un des bords
de l'intervalle, on a en ce point

azl. a2k

23) e

— Rjs;

si c’est un point intérieur, on aura

L 2F(x, *F(xy) /da; *F (&) /dx)\?
ST R (i) | S i
diz o2 ohaxr \ dA ox? 7N

el, en vertu des égalités

*F(e) , | ()

el ) ~ dx; = 0,
2TIM oz, o
il vient
82[? 2
L 2F (axak)
+ = N
@5 X A2 *F

ox®

en tous les points intérieurs,
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Les équations (23) et (24) forment de nouveau un systéme de (n + 2)

équations linéaires & (n + 2) inconnues : d;“l(eo et les (n =+ 1) coefficients
3 . :
des polynomes Ry.(x,0) = oxl; (z, 0). La remarque relative aux signes

subsiste évidemment.

Nous ne pousserons pas plus loin le calcul des coefficients de la série de
Taylor, en nous placant toujours dans des conditions ou la connaissance
des deux premiers termes suffit pour les buts que nous poursuivons.
Remarquons seulement que le calcul successif des coeflicients consiste
toujours dans la résolution de (n -+ 2) équations linéaires qui ne différent
que par leurs seconds membres & (n + 2) inconnues. Le point essentiel
est évidemment de savoir tirer des conséquences précises de la connaissance
d’un nombre limité de coefficients de la série de Taylor. Dans ce but,
démontrons I'inégalité
(25) %go.

En effet, dans les formules (24), le signe - est 4 prendre lorsque
F >0 (en méme temps ggq < 0); au contraire, c’est le signe — qu'il faut
prendre si F< 0 (en méme temps gm >0) Par conséquent, si I'inéga-
lité (28) n'était pas vérifiée, on aurait sa- F< 0 en tous les points
d’écart maximum, puisque le premler membre de lee;allte (25) recoit
également le signe de F. Mais alors ® &., — Agx®™ 4~ .- 4 A x* devenant
de signes contraires en (n -~ 2) points conséculifs, devrail sannuler en
(n =+ 1) points intérieurs de I intervalle, ce qui est inadmissible (§ 27).

L'inégalité (28) appliquée & la formule de Taylor donne immédiate-
ment

dL(o)

(26) L(1) = L(o) +

Je remarquerai que cette derniére inégalité peut étre aussi déduite du
théoréme généralisé de M. de la Vallée Poussin (§ 29). En effet, en ajoutant
les égalités (21) et (22"*), on obtient

[u>+ (ﬂ:ﬂm—ﬂmm-nwm>
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En adoptant la terminologie de M. de la Vallée Poussin (loc. cit.), on
peut d’ailleurs dire que le polynome R (x, 0) 4+ R)(x,0) qu’on oblient en
s'arrétant au second terme de la série de Taylor est le polynome d’approxi-
mation de f(x) relatif & I'ensemble des (n -4 2) points zy. @y, ... %, 4.
Toutes les conclusions subsistent évidemment, si c’est au moyen du
théoréme (31°%) qu’on introduit le paraméire .

CHAPITRE 1V.

Etude de la meilleure approximation de | x| et de certaines
autres fonctions.

33. ProBLEME. — Déterminer parmi les polynomes ordinaires de
degré n au plus et tels que le coefficient de x? (0 < p < n) soit égal a 4
celui qui s’écarte de zéro le moins possible dans Uintervalle 01.

On est amené & former le polynome d’approximation de x? relatif & la
suite des exposants : 0, 1,...p — 1,p + 1, ... n. Le probléme sera done
résolu si I'on construit celui des polynomes ordinaires ayant 1 pour
coefficient de x° qui atteint (n - 1) fois avec alternance de signe son
module maximum (§ 28). Le polynome cherché sera donc

T,, <l/ 5‘) _cos 9n arcos V'

(2n; @n
ARy A

ou AP est le coefficient de «* du polynome trigonométrique T,,(x)
== C0S 21 arcos .
Rappelons que (*)
T,(x) = cosnarcosz =

n n n-3 n n-{-1)--(n—2U+1
=Qn—4.lixn_zxnvz+§;,_2_!__3371—4_{_,,,__}_(_1)1. :2?‘( ) “( )xn—el_’_,_.il

(*) Voir, par exemple, SELIWANOFF, Lekrbuch der Differenzenrechnung, p. 76.
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et, par conséquent,

Ton(x) = cos 2n arcos x

2n-3 2n—1—1)---(2n—214-1)
:22n~1[x2n_.gx2ﬂ—2+%. ng' xZn—4_|_...+(_1)l.2_11_?b_i.( " )l + -xm'2’+---:|-

i!

Done

.9, —1)...(2 1
A(gzgw)z(_i)n—pn 2% ("“*E:_;))' @+ (sip < n—A1)

et

2Mn—2 M, —4
AfP, = — 92 q, AZY = 9on—,

L’écart maximum de " alleint (n 4 1) fois sur le segment 01
est dans tous les cas égal &
Ainsi un polynome de la forme

Al

Pla)=ao+ ay + ayx® 4 -+ + a, 2"

ne peul rester sur le segment (01) constamment inférieur en valeur

A
absolue 4 G

Un polynome de la forme
P@)y =22+ a, 4+ a2 + a2 + -+ + a,27

ne peut rester inférieur sur le méme segment a SEGe Ty ele-
34. Prosuine (7). — Déterminer parmi les polynomes ordinaives de
degré n aw plus et tels que le coefficient de xP est égal a 1 celui qui S'écarte

le moins possible de zéro dans Uintervalle (— 1, + 1).

(*) J'ai appris plus tard que ce probléme avait été résolu en 1892 par une méthode diffé-
rente dans un travail : Sur les fonctions qui s’écartent le moins de %éro, de W. MaRrKoFF (frére
du mathémalicien russe bien connu, A. Markoff), étudiant de I'Université de Saint-Péters-
bourg, qu’une mort prématurée a enlevé i la science. Ce mémoire contient, en outre, une
généralisation intéressante du théoréme (5), de A. Markoff, qui fournit des bornes supé-
rieures des dérivées successives d’'un polynome effectivement atteintes sur un segment, ol
le module du polynome ne dépasse pas un nombre fixe, tandis que les bornes que nous
a données l'application successive du théoréme (5) ne sont pas atleintés,
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Soit d’abord p pair. 1l est clair que, si x" — Q(x) = P(z) répond a la
question, il en sera de méme de a? — Q(— ) =P(—a) et a fortiori
de &P —~ Q(x)+m~x) Nous pouvons donc supposer Q(z) pair de degré n ou
(n — 1) suivant que n est pair ou non. En remplacant 22 par z, on se

lrouve ramené au probléme précédent et par conséquent

COS 1 arcos &
n)
AL

P(z) = (si n est pair)

et

cos (n — 1) arcos z
P(z) = A
14

(si n est impair).

Soit ensuite p impair. Si 2’ — Q(x) — P(z) répond 4 la queslion,
il en est de méme de a” - Q—x) — — P(— x) el a fortiori de
x” ——W On peat supposer, par conséquent, Q (x) impair. On sera
donc amené & construire le polynome d’approximation de 2% sur Je
segment (01) relatif a la suite des exposants 4,3,...p —2,p 4+ 2, ... »

. . n—1 n—2

(ou n — 1, si n est pair); le nombre de ces exposants esl . Le

ou
n+1 2

probléme sera résolu si 2” — Q(x) — P(x) aura 2= (ou 2, pour n

pair) écarts maxima dans Dlintervalle 01. Or ceci aura lieu pour le
polynome

COS M arcos & ..
P(z) = T (pour % impair)

et

P(2) = cos (n — 1) arcos x

(n—1)
AP

(pour n pair).

Ainsi, dans U'intervalle (—1, +1), un polynome
P@)=a+ a4+ a2+ ... 4 a,x™

N | . . .
ne peul rester en valeur absolue inférieur a 7 St nesl impair, el ne peut
. e . 1 . . . . . .
rester inferieur a n—1 St 0 est parr. Ce fait servira de point de départ
- Pour notre étude de la meilleure approximation de ||

Tome 1V- — Sciences. 7
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35. REMARQUE PRELIMINAIRE SUR LES POLYNOMES D’APPROXIMATION DE || —
On voit immédiatement, par raison de symétrie, que le polynome d’approxi-
mation de |x| dans 'intervalle (— 1, 4 1) ne contient que des puissances
paires de x. Par conséquent, ce polynome P () sera également le polynome
d’approximation de x sur le segment (01) relatif & la suite des exposants :
0,2,...2n. Mais au lieu du polynome P (x) nous allons chercher le
polynome d’approximation R(x) (sur le méme segment 01) relatif a la
suite : 2, 4 ... 2n; en d’autres termes, nous ne considérons que les
polynomes qui s’annulent & I'origine. Il est facile de voir que si L, est la
meilleure approximation qu’on peut obtenir avec la premiére suite, et L celle
qu’on peul obtenir par la seconde suile, on a nécessairement

1
(2T) L>L> ;L

En effet, sans examiner de prés P(x), dont nous n’aurons pas besoin, on
vérifie facilement I'impossibilité de lidentité P(x)=R(x); donc L > L,.
D’autre part, P(x) — P(0) apparlient aux polynomes de la seconde
calégorie, sans pouvoir en élre le polynome d’approximation; donc
L+ |P(0)| >L,doa Ly >35L.

Il convient d’ajouter que si P(«) est le polynome d’approximation de ||
sur le segment (-— 1, + 1), hP(%) sera le polynome d’approximation sur
le segment (— 1, 4 1); il en résulte que la meilleure approximation est
proportionnelle 4 la longueur du segment 2.

36. TueoreME. — La meilleure approximation de x sur le segment 01
par un polynome de la suite X, X%, ... x* (a1 D>a) esl supérieure
a la meilleure approximation par un polynome de la suite xPiy xBs, . xPs
(Biy1 > B) st on a o, =, > 1, Uégalilé étant exclue seulement pour i — 1.

Supposons d’abord 8, < ¢, < B < ay... < B, < a,.

Soit Q(%) = Bx* + --- 4 B,x* le polynome d’approximation de 2
relalif 4 la suite des «. On aura nécessairement B, > 0, B, > 0, B; > 0, ete.,
car & — Q () doit avoir n racines positives.
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Formons ensuite
(28) F@2) =4+ (h—1)Q(x)— R(z,)),

R(x,2) étant le polynome d’approximation relatif i Ia suite des g, de
¢ + (A —1) Q(x); de sorte que R (x, 0) = 0 et R (z, 1) est le polynome
d’approximation de z relatif & la suite des 8. 1l est-facile de voir que nous
nous trouvons dans des conditions out le théoréme (32) est applicable.
En effet, le polynome R (x,2) appartient a la seconde classe (§ 30), quel
que s0it 2(0 < A=< 1), car les coefficients de

~

oF
14 (o —1)Q, —R!
Py 1+ (A —1)Q, — R,

, . . oF .
présentant au plus n variations de signe, 5z — 0 ne peut avoir plus de »
racines positives, tandis que le nombre des écarts maxima n’est pas
o g y o . . oF
inférieur & (n 4 1); pour la méme raison, aucune des racines de Z—x = O ne

. 3F
saurait annuler -

Cela étant, le premier terme de

-

oF
A

qui a au moins 7 racines positives, devra étre négatif pour donner
variations de signe aux coefficients de g Dans ces conditions, g—; aura exacle-
menl n racines posilives el sera négatif pour x (rés pelit et, en particulier,
au point d’écart maximum le plus rapproché de l'origine. Or en ce point
ou F(z,2) >0 (car il a le signe de x qui est son terme de degré le moins
élevé), on a % —_2
Donc

SA

aL

d—)\<0.

L’écart va donc en diminuant lorsque i varie de 0 & 1. L'éeart corres-
pondant  la suite des « est donc supérieur & celui de la suite des B.
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On passe facilement de Ja au cas général, en comparant successivement
les suites :

%y, “2: seey an,

Oy Ogy ey Oy,
( 2) o
-———1*& > Bas dgy eeninn 5 Oy s

@ + (n 2) ﬁi

n—1

Bu Bos -5 B

Bz; ey Bn—i: %y s

ou By, < o< o et ay < f35.

37. CoroLLaRe, — La meilleure approximation de | x| sur le segment
(— 1, + 1) au moyen d’un polynome de degré 2n s'annulant a lorigine
est mfe; teure d :H

En effet, cette approximation est la méme que celle de « sur le
segment (01) par un polynome de la forme Ax? | Ayx* + .- + Aa™
Or, & cause du théoréme qu’on vient de démontrer, celle-ci est inférieure a
l’approximalion qu’on peut obtenir au moyen d'un polynome B,x® + B,z®

-+ BT qui est égal (§34) a anl-i

38. CoroLLAIRE. — La meilleure approximation de x sur 01 au moyen
d'un polynome de la forme Ax* .- A, _x* + A x>t est supérieure
a1

39. APPLICATION DE LA METHODE GENERALE A LA RECHERCHE DU POLYNOME
D’APPROXINATION DE |« |. — Reprenons la formule (28) en supposant
ﬁ‘——':—%i et a,~=2i + 4 (l‘= ,1,2, -.-n).

R (%,1) sera le polynome cherché, L (1) I'approximation cherchée.
D’aprés le § 34,

cos (2n - 1) arcos

v 0@ = e D)

L(0) — 1 et R(xz, 0) = 0. Les points initiaux d'écart maximum

In-H1 ir
sont x; = coS 2n+1( = 0,1, )
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On a donc les équations
1—0Q1) = (—1)"L(0),

T k1Y
,(29) cos il Q (cos il 1) = —(—1)"L(0),

qui correspondent aux équations (21) et

Q) —Ry(h) = (—1y- T2,

(30) 0 (cos 2”1 1) R <cos Qn: > (1) dL(o)

qui correspondent aux équations (22"°). D’o

1= k) = (17 [ L0 + 257

cos — —Bi (COS 2”1 >—(“1)"+1 [L( )+

dL(o)
2n 4+ 1 jl

(31)

nw , nw . dL(o)
\\ 008 g7 i Ry (cos o T 1> = [L(o) + ) :'

(0)

Posons pour abréger p — L(0) - et rappelons que L(1) > .

Le polynome R, — Ax? + -+ + A,,x el p sont entiérement déterminés
par les équations (31); pour les calculer, remarquons que R/, qui ne contient
que des puissances paires, satisfera aussi aux équations

4+ , (n+1m\

— €0S o1 1 —R;(cos o 1 1 >_p,
@n4-1D= , (2n+1)n> _ "

— COS ———_—Qn + 1 ——R) <COST+1_ == (— '1) p-
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Donc R' est un polynome de degré 2n -+ 1 au plus qui, aux points
x; = 0O 9n+4 (i = O'l .n), prend les valeurs @, — p(— 1)"1 et
aux points &; = cos 57— (i=mn +1,...2n 4 1) prend les valeurs
— z, + p(— 1)"*. En appliquant la formule classique d’interpolation,
nous aurons par conséquent

i

. D e i=n wi'_P<_ .1)n+i_i=2ﬂ+1xi_P(_1)fn+iil’
2 =50 | B o e 5
S(x) est un polynome de degré 2n -+ 2 s'annulant aux points
( = 0,1, ... 2n 4 1). On peut donc poser

S(x) =sin (2n - 1)arcosx .}/ 1 — a2
D’autre part Ry s’annule 4 Porigine. On a, par conséquent, pour déler-
miner p

iffz mi . P (_ ,1)n+i _—i=2n+1 x; — P (__ 1)71—{—1‘

- : =0
=0 x; 8! () s ) ;8 (x;) ’

ou

i=n 1 2ni ,1 n =n (_ 1)% i=2n-4 (_ 1) '
@ Lvm v R A )

=0 i=nH it ;S (;)
Or

S'" (1) = — [(Qn + 1)cos (2n + 1) arcos ¢ + Y i

sin (2n 4- 1) arcos x |,
1 — g2

d’olr
S'(@)=—(@n+1).(—1)} (pouri=1,2,...2n)
el

S'(z) = —2(2n +1). (—1)*  (pouri= 0, 2n 4 1).

L’équation (33) devient donc

= |
1-—9 [(23'0+1—213_'1—d~7'271+1_;1+13'1] l:1+gz§ :,

089n+1
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Ainsi

1

i -
+2 1;1 it
COSs

2n +1

Il est aisé de trouver une valeur approchée de p-
On a manifestement

1 1

nw

n 4-1

COS

T

n
+ _—
cos
0

M -1 o

55

dz
%

2 41

8n 4 4

Donc finalement
(1 +¢)
(4n + 2) log Sn 4 4

T

.(38) L) > p =

. 1
ou ¢ tend vers 0 avec -

40. DETERMINATION DE L'ORDRE INFINITESIMAL DE L(1)

w

8n 4
g .
i

L. — Pour

obtenir uve limite inférieure de L(1) plus rapprochée, nous allons
abandonner la marche analylique de raisonnement et construire a priori un
polynome approché P (x) de || qui présente certaines analogies avec le

polynome R; ().

Soit P(x) le polynome de degré 2n qui s'annule a P'origine et devient

égal & | | aux points

2k 4+ 1=

I, = €0S
* 4n

(k=0,1,...2n —1),

T(z) = cos 2n arcos £ = 0.
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On aura évidemment

2n sin 2n arcos &

T'(x) =
NV
Donce
___4\k
Ty =L
(g
sin on
Par conséquent
k=n— (— {)* sin (k 4 =)= r=n-1(—1)*sin <k + >%1

@) P@=""21 3

Qn
, -2 T
k=0 a:—cos< +§ % r=n w—cos( -+ )2—

mais, d’autre part,

r=n—1 (— 1)¥ sin <k + ! 57:_1 h=pn—t (— 1)" sin (k + = I

T(z)
S| -

k=0 & — COS k+

T

k=n & —— COS (k +35

M P
D’ou
T(x k=mn—1 (— 4)* sin (k + = ;;
z—P(@) = 2@
k=n & — COS (k + =
2n
37)
k=n — 4k
__wT(.r) -+ (—1) sm(k—l— ‘2n
n

E=0 a:—}—cos(k—{—é)%

qu’il nous suffira de considérer pour les valeurs positives de , car P(x)
élant pair, la différence | x | — P(x) sera égale pour x = = a(a > o)
aa—P(a)



DES FONCTIONS CONTINUES. 57

Or, en supposant n pair pour fixer les idées, on a

r=n—1 (— 1)* sin <k - > i

H(z) — Z Qn

k=0 x—}—cos(k-{— >
N
. N = T . T N\ =
sin k—“—>»—[x—f—cosk—}—(—)—}—sm(k+—>~—[x+cos<k——>~J
L Z 2 2/2n _
K=1,3,... 01— [a; - cos ( — —) :l & -+ cos (k -+ > :]
2n |1 2n

22 sin — cos + sin —
4n Qn

—k=§n—4 [w + cos (k — ‘) ;:J [ + cos (k ) 2n:l

Remarquons d’abord que, 2 étant supposé fize (positif), on a, quel que
soit x,

(38) llm z.H(z) =

t@i —

En effet,

— wcos + >
. . Qn xcosa -1 1
lim.z.H(z)=lim.z E J‘(w—i—:osa)z o = o
k=1,3,..n— (w ~+ cos >

Par conséquent, la valeur asymptotique de || est, & cause de (37),

o cos2narcosx ¢, (x)
(39) 2| =P@)+ o + 5
ol ¢,(0) = — 1, etlim. ¢ (x) =0, qilw] > 0.

On peut donc dlre en particulier, que 3; est la valeur asymptotique du
maximum de I'erreur commise en prenant le polynome P(x) de degré 2n
comme polynome approché de || sur le segment (— 1, +1). On
pourrait calculer facilement une limite supérieure plus au moins précise de
cetle erreur pour des valeurs finies de n. Mais ce calcul ne présente qu'un

Tome 1V. - Sciences 8
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intérét médiocre, car nous (rouvons un polynome (qui ne sannule pas
a lorigine) encore plus approché de | x| dans la troisiéme partie de ce
travail.

Au contraire, nous allons chercher une limite inférieure des (n + 1)
maxima de signe contraire de la différence & — P(x) pour les valeurs
posilives de x, car nous savons, d’aprés le théoréme généralisé de
M. de la Vallée Poussin (§ 29), que la meilleure approximation, L(1) =L,
de x par un polynome de la forme Ax® 4+ --- 4 A,_2® =% + Ax™ sur le
segment (01) devra étre supérieure & celte limite inférieure.

Or, on a évidlemment (*)

™
H in —
x (a:)>a:sm2 Z

1
n A=1,3,...n— _a: + cos (k — %) é‘:—il [x + cos (k + %) 21:_;'
. w
= 2 Sin ‘2—{1 Z — i ) ~
)i ["’“‘"( +3)5)
2n In

E=13,..n | £ sin( -3
-
> & sin I Z (Zk— 1)11 [ (2/. + 1).;}

k=1,3,..n—1

>

>

T 1
41 Z l: 2% —1 ]l: 2k +1 :l
r=1,3,.n— | & -+ | |x+ T
4dn 4dn
T 1
>
2(2n+1)1§n <.'c+ 2%k —1 ﬂ) <w+ 2k +1 7:>

4in dn

. nz 1 1
=3 — 3 .
n+1[’5+£‘1 i n+1ﬂi|

in

Pour les pelites valeurs de x il convient de s'arréter & la seconde
inégalité qui donne immédiatement

K
.’vsm———

o))

(*) En supposant toujours, pour fixer les idées, n pair et par conséquent n = 2.

zH (z) >
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Par conséquent

2| T(@) | 1 1
|le—P@]| > 2n + 1 [ T Qn—}—iﬂ]’

T4 — x4+

ou encore
z|T()]. singi

n
n<a:+ in i in 5" '
s in <w+smﬂ>

it

En particulier, aux n points z, — cos g (i =0, 1, ... n — 1), ot 'on a

|z —P(z)| >

[%: —P(z)]. (— 1) >0,

on aura done

%; 1 1
Izi_P(zi)l>2n+1|: T In +1 :l
Bt — % T
4n 4n

B Tz 1 S 1
@ 1) ™ I 41 3(2n 4 1)
(ot ) (5 5 )

On devra prendre encore un (n 4- 1)°* point z, dans Pintervalle

0 N\ =
y N——]— 1>
[ cos(t ) o

de sorte qu'on ait aussi
(2, — P ()] . (— D" >0,

en cherchant & rendre aussi grand que possible |z, -— P(z,)|. Posons, par
exemple,

. T
By, = Sin —-

8n
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Alors
in T 1
) % sin — 8n l/—
| Fp — p(zn) l >
(sm —- -} sin ) <sm — -} sin ——)
. T
172 sin a0 W3

2n< +2cos——><sm-+sx 1) 21(2n—|—1)

Donc, nous sommes arrivés aux résultats suivants :

La meilleure approximation L de | x| dans U'intervalle (— 1, + 1) au
moyen d'un polynome de degré 2n = & qui s'annule d Uorigine satisfair (*)
aux inégalites

1 a2
(410) 1 L Wt

Nous construisons plus loin des polynomes de degré 2n qui (sans

s’'annuler a P'origine) dans le méme intervalle donnent une approximation
2

m@n 1)
Donc, en tenant compte de I'inégalité (27), on trouve que :

La meilleure approximation Ly de | x | dans Uintervalle (— 1, + 1) au
moyen d’un polynome quelconque de degré 2n = 4 satisfait (**) aux
inégalités

2172

)
(1) w@n D 4 U@ D

(*) Pour 2n = 2, les inégalités (40) se vérifient directement, puisqu'on a alors

__Va—1
L=25—

(**) Pour 2n = 0 et 2n = 2, les inégalités (41) sont également vérifides, car dans le
premier cas on a L, = ; et dans le second L, = ; . Dans un mémoire : Sur la meilleure
approwimation de |x| par des polynomes de degré donné, qui paraitra prochainement dans
les Acta Mathematica, on trouvera une étude détaillée du cas de n trés grand.

~
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41. — SECOND PROCEDE POUR LA DETERMINATION DE L'ORDRE DE L. —
On peut aussi obtenir trés simplement des inégalités analogues aux

inégalités (40) en utilisant les propositions (37) et (38).
En effet, admettons I'existence d’une inégalité de la forme

|w+Aw2+bw‘+cw6+---+kw2"|<a, pour 021,

en posan! x ——-Hrw ot z > 0, on aura manifestement

+

' y Ay
T+p (4 pp

+ by A S Ry

< a, pour 0=y=s1+4y;

ainsi, a fortiors,

+ bt + o - k2

x Ax?
<a, pour =<1,

1+H+(1+H)2

ol
lx(i—}-y)—l—Aa;?—}—bzm‘-J;—---—i—kgmz"l<(1+y¢)2a, pour O0=<azx<i;

en retranchant donc la premiére inégalité de cette derniére, on a

| k& 4 byt 4 +ov + Eya®n | <[+ pr+1]e,
et, enfin,

|+ Ay’ + Ay’ + - 4 A2 | < wa,

ou, en particulier, en faisant x — \/2,
[@ + At + Agaf - 4 Ay | < 2(1 4 1/3)

Donc, & cause de la proposition (38), on a

2(1 +13) o >

Qn——-l’
d’ou
a>»l/§~1
220 —1)
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- Par conséquent (pour n > 0),

| 1 Va—1
- ~
(42) : w1 = 3@

et
Vet
(43) @t M i@y

On voit que les inégalilés (42) et (43) sont méme un peu meilleures que
les inégalitdés (40) et (41), pour n < %; au contraire, pour n = 4, ce sont
les inégalités (40) et (41) qui sont plus précises.

42. APPLICATIONS GENERALES DU THEOREME (31). — Soient f et ¢ deux
fonctions analytiques dans I'intervalle (AB) et telles que pour une certaine
valeur de n, quel que soit 2, on a

(44 L Ao (g) 4 (1 —X) ¢"H(z) & 0.

Dans ces conditions, on a le droit d’appliquer le théoréme (31) relatif au
polynome d’approximation ordinaire de degré n. En effet, la dérivée g—i de

Fx,)=X(2) + (1 — 2 p(x) —R, (2, )

ne peut sannuler plus de 2 fois & cause de (44); par conséquent, F ne
pourra avoir plus de (» - 2) maxima, dont deux seront nécessairement
aux bords.

Supposons, en particulier, dans l'intervalle considéré

(48) : ' 0 < [t < ot
On aura alors manifestement
)\f(nﬂ) + (1 — )\) me+n = fotd | 4 — )\) (?m-ﬂ) — f(n—H)) > 0.
A cause de (45),

oF
ﬁ:f_(f"““n
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ne pourra s'annuler plus de (# 4~ 1) fois, il sannulera donc (n +- 1) fois
exaclement, puisqu’il se réduit successivement a = % aux (n + 2) points
d’écart maximum; de plus sa dérivée d'ordre (n + 1) élant négalive, il
doit devenir négatif aprés s'étre annulé pour la derniére fois et sera, par
conséquent, négatif au bord droit. Au contraire, la dérivée d’ordre (n + 1)
de F étant positive, F qui s'annule (n + 1) fois deviendra positif au bord
droit; on aura douc en ce point L —F etgi — g—f < 0.

L'écart L sera, par conséquent, une fonction décroissante de %, d’ol cette
proposition.

Si dans Pintervalle (AB) on a constamment

(45) ' 0 < [t (z) < gt (a),

la meilleure approximation de f par un polynome de degré n est plus pelite
que celle de ¢ dans cel intervalle.

Nous pouvons en déduire quelques conséquences plus au moins évidentes,
mais pour abréger I'écriture nous introduirons d’abord le symbole L, (/(w))
qui sigoifiera la meilleure approximation de f(x) par un polynome de
degré n dans l'intervalle considéré. Ainsi premiérement

Si

0 < P (@) < [H(z) < pim (),
on a également
La($@) < La(f(@)) < La(9(@))

dans Uintervalle consideré.

CoroLLAIRE. — Si dans Uintervalle (AB)

| () | < " (z),
on a nécessairement
L. (f) < 2L, (¢).

En effet, d’aprés la proposition précédente, on aura

Ln(f -+ (P) < Ln(Q(P)’ L, (f— (P) < L”(Qtp);
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done
L, <’(+—‘?j§_ﬂ> = La(f) < L.(2¢) = 2L.(9).

CoroLLAIRE. — Si dans lintervalle (AB) on a constamment pour une
certaine valeur de n

| FH (@) | < kf"+2(x),
on a nécessairement
L (f) < 2kL,(fz);

au contraire, pour une valeur de n telle que

[*(@) > k| ™ (@) |,
on aura

L) > § Ln(7)

En effet, pour établir, par exemple, la premiére des inégalités, il suffira
de poser dans le corollaire précédent o — kf;.

CoroLLAIRE. — Si dans [intervalle AB (0 < A < B), on a
f(n'}-i)(x) > 0, f(”‘*’fl)(x) > O’
on aura mecessasrement

La(f) < ﬁ Lo (2.

En effet, en posant

_ 8l
? n-+4+1
on a
) __ wf i (n- (rn44)
¢ = | [, fOHD S, ),

n-41
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CoroLLAIRE. —- Si dans lintervalle AB de longueur 2h on a constam-
ment N< [0 (2) < M, on aura

(T—QFNTN<‘/5>M< < o (5)

Pour le voir, il suffit de remarquer que la meilleure approximation
L, (") est égale dans un intervalle de longueur 24 a 2 (Q)"‘“.

COROLLAIRE. — Si dans un intervalle AB de longueur 2h on a
O (@) | < M, on aura nécessairement

4M I\
W< Grm(s)

Renarue. — Rappelons que dans les méines conditions on peut affirmer
au sujet de lapproximation fournie par la série de Taylor, quelle est

. ’ . b M
inférieure & = A"+ seulement.

43. ExenpLes. — Quelle est la meilleure approximation Ly, 4 (sin x)
de sin x par un polynome de degré 2m — 1 dans Cintervalle (— by + h),
o Lon suppose h < ZP

Il est évident d’abord que Ly s (sin &) — Ly, (sin ). Or en posant

= 2m, on voit que la dérivée [TV (x) est ici = cos x; done
-< ["T9(2) < 1, et, d’aprés ce qui précéde,

'1 h 2m+4 L L >2m+1
e« e o) < (5

Remarquons que le reste correspondant dans la série de Taylor est égal a

1—e am 41 1
@npyih ", ol e tend rapidement vers 0 avec ..

Quelle est L,(e®) sur le segment 017
On vérifie immédiatement que

(—n‘}ﬁ@ < Lale “(nfn'(i)nﬁ'

Toue 1V. — Sciences. 9
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44. Ervok ok L, (2™). — Nous allons horner notre étude au cas ol m
est entier et m > n. Dans ces conditions, on obtient immédiatement le
développement (rigonométrique de (cos ¢)”

m et e\ 1 m(m—1)
(cos t) =< 2 = G [cosmt+mcos(m—%)t+—Q—cos(m—zi)t—{-... ,

et, en posant x = A cos ¢, il vient

m hm z z m(m—1) @
= 5 e (e ()5 ()]

T, (x) = cos m arcos .

ou

Considérons, pour fixer les idées, I'intervalle (— 4, + 1); on posera
alors h = 1, ce qui donnera

(46) " — Qn% [Tn(z) + mTyp () + -]

En rejetant le premier terme du second membre, on a un polynome
approché de «™ de degré m — 2 qui est précisément le polynome
d’approximation de z™.

En rejelant encore un terme, on a un polynome approché de z™ de
degré m — 4, elc. 1l est facile d’ailleurs de calculer P’erreur correspondante,
puisque | T,(x)| < 1. On en conclut, par conséquent, que

m 41
L 5(2™) = Ly, (&™) < gt
(47) m_(%?_“ fmat

v

dans lintervalle (— 1, 4+ 1). On pourrait aussi obtenir des inégalités
analogues, mais un peu moins précises, par les considérations du § 42.
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Appliquons la formule (46) a une fonction f(x) =ay + ax + -
+ @2" + -+ + "dont le rayon de convergence est supérieur a 1,
On aura ainsi

2 4.3 2QI—1)...(l+1
f($)=ao+§az+ma4+"'+\( 2”)1'( i )a2z+“'
3 5.4 24+1D...(1+2
+Ti(x)[a1+’2_2a3+ﬁa5+"'+( +2)g_“( + )a2H4+'”]

a, 4 6.5 W4+2)...(0+38
(46b1s) + lz(x) ,:52 + §a4+ ‘W”s‘}‘ +( +922'H./(! + )021+2+ ]

a, n+2

(n+4)n+3) (@4-n)...(14-n+1)
+Tn(w>[—n;+—2man+z+wam+---+ T M+--]

Par conséquent, on voit que le reste A.[f ()], qu’on obtient en s’arrétant
au terme de degré »n, satisfail a I'inégalité

ou Pon a désigné par

n+3 +(n—|—5)(n+4)

1
Pn=14n | Gnys + gz (nis 9 9] Qpys 4=+

la valeur absolue du coefficient de T, 4(x) dans le développement de f(x)
en série de polynomes trigonométriques.
A4 fortiors

(47%) Lalf(®)] < pn + ppys + ---

45. APPLICATION DU THEOREME DE M. DE Lo VALLEE Poussin ou pE
LINEGALITE (26). — Nous avons indiqué, 4 la fin du chapitre précédent,
Péquivalence de ’inégalité (26) au théoréme de M. de la Vallée Poussin.
* Sans revenir sur ce point et en laissant au lecteur le soin de vérifier que
les conditions dans lesquelles nous allons nous placer nous sont imposées
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par la méthode du § 32, si nous y posons g(x) — x"*', tandis que
f(x) = x™, nous pouvons procéder de la fa(;on suivante : :

Considérons I'ensemble de points x; — cos —+—1 (t=0,1,...n + 1) qui
sont les (n + 2) racines de I'équation

S(x) =sin(n + 1)arcos z . V1 —a2 =0,

et cherchons le polynome d’approximation de degré n de ™ pour cet
ensemble de points. Ce polynome P(x) satisfera aux (n + 2) équations

P(xz;) = 2" = p, i=01,...04+1)
ou p est la meilleure approximation sur cet ensemble.
On aura donc
i=nH mm j:P

(48) P(x) = S(z) 2 GGy

et, en exprimant que P (x) est un polynome de degré n, on a, pour déier-
miner p, P'équation

—_— =0
= S'(@) ’

oll, en se souvenant des valeurs trouvées au § 39 pour §'(x;), on a

19 i=nH an
+ o =
(49) ¢ 1;0 S’ ()

Pour calculer cette somme, remarquons que

’_”“ [() _ (%) dz

(49" l_ s'(x,) ‘2m S(z) ’

C étant un contour entourant le segment (— 1, + 1), & l'intérieur duquel
/(z) resie holomorphe.
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Mais
il ney 03 n4-3n—2 (n—=3)n>+-3n—4%) (n—4)(n—8)(n*4-3n—0)
S(a)=—2 '[z e e P TR %41 +J
d’ou
1 A4 431 (apHn+E)
(50) S(z)__Q"[zT“+ 2 FHJFWFGJF"']
Donc

P_<1>n+2k M+k+DMm+k+3)...(n+ 2%+ 1)
“\2) k! ’

sim=—n -+ 2k 4+ 1. Au contraire, p = 0, si 1 — n -+ 2k.
Par conséquent,

A E+2)... % 41
(1) Lw%¢”””*5==lm(x”””“)izpz:<§> L IR,

D’une facon plus générale, si
f(x)=a+ a2+ --- + a,a" + ---

est une fonction holomorphe 2 l'intérieur du cercle de rayon 1, on aura
R b ]

1 f(z)dz_—1J‘(Io+04$+"'+an$"+"'[1 n+3 1 +:|dz=

oni ) s(z)  2mi on ante 9 gt
c C

—1 n+3 n-+4)m+3

de sorte que

n+3 (n+4)(n +5)

"éz"“"+3’F"“‘érfﬁf““‘“"+5‘F"'|’

GI%)  Lo[f@)] > pn = o

on Appa +

p. ayant la méme signification que dans le paragraphe précédent.
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En rapprochant I'inégalité (51) des inégalités (47), on a finalement dans
Pintervalle (— 1, 4 1)

Lm—i (xm) = I‘m—2 (mm) =

Qm—i’
1 o o
= M < Ly 5(2™) = Lp_4(2™) < G‘Im—_i-(m—{—i),
1 mm—1 1 —1
gm (“2.”_) < Lns (@) = L o(@™) < 7y - lim(";! D bmot 1]’
1 mm—1)(m—2) m m
(52) 2”71 * 31 < Lm-7(x )= Lm—s(w ) <
1 mm—1)(m—2) m(m—1)
gm—i [ 31 Y +'"+1J’
1 mm—1)...0n—k+2) - -
Q—m—:i ) (/C— 1)! < Lm—ZRH(w )= Lm——Zk(w ) <
A [mm—1)...(m—k42) .
\ 2%[ (k—1)1 + m+1]

Plus £ est petit, plus ces inégalités sont bonnes. Tant que ™ —E2s 9,
c'est-a-dire m < 3k — 4, la limite supérieure n’atteint pas le double de la
limite inférieure. Des inégalités (52) on déduit des inégalités analogues
relatives & l'intervalle 01, en posant %> — z. On aura ainsi, en désignant
par L, (2") I'approximation de 2™ par un polynome de degré n dans inter-
valle 01

, 1
Lm—i (z’”) = W‘i,

1 , 1
‘22m——:l-. 27" < LW?(zm) < ng_i ° (2m + 1)}

1 2m@2mn—1) , m 1 2m(2m — 1)
(sgbis) ng_i : 2’ < Lm~3(z ) < 22’"’“’1 . [ 2! + 21’" —|— 1])

1 2m(2m—1)...(2m——k—f—2)<
gem—1 (k—1)1

L [2m@m—1)...(2m — k 4 2)
| k—1)! ek an g |

< Lpa (3™) <
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En rapprochant les inégalités (47°) et (51°*), on a
(53) pn < Ly [(f(w)] <pn+papt -

46. CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA MEILLEURE APPROXIMATION D UNE
FONCTION DONNEE PAR SON DEVELOPPEMENT DE TavLor. — Soit

f($)=00+a,w—}—02$2+

une fonction donnée par son développement de Taylor dont le rayon de
convergence R, > 1. Nous verrons, dans la troisiéme partie, que la meilleure
approximation d’une fonction quelconque, analytique ou non, L,(f) est
supérieure A JO%A,, (f), k étant une constante et A, (f) I'approximation
qu'on obtient en s'arrétant au polynome de degré n dans le développement
de f suivant les polynomes (rigonométriques (*). Dans le cas actuel, le
procédé le plus simple pour obtenir ce développement sera d’appliquer la
formule (46) aux termes successifs de f(x), comme nous Iavons fait au § 44.
On verra également plus loin que, B étant le point singulier de f(x) qui se
trouve sur la plus petite des ellipses homofocales ayanl pour foyers
(— 1, + 1), A (/), et par conséquent L, (/) également, satisfera i des
inégalités de la forme

1 1
b < Ln(f) < ks
ot R et R’ sont deux nombres quelconques R’ >R > R’ et R est la
somme des demi-axes de Iellipse homofocale passant par B. Si nous
remarquons que le reste r,(f) correspondant de la série de Taylor, satisfait
a des inégalités de la forme

k

k . )

pm
R}

oi Ry >R, > R}, nous voyons bien qu’il est impossible de donner une

(*) Théoréme (53).



72 SUR L’ORDRE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

relation générale tant soit peu précise entre L, (f) et r,(f), ou bien entre
L.(f) et R,. Pour obtenir des résultats plus précis, il faudra avant tout con-
naitre la position et, ensuite, la nature da point singulier B. Cela aura lieu
en parliculier si tous les signes des coefficients de /() sont les mémes ou
changent alternativement (ce second cas se ramenant d’ailleurs au pre-
mier), puisque le point B se trouvera alors sur I'axe des x, et 'on aura
R =R, 4+ VRY— 1. Nous allons nous borner 4 examiner de plus prés les
cas ol f(x) ——~R{*1_x, et celui ot f(x) est une fonction entiére.

1
5 ¢ ETC., DANS

4'7. ETUDE DE L’APPROXIMATION DES FONCTIONS m
1

L'INTERVALLE (— 1, 4+ 1). — 1° Soit d’abord

1 1 T "
(@ = g e~ TEat

- Nous aurons d’abord une limite inférieure de L, (f) par application de
Pinégalité (51°).

Ainsi,
< > n3 1 (FHO45) 1 (148)(n+6) (n4-1) 1 B
R,—z (ZR )n+2[ 92 “2+ 91,91 sz‘*‘ %31 ITE—}—:I__
+ 2 n+ 3 1
(93 )”*2 g 2 re)’

en posant, comme il est convenu,

SO ICE S I (GRS
-y 2y(y+1)

Flo, 87, )—1+ @t

D’autre part, en appliquant I'inégalité (47"),

1 A | /n+2 nit3 1 1N /n+3 ntd 1
Ln 0 > k) _— — —— ——y -
(u‘_ ><(°281)”+2?P< g Ty T2 +<2R)F< 2 g "+3’B.’>+

1N /44 n+5 1
+<ﬁ)F<2’ g ) b |
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=t
&

Or, il est aisé de voir que

n+k ntk4+1 1
F s y —_—

< ) 2 "+k’m> 1
>'2"

nt+k+1 nt+k42 1
F< 9 » 9 ,n—}—k-l-i,B—f)

puisque le (y 4 1) terme du numérateur el du dénominateur sont
respectivement

(n—i—lr—f—p)...(n-{—k—{—ﬂp) 1

p! @Ry
el
(n+k+p+1)---(n+k+9p).L’
p! (2R,
et onl donc pour rapport
(m+k+p)

(n i k+2p) 2

Donc finalement

1 2 1 n4+2 n+3 1
L, t . , , —.
(H,—w><(2m)"ﬂ R,—1 F< a Ty ot Hf)

Ainsi, on a

2 1 n+2 n43 1 1
—T.—_.F<~——-; )""‘}—2, ‘_><Ln< ><
(531)18) (2H1) H Ri 2 2 R? Rl — &

2 1 F<1t+‘2 n-+3 1)

Y ey B e e

On remarquera que le rapport entre les bornes dans I'inégalité (8307)

tend vers 1, lorsque R, croit indéfiniment.

Tome IV. — Scignces. 10
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2° En reprenant I'inégalité générale

on voit que

lim. Lalf(@)] =1,

n=ow pn
Si
lim, P2t + onya + -+ _o.
N=w Pn

Cette circonstance se présentera assez souvent pour les fonctions entiéres.
Ainsi, 8¢ le développement de

f(@®)=a,+ & + -+ + a2 4 -

est tel que
. a,
lim, — = + o0,
n=w anﬂ
on a
lim, /@1
n=w Pn

En effet, dans ces conditions, on a

n -+ 4
an+2+_2‘an+4+"'
lim. & — Z jim. : = 0.
n=wo pn 2”:00 1l+3

apyy + o Apys+ -

Soit, par exemple, f(x) — e*. On trouve immédiatement
lim. L,[e4]. 2" . (n 4 1)! = 1.

Considérons un autre cas général.
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St parmi les coefficients de [(x) ¢l y en a uwne infinité a,_, qui jouissent
des propriéles que

lim, %2 _ ¢

ne=—w an-H

et que, quelque soit k > 0,

i, T +2k+1)...(n 4+ k+2) — 0
n:m‘ a/n+1 /f! o

lim. Aniorte g" +2k4+2)...(n+k+3) .

0
n=o Ay 4y k! ’

on aura

27, lim. LL[f(—T)J =

~1,
n=eo | Gy |

pour les valeurs considérées de n.
En effet, la condition

lim. Onponss (+2%41)...(n+ k4 2) _

0
N=n an+1 k !

a pour conséquence

gn
lim —fn 4
n=s |y |
Donc, pour n suffisamment grand,
9n. L n .
1< ,,ff(.’l:)]<[1+ P_i‘_<++ Prtr +...:';
| G | O Gy
et, en remarquant que
k
lim, 2Emtx _ g,
n=wo anH
on a finalement
AR P
fim. @] _
n=o

| Gy |
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Soit, par exemple, f(x) = sin 2. On aura

lim. 7. (2m +- 1)! Ly, (sin &) = lim. 22 (9m - 1)! L,,,_, (sin &) 1.
m—=w0

m=w
De méme,

lim. 27"+ (2m + 2)! Ly, (cos &) = lim. 224 (9m 2)! Loy (cos ) = 1.
m=wx m—=cwo

CHAPITRE V.

Le théoréme de Weierstrass et ses généralisations.

48. APPLICATION DE L'INEGALITE '|x[ — P, (r)l < n(TnQJFT) — 1l est
bien connu aujourd’hui que le théoréme général de Weierstrass sur
Papproximation indéfinie des fonctions continues par des polynomes est une
conséquence immédiate de la possibilité d’une telle approximation pour ||
II est également facile d’obtenir ainsi des indications assez précises sur
Pordre de Iapproximation de plusieurs classes de fonctions. Nous allons
nous borner & examiner deux classes de fonctions, en appliquant les
formules d’interpolation rectiligne que j'ai données autrefois (*).

Soit /() une fonction continue quelconque sur le segment 01, el soit
/(%) la fonction définissant Pordonnée de la ligne brisée ayant pour sommet
les points de la courbe y — /(x), ou & — % (k=0,1,...n). Ceute ligne
brisée a pour équation

h=n-4

yzfn(.’l))= Z Ay

k=i

x—fl—{—A—i—Bx,
n

(*) Sur Pinterpolation, BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE France, 1908. Ces
formules ont déja été utilisées dans le méme but par M. Potron : Sur une formule générale

d'interpolation, Isin., 1906.
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ou

Ay — ;3 l:f(k Jnr 1) + f(h—;—1> — Qfo)] (k=1,...n—1)
A=%[f(a)+nf(’%‘)—<n—1>m>], B=§[f(§)-f<o)+r<1)—f("——;’)]-

- k . .
Si I'on remplace ’x — ;, par son polynome approché de degré 2p, on
obtient un polynome approché £, ,, de f, (#) qui donne manifestement

(34

) 2 R—
(84"%) [ () — frop(@) | < m Zi: [ Ay |

49. EXAMEN DE DEUX CAS PARTICULIERS. — Premier cas. La fonction f(z)
admet une dérivée a variation bornée (sur le segment 01).

Soit M la variation totale de /' (x) et N le maximum de | /" (%) ]| On
aura évidemment | /(x) — [, (z)| < 6"—2 el, en vertu de (54) et (54"),

1 e k+ 6, k—1+48,_, M
lfn(w)—fn,zp(w)iég(gp_H) RZ_; 'f'< +n >—f’(—+>(§;(m’
ou

[8,] < 1.
Donc
2N M

(@) — fuep () | < 'y + mj,

en faisant croitre » indéfiniment, on voit qu’il existe un polynome P,, (x)
de degré 2p qui dans Iintervalle 01 donne approximation

M

(5) 1) —Pu(a) | < s

Ce résultat est équivalent a celui de M. de la Vallée Poussin (*).

(*) Sur la convergence des formules d'interpolation entre ordonnées équidistantes, BULLETIN
DE L’ACADEMIE DES SCIENCES DE BELeigug, 1908.
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Dewxiéme cas. — La fonction f(x) salisfait 4 la condition de Dini-
Lipschitz :
lkig). [f(x 4 h) — f(x)] . log h = 0.
Soit
et —fa)) < B
on aura évidemment
QXCD
@) = fu(®@) | < ogn
d’autre part,
e 26
/n(m)—'fn (@) | < — ((2‘ 1) log 1 :

En posant #? — 2p 4 1, il vient par conséquent

ex<>

(56) | () — fr2p (@) | <<2+ ) W

A C;) tendant vers 0, on a donc
},iggo- | f(@) — fn,20 (@) | log (2p + 1) = 0.

Ce résultat, comme nous P'avons indiqué au § 22, est da a M. Lebesgue.

Remarquons d’ailleurs que dans I'inégalité (56) 2 (—) tendra vers O pour
une infinité de valeurs de », si la fonction f(x) satisfait & une condition
de Dini-Lipschitz généralisée au sens du § 22.

50. PREMIERE GENERALISATION DU THEOREME DE WEIERSTRASS. — Le
systéme de fonctions X%, x*, ... X, ... oi «, croit indéfiniment avec n, est
complet sur le segment 01, si

%
lim,
n=e nlogn

On dit qu’un systéme de fonctions est complet dans un certain intervalle,
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si_on peut représenter une fonction continue quelconque dans cet inter-
valle au moyen d’une suite limitée de ces fonctions avee une erreur aussi
petite que l'on veut. Ceci posé, il suffira de prouver qu'on peut repré-
senter x”, ou p est un entier donné quelconque, avec une erreur aussi
petite que I'on veut au moyen d’une somme de la forme Ax® - A xn,
en ayant recours seulement aux «, supérieurs a p- A foruori, il suffira de
prouver que x peut éire représenté avee une approximation aussi petite que
Fon veut au moyen de la somme A 2% -7+t 4 ... 4 A, =P+ Or, d’aprés
le théoréme (36), la meilleure approximation de z au moyen d’une telle
somme est plus pelite que la meilleure approximation au moyen d’une somme
de puissances s, o0 5, > &, — p + 1, By S, —p 4+ 1.
Posons, en particulier,

Biz(i—p—{—1)Y.log(n—p—}—1)gai, G=pp+1,..n)

en nous réservant de déterminer plus loin le nombre 7> el remarquons que
les nombres g, forment une progression arithmétique. Mais Papproximation
de x au moyen de la suite b,z - byx* + ... + 6,2 dans lintervalle 01 est
1
naturellement la méme que celle de a% au moyen bx + ba* + - + b
, . i
dans le méme intervalle qui est de I'ordre de 3, comme on peul le recon-
sk
naitre par des considérations analogues i celles des chapitres précédents et
que nous vérifierons d’ailleurs par une méthode différente dans le chapitre
suivant. Acluellement, on a /' — 5 . log (m—p+1)els—n—p+1.
Donc P'approximation cherchée sera au plus de I'ordre de

2
= 7,

1 1
E

2
(n_p+ 1)710€(7L“P+1} 67

et elle tendra vers 0, si I'on peut faire y aussi petit que I'on veut. Nous
a3

. ) (i—pFDlogm—p+1)°

pour (i =p,p 41, ... n). Mais, p étant donné, on peut faire n assez grand

pour que toules ces valeurs soient inférieures a ¢, ¢ étant un nombre aussi

petit que I'on veut donné d’avance : on déterminera d’abord un mombre N

pouvons prendre y égal a la plus grande des valeurs de

i
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[+

’ . n A ~ .
assez. grand pfn{r qu’on ait =TT =D < © dés que n = N; et
ensuile on choisira n de la sorte que

%; ,
log(n—p+i)>mm’ ("l——p,p—}—i,...,N).

Le théoréme est donc démontré. Il est évident que I'intervalle 04 peut
étre remplacé par un intervalle quelconque AB (0 = A <B)

51. SECONDE GENERALISATION DU THEOREME DE WEIERSTRASS. — Le
systéme de fonctions x™, x*, ... x% ... est complet dans Uintervalle 01,
sil existe deux nombres H et K (H > K >0), tels qu'il y a une infinité
de nombres a, compris entre H et K.

Ainsi, d’aprés ce théoréme, I’ensemble de fonctions

oV, Ve, aVx, ...

serait complet dans I'intervalle 01.

La démonstration s'appuie encore sur une proposition analogue au
théoréme (36) et qui résulte d'un raisonnement identique & celui par
lequel ce dernier théoréme a été établi. Voici cette proposition : La meilleure
approximation de x* au moyen d’une suite de puissances x*, x®, ... x% esl
plus petite que sa meilleure approxzimation au moyen de xPs, xPe . xBn g
p>a>E>0.

D°autre part, rappelons et transformons P'une des inégalités (52")

—i—---—}—Qm—l—iJ:C.

Ly (2™) < 1 [Qm(?m—i)...@m_k_l_g)

9o (k—1)!

On a d’abord, en posant m —  — §,

1
C= 92m—1 [lS-H + '8+2 + v + lm—l + ]m],

I =2m...(m—|—l-}—1)_I m(m—1)...(m—-—l—|—1)‘
‘ (m—1)! S m4 ) (m+
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Donc,

—1)eecfm—141) ¢ 1 1
loglz=IOglo+logm('("m+Z)__(_"ijLj; )=10glo+[log (1—~m—)—log<1+r;>]+

I—A1 I—1
+---+|:log<1—7>—log<1+ - >J—

2U—1) | p [

m om0 Lt

l 2 4
— log 1+;ﬁ)< ]Ogl°_ﬁ_;1_m

D’ou
12

12
—-Z 42
lz < loe m

2me2

Mais, pour m > 1,/ >0, on a

13\2
_p,r g _(l_E) e
e m’ a2 < -le m +e ™.

2

En effet, cette inégalité est équivalente a
LI | LIS
e?me < é [1 + em 4171]

qu’on peutl meltre sous la forme

o«

w_ - -
fw)y=2e* “—e "<& "
si I'on pose
l 1
U= — A= —
m dm

Il s'agit donc de prouver cette derniére inégalité, lorsque « <5 et
1 = u = ka. Or, il est aisé de voir que

[ (u) = e_u[ﬂe%g(u — 1y + %% — 1] > 0.

Par conséquent, la plus grande valeur de f(u) sera f(1) = 2% —e—1
ou bien f(4a) — 2e8*—*4 __e—4; majs chacune de ces valeurs est infé-
. — . 1
rieare & e~ si, comme on le suppose, « < g-

Tome IV. — Scrences. 11
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Ainsi,
1 0=y e bz
[, < —2—1O e ™ 4e ™|« I(,J‘e ™ dz.
1—
Donc,
L, (.= LVm (e 2 .
C<u)2m_1j‘6 mdz:W e dt < — e dt,
- s T 8
Vim Vin
car

Iol/n_z_/1.3...(2m—1).l/5<_1_'
N V=

Par conséquent, la meilleure approximation de ™ par un polynome de
degré s sur le segment 01 satisfait a Pinégalité

1) Li@m < f o
xrm —— .

S l/ﬂs

Vim

Cette approximation tend donc vers 0, si \/S—_ croit indéfiniment (*).
m TR

Cela étant, considérons I'ensemble de puissanees x5, x5, ... x. Je dis que,
quel que soit p > 1, on peut prendre s assez grand, pour que Papproxima-
tion de a” au moyen de cette suite soit aussi petite que ’on veut dans
I'intervalle 01. En effet, cette approximation est la méme que celle de 2
au moyen d’un polynome de degré s, sannullant & Porigine, cest-a-dire
inférieure &

(s ijm — 2,
AL (x%) < o= e dt

T
Vs
»

() Le calcul que nous venons de faire conduit au résultat suivant, relatif au caleul des
probabilités : si la probabilité d'un événement A est e’yaléy et que le nombre d'expériences est

égal & 2m (m > 1), la probabilité de Pinégalité jm — m,| = 2}/ m, ol my est le nombre
d’apparition de ['événement, est supérieure a la fonction de Laplace

9 'z
Dzj=-— f ey,
V':ro

welle a, comme il est bien connu, pour limite, pour m — oo .
s U
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Or, nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer K — 1, de sorte
qu’en posant 8, =— ﬁ on ait toujours «; > G,. La démonstration s’achéve alors
immédiatement, grace a la proposition indiquée plus haut.

Il est évident que le théoréme subsiste, si Iintervalle est remplacé 01
par un intervalle quelconque AB de I'axe des z positifs; on vérifiera méme
sans difficulté que si le segment AB n’a pas Porigine pour extrémité, les
nombres H et K de I'énoncé n’ont pas besoin d’étre positifs.

51", CONDITION NECESSAIRE POUR QUE L'ENSEMBLE DES FONCTIONS x™,
x™, ... x%, ... FORME UN SYSTEME COMPLET. — Nous avons recherché
jusqu'ici des conditions suffisantes pour que le systéme de puissances
x™, 2%, ... x%, ... soit complet sur un segment de I'axe positif.

Nous allons démontrer & présent que la condition nécessaire pour que le
systéme de fonctions x*, x™, ... X*, ... soit complet sur le segment 01
(pour fixer les idées) est, qu’il soit impossible de former une suite de
nombres positifs o, 9, ... d,. ..., telle que les séries 59, et £ e~ %5 conver-
gent simultanément.

En effet, si le systéme est complet, on pourra choisir » assez grand pour
qu'on ait sur le segment 01,

| &% + Ajg™ 4 - - Aa™ | < B,

k étant nombre positif donné, et lim 8, — 0. Donc, en posant y=x(149,),
on aura aussi

Ay

T 4.4 A,

y" y
—_— | < »
‘ (1 43,y (1 4 8% ?

sur le segment (0,41 + 4,) et a fortiori sur le segment (01). En rem-
plagant y par @ dans cette derniére inégalité, aprés I'avoir multiplié par
(1 + 4,)%, on obtient

(48" a2 o Apa® | < B, (1 + 5,)%,

en retrauchant de la premiére inégalité on trouve ainsi

HA + 830" —1)ar + ... 4 By a™ | < Eal (1 + 8% 4-1],
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ou

!zk+"'+B;¢~1xan-‘ l < pn ('1 +‘8n)“n+1 .
(1 + Sn)an_h —1
On en conclut que

(A +8,)" +1 ,

n < n
s < B S

‘ou

14-8,)% % —1
ﬁn\)Bn—l'( + )

TEERCEVE
Done, finalement
1

m=n m=n m=n P —
(1 4 8,)" " —1 1 (A48, "
Bn > - —= I I _ . I I .
m=t (l + Om) "+ 1 m= (1 T SM)R m=t 14 + ——1——

(1 4 8,)™

Donc B, ne saurait tendre vers 0, si chacun des produits du second
membre élait convergent, ou, ce qui revient au méme, si les séries ¥ 4, et
.1 .- . .
Lm— etatent convergentes toutes les deux. Mais la premiére de ces
O )om
séries est celle de I'énoncé el la seconde converge en méme temps que la

seconde série de 'énoncé Y e— o,
CoroLLAIRE. — Le systéme x*, x%, ... x*. ... ne peut étre complet, si
on a, quel que soit n(n > n,),
% = n(logny*,  ou  a, =n(logny(log log n)t+, ete.,

¢ élant un nombre positif quelconque.
En effet, si on a, par exemple, «, > n (log n)%+¢, on posera

1
"™ %n (log ny+*’
de sorte que la série Y’ d, convergera; mais alors la série

1

E e_a"a" < Z e—2-logn) __ ;2

serait également convergente.
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TROISIEME PARTIE

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS CONTINUES EN SERIES
DE POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES.

CHAPITRE VI.

Etude de I'approximation fournie par des suites limitées
de Fourier ou de polynomes trigonométriques.

92 LEs SERIES TRIGONOMETRIQUES ET LES SERIES DE POLYNOMES TRIGO-
NOMETRIQUES. — Soit f(x) une fonction continue dans Iintervalle
(=1, + 1). En posant & — cos, on a /(x) = (1) qui est une fonction
perlodlque de période 2r et paire de ¢. La fonction ¢(¢) aura donc comme
série de Fourier

Ap -+ Ajcost+.oo 4~ A, cosnt 4 .-,
ou
f(af) dx

‘ A(,=; cp(t)dt

58
) (@) T(x). dz

2 A, = - f ¢ (1) cos ntdt = Vg

ot T, (x) = cos n arcos « ; ce développement, est identiquement égal 2

(39) B+ AT @) + -+ AT (@) + -
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qui est ie développement en série de polynomes (rigonométriques de la
fonction donnée f(x). L’étude de la convergence de cetle derniére série ou
bien de la valeur du reste qu'on obtient en prenant un nombre limité de ses
termes se raméne donc loujours & I'étude correspondante de la série trigo-
nométrique de f(cos t) — ¢(¢). Le polynome

Pp(z) = Ay + AT, (2) + -+ + ATy (@),

qu’on obtient en rejetant les termes de degré sapérieur & n dans le déve-
loppement (59), jouira manifestement de la propriété de rendre minimum
I'intégrale

o dz
& = f(z) — Py (2)]2 ’
;1) : : VI —a2
et 'on a
O = m[Afp + Abye + -]
Donc
-+t d .
@) | 2 @] > 5.
= l/’i —
D’ou,
(83"%) VA L+ AL+ < Lelf@)] < | Apps | + | Apge | + -

En se reportant au § 44, on voit que A, , = p,; les inégalités (53"*)
sont donc a rapprocher aux inégalités (53) : la borne inférieure que nous
trouvons ici est plus précise que celle que nous avons obtenue antérieurement.
Ces inégalités seront utiles pour Pétude de la meilleure approximation des
fonctions analytiques (§ 47), mais elles seront, en général, insuffisantes pour
les fonctions non analytiques.

63. TaeoreMe. — Si A, (f) est lapproximation fournie par le développe-
ment en série de polynomes trigonométriques limité au terme de degré n,
on a

L.(F) > An (1),

k
log (n +1)

k étant une constante déterminée; on a une inégalité analogue, si L,(f)

¢ |
E
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désigne la meilleure approximation au moyen d’une suite trigonomeétrique
quelconque d’ordre n, A,(f) étant lapproximation fournie par la série
limitée de Fourier de méme ordre.

Ce théoréme est une conséquence de la proposition suivante due a
M. Lebesgue (%) : Si ¢, est une suite trigonométrigue d’ordre n telle que
|f — 9a| < 4, on a nécessairement |f, — ¢a| < kidlog (n + 1), 1, étant la
suile limitée de Fourier de f du méme ordre et k, une constante déter-
minée (7). En effet, on conclut de la que, si | f— | < 9 done
|f— fa]l < 9[1 + klog (n =+ 1), ce qui prouve I'exactitude du théoréme,
moyennant la remarque du paragraphe précédent.

54. AppLICATION A LA FoNcrioN |z|. — Cherchons le développement
de |z | suivant les polynomes trigonométriques.
D’aprés les formules (58), les coefficients de ce développement sont

2 (7 1~
A,,z; ( | cost | cos ptdt, A0=7—tj‘ ]coslldt:%;
5 0

0
si p est impair, on a évidemment A, = 0; si p est pair, il vient

7

; y
A, = “ costcosptdtz_—ef [cos (» + 1)t + cos (p—1) £] dt =
0

Al

4
0

» » Py,
I ICD e e
Cowmlp+l p—1 | w1

Done

’wl—41 T, T, T6+
iwl=_lgt3 gttt

T

(_ 1y Ty,
it ]

(*) Sur les intégrales singulieres, ANNALES DE TouLousk, 3me série, t. [, 1909, p. 118.

(**) Pour le calcul de la constante k, voir le mémoire cité de M. Lebesgue et aussi celui
de M. Fejer : Lebeguesche Konstanten und divergente Fourierreihe, JOURNAL FUR REINE UND
ANGEWANDTE MATHEMATIK, t. CXXXVIII, 1910,
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Par conséquent,

4 1 1
A 1 2] :&[4(n+1)2—1+4(n+g)2_1 +] B

(6)

2r 1 1 1 (N } 2
L n o+ 2n+3+2n+3_2n—|—5 ~ m(2n 1)

Ce développement si simple de |x| fournit, je crois, la plus petite
approximation de |z | oblenue jusqu'a présent. On voit que le théoréme (53)
permetirait d’affirmer que la meilleure approximation possible L, est

.. \ 9% o . \ . .
supérieure & — o, el conduirait donc & une conclusion & peu prés

équivalente a celle du § 39.

55. RemarQue. — M. Lebesgue (loc. cit.), qui avait obtenu une inégalité
équivalente & I'inégalité (56) du § 49, en a déduit, grice a sa proposition
que nous avons indiquée au § 53, la convergence des séries de Fourier
satisfaisant 4 une condition de Dini-Lipschitz. Cette conclusion subsiste
manifestement pour les développements en série de polynomes trigonomé-
triques. Mais, en tenant compte de la remarque faite a la fin du § 49, nous
pouvons en conclure que, si c’est la condition généralisée de Dingi-Lipschitz
qui est satisfaite, les développements considérés groupés convenablement
deviennent également uniformément convergents.

56. TukoréME. — Si une fonction satisfait a une condition de Lipschitz
de degré a < 1, les polynomes de degré n, quw'on obtient en appliquant le
procédé de sommation de M. Fejer au développement en série de polynomes
Irigonomélriques, fournissent une approximation de Uordre de ,% au plus;
dans le cas de « — 1, cette approximation est au plus de Uordre de 10%’-

Remarquons d’abord que si f(x) satisfait 4 une condition de Lipschitz de
degré a, il en est de méme de ¢(6) = f(cos 6); il nous suffira donc de
démontrer la proposition équivalente relative a la série de Fourier.

Or, on sait (*) que,

Gy =0+ a,¢080 4 b,sin 0 4 --. 4 b, sinnd

(*) LEBESGUE, Lecons sur les séries trigonométriques, p. 94.
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étant une suite de Fejer d’ordre n relative a la fonetion 9(6), on a

n sin ¢

Ry =0, — ¢ = _1; f(sm ”‘)2[?(9 + 20) + (8 — 2) — 20(0)] dr.

Par hypothése,
lo(0+ ) — ()| < Mr=,

M étant un nombre fixe,

Donc
e 4 x
M (% /sin nr\? 2M n T
| Ry | <-—-f <81.nn>-t“dt<—[f n?t“dt+f - (lt]
nm sin { nmw sin® ¢
0 0 i
n

M 1 =2 1
<1rn°‘ 1+a+4 1—al

si«< 1. De méme, sia=1, on a

1 x 14
2 B g M1
[Rn[<—M[(n"tdt—l—f ,t dl]<—[~+]og2n]. C. Q. F. D.
nw | sin® ¢t nw
’ 5
67. RemarQues. — Celte proposition (*) ainsi que celles qui vont suivre

complétent les résultats du chapitre II; ainsi, d’aprés le théoréme (15), on
sail que si 'approximation d’une fonction par an polynome de degré n peut
(quel que soit n) étre faite inférieure 2 W, la fonction satisfait & une
condition de Lipschitz de degré @; au conlraire, nous venons de voir que
si celle approximation ne peut atleindre V'ordre ﬁl;, la fonction ne satisfait
cerlainement pas A une condition de Lipschitz de degré «.

Comme nous I'avons déjd remarqué au § 19, il 'y aura pourtant des cas
exceptionnels (ainsi, lorsque la meilleure approximation est de Iordre
na+0gn), ou, en général, on ne pourra pas conclure de 'ordre de la meilleure
approximation, si une condition de Lipschitz d’un degré determiné « existe

0u non. Mais on pourra, dans tous les cas, fixer le nombre « tel que des

(*) Comparez avec les résultats du mémoire de M. Jackson cité au début.

Tome TV. — Scikncss. 12
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conditions de Lipschitz de degrés inférieurs & a existent et supérieurs
a a n'existent pas.

Une autre remarque a faire est relative a la différence essentielle,
constatée également dans la premiére partie, entre I'influence des bords et
des points intérieurs de lintervalle sur la meilleure approximation par des
polynomes de degré donné.

La nature de celte différence, que nous n’allons pas étudier ici en detall
est bien mise en évidence par Pexemple de la fonction |x|* dont la
mellleure approximation est, d’aprés le paragraphe précédent, de I'ordre
de - — (au plus) sur le segment (- 1, -+ 1). Or, cetle fonction étant paire,
on en conclut en posant y — x?, qu’on aura la méme approximation pour la
fonction y7 sur le segment 01. On se rend compte par cet exemple qu'il
arrivera, en général, que la méme singularité qui, lorsqu’elle se rencontre
en un point intérieur, augmente la meilleure approximation jusqu’a «,,
n’augmentera cetle approximation que jusqu’a l'ordre ¢, si elle se trouve au

bord.

68. TueoreMe. — Si la dérivée f'(x) de f(x) satisfait ¢ une condition
de Lipschitz de degré a, la série de polynomes trigonometriques de f(x (x)
logn

arrétée au lerme de degré n fournit une approximation d’ordre o au
plus, si la dérivée est seulement bornée, cetle approximation est de Pordre
de 52 qu plus.

Dapres le § 52, et en remarquant que ¢'(6) = — /' (x).sin 6 (si on
pose ¢(6) = f(cos 4) ), nous pouvons nous borner 4 démontrer la propriété
correspondante du reste de la série de Fourier de la fonction pério-
dique ¢(6), dont la dérivée jouit des propriétés indiquées dans 'énoncé. On
a ("), en désignant par S, la suite limitée de Fourier d’ordre n de la
fonction ¢(6),

[ (8 + 20) + ¢ (6 — 26) — 2p(8)] at.

R,=8,—o=

EJ‘%sin(Qn—}—i)t

T sin ¢
0

(*) LeBEsGuk, Lecons sur les séries trigonométriques, p. 86. Voyez aussi LEBESGUE, Sur la
représentation trigonométrique approchée des fonctions salisfaisant a une condition de
Lipschitz, BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE Francg, t. XXXVIII.
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Posons
90(0 + 2t) + ?(9 —2) — 9@(9)

sint

=)
et cherchons une limite supérieure du module de

I=d(+8)+ ¢t —8)—29().
On aura

e (84 2t + 23)—{—30(9—2t—28)~30(9 +2¢)~<p(6—9z)
sin (¢ 4 8)
cp(@+‘2!—25)+(p(@—?l—i—%)—(f:(@—{—?t)— (6—21)
sin ({ — 3)

I=

+ |90+ + g0 —2—20)| st s — _’J _

sin(t-+9)  sin(t—3) sint

N

B sin(t(;a) Lo (04 24 28) — ' (6 — 2 —98) — ' (64 21— 95,) + /(5 — 2 - 957 4
A 1 ’ ,
+%[sin(t+8>_sm (1—8)] [‘P B +2—98)—q (9~2t+232)]+

+[?(9+2t)+?(9—2t)_2?(9)]l:_'*i_\__i__._ihv‘l}

sin(t+38) ' sin(t—23) sint

ou
81 < 8) 82 < 81 8’ < 5; 8”< G.

Par consequent en supposant 5 St > 24, on a, en admettant que

(6) — of (6,)
£O) —¢' (0 (e)_ O(P)i < M,
8mo*M 4% . M 4xmsitad M
l —_— -
<o [t~8 Ty (—3p ]<
Mot+« k Mdit+e
2 .
1_8[87:—{—471: + 16 ] PR

De méme, en admettant sealement que [9'(6)] <M, ona

TIPE 4nM mM3 mMS . ¢ M3 4 2 1 g3
] [t—3+(t—8)2+(t—8)3] g Un e )‘

k, MB
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D’autre part (en prenant n impair, pour fixer les iddes), on a

1 mig t 1 T t
R — 2n+ DO=n fsm t-d <2n -+ I) dl = (_?n—-F_HE sint. ¢ (ﬂn + 1> at -+
0 0
1 (737 t 87 l—m t-}m t
| ) | snt. 4 2n+«)+*“(@m)‘”(m)] o=

57 l—m I+ t
o (SIHt'[¢<Qrz+1>+q)<2n+1 —2% 213—{—1)] dh—e—

o~
i

=) (WD) o (5S) 2 (g

n—4) 7

Done dans le premier cas,

IR 12M kM 1 j‘"” dt kM log n
nl< (2n + 1)1+ T (2n 4 D+ 2x i—= nitx
ez
el dans le second cas,
l
IR, | < ™M :g"- C. Q. F. D.
59. THEOREME. — Si ume fonction [ (x) admet une dérivée d'ordre p

satisfaisant & une condition de Lipschitz de degré a, son développement en
série de polynomes trigonométriques arrélé au terme de degré n fournit une
approximation A, () < knl,f%‘ 5 81 la dérivée d’ordre p est seulement bornée,
on a A, (f) < %f"; si la dérivée d'ordre p est o variation bornée, on a
Aq(f) nﬁﬁ, k étant une constante.

Remarquons d’abord que, si /" () satisfait & une des trois conditions
indiquées, la dérivée p'™ de f(cos 6) par rapport a 6 Jouira de la méme
propriété. 1l suffira done de démontrer les inégalités correspondantes
relatives aux séries de Fourier des fonctions périodiques. D’aprés ce qui
précéde, elles sont déja démontrées dans le cas dep —0, p —1; la troisiéme
des inégalités résulte dailleurs, quel que soit p, de la remarque que les

coefficients A, et B, de Fourier sont dans ce cas inférieurs en valeur



DES FONCTIONS CONTINUES. 93

absolue & n—,,’iq Attribuons maintenant & p une valeur entiére quelconque.
Soit, par exemple, p impair, p — 24 4 1. Sj

¢(8) = A, + A, cos b 4+ B, sin § + ... 4 A, cosnf + B, sinnf ...,
on aura
P 2(8) = (— 1)*[A, cos § + B, sin 6 + o+ + 0?7 (A, cos nb + B,, sin nf) ],
et, d'aprés le théoréme (58),
Bl =1 (0 +1)" [Apss c08 (n 4 1) § - B,y sin (n + 1) 6] 4
27 (A 08 (0 D)0+ Bygasin (n+9)6] 4 .. | < B2,

klogn g
n Y

si ¢(6) satisfait & une condition de Lipschitz de degré «; et |R,| <
9%'(6) est seulement bornée.
Par conséquent, en vertu du lemme d’Abel,

[on| =] An+4ws(n+1)9+B,,Hsin(n+1)9+An+2cos(n+9)9+
| Ry, | - klogn
(n + 1)@—4 ™ nﬁ‘l"l

+B.n+gsin("+2)e+"‘+{ <

dans le premier cas, et
klogn

[ n | T

dans le second cas. G Q. F.D.

60. RECIPROQUE DU THEOREME (23). — Si wune fonction f(x) admet
des dérivées bornées de tous les ordres sur le segment (— 1, + 1), on «

lim. A, (f).n? = 0,

quel que soit le nombre donné P
C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

RemarQuE. — La série de polynomes trigonométriques converge dans ce
cas uniformément ainsi que toutes les séries obtenues par différentiation
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terme a lerme. On a 14, par conséquent, une représentation des fonctions
indéfiniment dérivables qui, au point de vue pratique, présente quelque
avantage sur le développement proposé par M. Borel (*) dans sa thése.

Démontrons encore le théoréme snivant qui contient la réciproque du
théoréme (24).

61. TueorEMe. — S f(x) est une fonction holomorphe a U'intérieur de
lellipse E ayant pour foyers les points (— 1,4+ 1) et R pour somme
des demi-azxes, on a

2M

M étant ls module maximum de f sur Pellipse.
En effet, on a

f((l?) = AO -+ AiTi(m) + .. -+ AnTn<w) + ey
ou

A, = ;i f(cos ) cos nfdf,
0

et, en posant ¢® — 2z on a

A, = i.f Z2+1>-z”+rn-dz,
A 2% 3

n
c

I'intégrale étant prise le long de la circonférence C de rayon 1.

Mais, par hypothése, f(x) est holomorphe & lintérieur de Pellipse E.
Or, z décrit P'ellipse E, lorsque z parcourt le cercle de rayon R ou bien
celui de rayon % ayant le centre & Porigine, car

1 N AT/ 1 . 1N .
=1+ P one]

. 2 1
en posant z — Ye'?. Done, /(%) est holomorphe entre ces deux cercles,

() Lecons sur les fonctions de variables réelles, p. 68.
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que nous pouvons ainsi substituer & volonté au cercle C pour le calcul
de A,. Par conséquent,
QM
(61) [ An | < 27+
D’ou on tire immédiatement le résultat annoncé.

62. AppLicaTiONs. — 1° Si la fonction {(x (%) admet une dérivée bornée
qui posséde seulement des points de discontinuité de premiére espéce (%)
dans le voisinage desquels celte dérivée satisfait a une condition de
Lipschitz, la meilleure approximation de f(x) est de l’ordre =

En effet, soit x; le point de discontinuité de la derlvee, ou [ (xo + 0)=M
/' (%o — 0) = N. On pourra alors poser /(. &) == (M —N)|z—ux)| + o(x
la dérivée o' () satisfaisant & une condition de Lipschitz dans un cer!am
intervalle entourant x,.

Par conséquent, dans ce petit intervalle, la meilleure app:oximation de ¢
sera inférieure & “Ha » et puisque celle de |x——x,| est de I'ordre de =, 'ordre
de L, (f) dans le méme intervalle sera egalementi Mais il est ewdent que
l'approximation dans tout l'intervalle ne peut pas étre plus petite que dans
une de ses parhes, elle sera donc nécessairement de Pordre de 1 ~, €ar on
peut meltre f(x)— B, | —-x, | + ¢ () sous la forme d’une somme
d’un nombre limité de termes dont chacun est susceptible dans tout Iinter-
valle d’'une approximation de cet ordre.

2° Si la partie réelle d’une fonction holoworphe o Uintérieur d'un
cercle G satisfait @ une condition de Lipschitz de degré « sur la circon-
[érence, la partie imaginaire satisfail nécessairement a une condition de
Lipschitz de degré «,, quel que soit o) < a, sur la méme circonférence.

Soit, pour fixer les idées, 1 le rayon du cercle. Soit

)

P(6) = 2 A, cos pl + B, sin pb

la partie réelle sur la circonférence C.

(*) LEBESGUE, Lecons sur les séries trigonométriques, p.- 1.
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On aura, d’aprés ce qui précéde,

klogn
" < kg,
el séparément
] 1
k ()fn, smpe‘ k ogn ‘
n n-H ,“
b
Done, en vertu du lemme d’Abel, 4
A, klogn = B, klogn 1
,;4-'1;' COSPO\ <_ﬁi+_ol_’ ;4—})— lﬂ])e' oy —————y ‘;
d’ou on tire la conclusion voulue en appliquant les résultats du chapitre II. f

En tenant compte du théoréme 17, on voit méme que

2+ k log n
x

('2'_,1) ne

mais on ne peut pas conclure de 13 que la partie imaginaire satisfait 4 une
condition de Lipschitz de degré «, = «, une telle conclusion d’ailleurs serait

inexacle, en général.
On démontrera & Paide des mémes considérations que si la série

E A, cos nx n’est pas bornée, il en sera de méme de
Y A, (log n)*+* sin na, Y A,logn.(log log n)t** sin na, etc.
n n

Il en résultera, en particulier, que les séries telles que

sin nx sin ne

Y (logny » Y (log log n)*

ne peuvent pas étre bornées,
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CHAPITRE VII.

Démonstration de quelques propriétés générales des fonctions
de deux variables réelles.

63. REMARQUES PRELIMINAIRES. — Le lien trés étroit que nous avons
reconnu entre les propriétés différentielles d’une fonction et I'ordre de sa
meilleure approximation par des polynomes de degrés donnés permet
d’établir cerlaines propriétés des dérivees partielles des fonctions de
plusieurs variables qu'il ne serait pas facile, il me semble, de démontrer
directement. Nous nous bornerons, pour fixer les idées, aux fonctions de
deux variables.

On sait bien, et I'exemple simple de la fonction 2 =xnyy, (pour
x=y=—0)en est la preuve, qu’une fonclion de deux variables peut éire
analytique (holomorphe) par rapport a chacune d’elles dans une aire donnée
sans méme éire conlinue par rapport A leur ensemble. Dans ce qui va suivre,
nous allons préciser la nature de la fonction par rapport 3 chacune des
variables pour en déduire des propriéiés précises de la fonetion par rapport
aux deux variables.

Foisons d’abord une remarque trés simple relative aux fonclions
périodiques. Soit

flz,y) = Z E |8pq €OS pz cOS gy + byq cos pa sin qy + ¢, sin P& €o8 qy -+ dy, sin px sin gy
=0 ¢=0

un développement trigonométrique absolument et uniformément convergent.
Convenons d’appeler module généralisé de f(, y) la somme

f(w,y)=;)§[lapql+fbm»'+lcpql+ldpql]

qui pourra éire finie ou infinie. Ceci posé, il est facile de vérifier la
remarque suivante :

Si f(«, y) admet une dérivée partielle d’ordre £ par rapport a z, el une
dérivée partielle d’ordre par rapport & y, et que celles-ci ont des modules

Tome IV. — Sciences. 13

e et |
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généralisés finis inférieurs 4 M, toutes les dérivées partielles d'ordre k
de f(x, y) existeronl, seront finies el conlinues et auront des modules
généralisés inférieurs & 2 M.
En effet, par hypothése,
—
ahf © ) X .
—=E E?’ (g | 4 1 bpg | g | + [ dog [T < M

)2
ox =0 g0
P q

el

ZZI [lapg |+ [ bpg | + [ epg | 4 | dpg |] < M;
P=0 g=0

[&’

si la série

5, 51+ ) con s+ ) a4 )i+ 52

p=0 =0

) ke ; . s ) T
+ Cpq SID (px + ?> - €08 (qy -+ ?) + dp, sin (p.'l: + —2—> sin (qy + -2—>:l

. , . . +h
converge absolument et uniformément, elle represenle manifestement : - a ,Z

Mais, si &, + k, =k, on a certainement p' + ¢* > phg*, puisque
<p>k’ + (g}k‘ > 1; il en résulte que

(62) Lp"g ([ apg | + | bpg | + | Cog | + | dpg |]< 2M. C.Q.F.D.

64. TutoriMe. — Si dans une certaine (me S la fonction f(x,y)
(périodique ou non) admet une dérivée par ttelle d ‘ordre | par rapport d x
et une dérivée partielle 2 7 I dordre | par rappmt ay, telles que, quel que
soient X,y dans Uaire considérée, la premiére satisfait a une condition de
Lipschitz de degré « par rapport a x; et la seconde satisfait @ une condition
de Lipschitz de degré « par rapport a'y : toutes les dérivées partielles
de ((x,y) d'ordre | existeront dans ces conditions dans une aire quelconque S’
entiérement intérieure a S, et satisferont par rappori aux deux variables g
des conditions de Lipschitz de degré a,, quel que soil «; < e.

Supposons d'abord la fonction f(x, y) périodique de période 2= par
rapport 4 chacune des variables et S un carré dont les cotés ont 2r pour
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longueur. Dans ces conditions, on pourra former le développement de
Fourier

E Z [7pq COS pT uS qY + byg cOS px sin qy 4 ¢,q sin pa cos 4y + fpg sin pz sin qy],

=0 g=0
ou

1 +r 4z
Mg = s JA f(®,y) cos px cos qydzdy, cte.

On aura ainsi

p=n q=n
Su="2 ), ["pq 08 pwcos gy + --- + dyq sin pusin qy] —
=0 §=

sin ¢ sin §

1 J‘;J‘g sin(2n 4 1)t sin(2n +1)6
=— .
[ 0

f@ 42y +29) + [ — 20,0 + 29) + (@ + 2,y —260) + flx — 2, y — 2] 1.

Donc
: T T
3

e L rETsin@n 1) ¢ sin(2n 1)
B =5, f(w,y)—ngof sin ¢ ' sin §
.{[f(.z:—}—?l,y—|—°2.9)—l—/(w—:’/,y+29)—9/(m,y—{—229)]+
—l—[f(.c«l—?f,y—%)+f(.1:—°_’t,y—“.’0)-—“Z’f(m,y—?@)]—|—

Or, chacune des intégrales telles que

1 ¥ si 2 Ht ,
= | D e oy 20 4 o - 20y 2 — Sy )

g
0
: - . k]
est, en vertu du théoréme (89), inféricure i =81
n pA
Par conséquent,

sin (2n 4 1)0
sin @

'g' N h '725
1“ sin (2n + 1) ‘Pnd(" <klognJ‘

T sin 0 Wt
§ é

l df

ki logtn
i

o A By e P it

e s o e o
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Donce

k,logtn
(63) } Rn ' < _nH-—tZ’
kq étant une constante déterminée. Il suftira & présent d’écrire f sous forme
d’une série simple

(64) [ =S+ (Se—8) + - & (S —Sp) + -

pour en tirer la conclusion voulue au moyen de la remarque (18) du
chapitre II. Avant de passer au cas des fonctions non périodiques, nous
pouvons remarquer que pour les fonctions périodiques nous n’avons pas di
introduire d’aire S’ intérieure au carré des périodes S, la conclusion est
vraie pour le carré entier; il en sera, peut-dire, de méme dans le cas
général, mais nous n’allons pas approfondir ici cette question, nous bornant
& démontrer le théoréme tel qu'il est énoncé.

Nous pouvons, par hypothése, entourer un point quelconque M de Iaire S/
par un carré de dimensions déterminées non extérieur a S, et par
conséquent, sans restreindre la généralité, on peut réduire Iaire S & un
carré ayant pour cotés les droites @ — = 1 et y — = 1. En posant
ensuite x = cos u, y = cos v, on a f(x, y) = f(cos u, cos v) — ¢(u, v), la
fonction ¢ (u, v) étant périodique et salisfaisant aux conditions de I'énoncé
dans le carré des périodes. D’aprés ce qui vient d’étre démontré, toutes les
dérivées %, (& + Ly, = () existeront el satisferont & des conditions de
Lipschitz de degré «; < «. Or

S, 2
™ ayh i=0 k=0 * outqut

les coefficients A, étant bornés a Pintérieur d’une aire quelconque S’
entiérement intérieure au carré S; le théoréme se trouve ainsi démontré.

65. AppLicaTiON. — S0 z salisfait dans une certaine région S aux deux
équations ¢

o*z e 9z F 1z iy U . Lo B L
s Yy By ——9 eve ey —— | —_ = K e —— ey
ox* Y2 s oy oy* BB sy )

b .
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f et o ayant des dérivées partielles bornées de tous les ordres pour loutes
les valem % réelles bm nées des variables, si on admet de plus que les dérivées

ar—
7‘1 el =—— existent dans la regwn S, ot la premiére satisfait a une
3y

parttelle o
condition de Lipschitz par rapport a x, et la seconde a une condition de
Lipschitz par rapport a'y de degrés aussi petits qu’on veut, la fonction z
aura des dérivées bornées de tous les ordres dans toute région S' enticrement
intérieure a S.

En effet, d’aprés le théoréme précédent, toutes les dérivées d’ordre (l{' — 1)
satisferont. & une condition de Lipschitz, il en sera donc de méme de 2 a_k et
ka et par conséquent aussi de loutes les dérivées d’ordre £. En différentiant
ensuite la premiére des équations par rapport a x et la seconde par rapport
& y, on constate Pexistence des dérivées d'ordre £ + 1, g::ﬁ e g;:f{
satisfaisant également & une condition de Lipschitz; et en continuant ainsi
de proche en proche on arrive aux dérivées d’un ordre déterminé quel-
conque qui satisferont dans une région S’ & une condition de Lipschitz et

a fortiori devront étre bornées.

66. TuEOREME. — Si dans une certaine région S, f(x, y), considérée
comme fonction de x seul, ou de 'y seul, admet des dérivées bornées de tous
les ordres par rapport i chacune des variables prise isolément, elle admet
également dans la méme région des dérivées partielles bornées de tous les
ordres par rapport aux deux variables ensemble.

Il suffira d’examiner le cas ou S est le carré formé par les droites
= * 1, y— £ 1. On pourra alors utiliser 'égalité (64), en y remplacant
les fonctions trigonométrigues par les polynomes trigonomélriques, et on
pourra ainsi, grace & l'inégalité (63), appliquer le théoréme (23) pour
obtenir la conclusion annoncée.

67. TueoriME. — Soit f(x,y) une fonction de deuz variables réelles
(x,y) déterminée & Uintérieur du carré C formé par les droites x — =+ 1,
Y= = 1. 8, quel que soit x,(—1 < x,=<1), {(%y,y) considérée comme
fonction de y est analytique et son module reste inférieur a M a I'intéricur
de Cellipse E (du plan de la variable complexe y) ayant (—1, + 1) pour



102 SUR L'ORDRE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

foyers et R pour somme des demi-axes; et si de méme, quel que soit
Yo(— 1 =y,=1),{(x,y,) considérce comme fonction de x est analytique
et son module reste inférieur a M a Uintérieur de Uellipse E, (du plan de
la variable complexe x) ayant (— 1, + 1) pour foyers et R pour somme
des demi-axes : dans ces conditions, {(x, y) est analytique pur rapporl aux
deux vurwables X, y enscmble et son nmodule reste inférieur & G—y» lorsque
X et y deviennent complexes et se trouvent en méme temps la premiére dans
Pellipse ¢ homofocale a E, et uyant p, pour somme des demi-azxes, la seconde
dans lellipse « homofocale a E et ayant p pour somme des demi-axes, si
B—2 < L
En effet, on a

(65) [(®y)= i 2 Opq Tp(w) -Ta(y)s

=0 q=0
avec
| (7
oy = J j f(cos u, cos v) cos pu, cos qv dudr,

-1 -7

sip >0, q >0, et des expressions analogues pour a,, a,,. Donc & cause

de l'inégalité (61), on a

po*
2M T J iM
|a”“’<;.t—{; [ eus qv | v<~ﬁ—p,
—r

el de méme en changeant 'ordre des intégrations

AM

'apqi<_ﬁ_p'

Par conséquent, si x el y se lrouvent respectivement dans les ellipses ¢,
et ¢, le module du terme général de la série (65) sera, en vertu de
Iinégalité (9), inférieur a

i e bk ok
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Ainsi le terme général aura son module inférieur & 4Mi” 7, Donc la somme
des modules des termes de la série f(x, y) sera inférieure &

Y Yamwie= Y AM(n )X = M corD.
#=0 =0 = =2y
RemarQuE. — I est évident que dans I'énoncé précédent les segments

(— 1, + 1) des axes réels dans le plan de chacune des variables com-
plexes peuvent étre remplacés par des segments quelconques de longueur 2/
de ces plans, les ellipses correspondantes ayant toujours les extrémités des
> y
2 ___ P
segments pour foyers, seulement on aura 2> = 4.
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