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Verallgemeinerung einer Korkine-Zolotareffschen
Minimum - Aufgabe

N. ACHYESFER (Charkow)

§ 1. Will man irgend eine im Intervalle < —1, 1> stetig erklirte Funk-
tion f/x) vermdge ¢ines Polynoms approximieren, so definiert min zun#chst
die ,Abweichung* zw schen zwei m < —1. 1> stetigen Funkt onen und
man sucht nachdim die Ko ffizienten des Polynoms P.(x) derart, dass. die
Abwe chung zwischen f(x) und 2, (x) moglichst klein wird.

Gewohalicii nimmt man, als Abweichung, entweder die Grosse

_ﬂaf_’ff(-r) — P (x)|

oder die Grasse

1
: [ Lf(x)— Palx))* p (x) dx

w0 p(x) eine im Intervalle << —1, 1> nicht negative feste Funktion (Bele-
gungsfunktion) bez ichnet.
Aber auch die Abweichung

1
170 —Patx)|p(x)dx, (1)
—~1

welche einen einfachen geometrischen Sinn fiir p(x) =1 hat, wurde mehrmals
in der Literatur befrachtet!) Es ist bemcrkenswert, dass fiir eine grosse Klasse
von Funktionen f(x), welche u a auch f x)=x" enthilt, dasjenige Poly-
lom Py (x), welches d s Integral (1) zum Minimum macht, einfach das Inter-
pol \tionspolynom fiir f(x) ist in bozug auf ein festes (vor f(x) unabhingiges)
Knot2nsystem

Daraus geht hervor die Bed utung der folgenden Aufg=be: Unter allen
Polynomen Py (X) = x*+-p,x"'+ ., L p, soll dasjenige bestimmt werden,
filr welches das Integral

1
~ J1Pa()1p (x)-dx 2)

den Ekleinsten Wert hat
Zum ersten Male wurde diese Aufzabe geldst (fiir p(x)=1) in der Arbeit;
»5ur un certain minimum® von A. Korkine und G. Zolotaref.

') Tché yschef, Sur Iloterpolation dans le cas d'un grand nombie de données (Mémoires de
I"Académie de Petersbourg, 185'1);

Korkine et Zolotaref. Sur un certsin minimum (Nouvellss Annales, 1873) ;

Stieltj s, Jeis over de benaderde voorsteliing van eene functie door eene #ndera (Delf, 1876) ;

A. A Mapros, U 1Neieasiblt BemiMMNAX WHTErPATUB B Cofdd C HHIEPNOAHPUBARIIEM
{Mémoires de | Aiadémie de Petersbourg, 18 8); »

S Bernstein, Sur une propriété des polynomes de Tchébychef (Comptes rendus de 1'Aca-
‘démir de I'U.R.S.S., 1927).
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Der Fall einer beliebigen Belegunsiunktion ist unseres Wissens nlcht
untersucht.

Auch die asymptotischen Eigenschaften (fiir n— oc) desjen’gen Polynoms
P,(x), welches das Integral (2) zum Minimum macht, sind uns unbekannt.
Es gibt nur die Vermutung von S. N. Bernstein ?), duss

Hp [ (x)]
Jin e —h
n-voo Ln [£(X)]
wo
B t(x)
H, [t (x)]= Min J: |xr4-pxn-14- .. ~L-p,,"1}‘l'“_—.x;dx
und —

L, [t (x)] = Min [_Ilv‘lrxl LE(X) (x + poxn=t 4= . f o) } ;

wihrend £(x) eine gewissen Bedingungen unterworiene und sonst beliebge
Funktion (trigoncmetrische Belegungsiunktion nach S. Bernsten) bedeutet.

In dieser Arbet wollen wr die vollstindige Losung der oben gesteliten
Aufgabe geben fiir den Full, dass

B P! fir —1<x<a und p<x <!
ifhr - e

wo o und B(— 1 <2< B 1) zwei gegebene Zahlen sind.

Dieser Fall scheint uns prinzipiell interessant zu sein, da hier d'e Bele-
gungsfunktion in einem Teilintervalle des Integrat onsint rvalls id: ntisch ver-
schwindet wéhrend in ents rechenden Untersu hungen {iber orthogonale Poly-
nome das Verschwinden der |elegungsfunktion gewOhnlich nur auf einer
Menge vom Masse Nuil erl ubt wid (S. Bernstein, G. Szegd)

Die Losung driickt sich in elliptis hen Funktionen aus, und es ist bemer-
kenswert, dass hier die cll'ptischen Funktionen ausreichen, um die geniue
Losung fiir jedes n und jede =z, § zu erhalten, wihrend in entspre henden
Aufgaben iiber die beste gltichmassige Approximation in zwei Intervall: n die
elliptischen Funktionen nur die asymtotischen (fiir n— <o) Bez ehungen und
nur fir spezitlle Lage der Punkte 2 3 die gen uen Beziehungen liefern?).

§ 2 Unsere Aufgabe besteht also im folgendem:

Unter allen Polynomen

f(x)=xr+pxtt-4.. . ~pa

soll dasjenige bestimmt werden, fir welches der Ausdruck

1A=J f(x)idx—FJIf(X)Idx=!If(x)ldx

—1

den kleinsten Wert hat. wo =, B(—1 < a < B <L 1) gegebene Zuhlen bedeuten
und E die aus den Intervallen

<_]n=>n <$rl> =
bestehende Punkimenge bezeichnet*).

3) 8. Bernstein, Sur les polynomes orthogonaux relatifs 4 unseg ment fini (Journ. de Math.,
LIX, 130 p 139)
3) N_Achyeser, Uber eimige Funkt onen, welche In zwel gegebenen Intervallen am wenig-
sten von Null abw ichen (Bul de I"Académe de I'URSS, 1832 — 33)
N. Achyeser, Uber eine Eigens halt der ,eliiptischen® Pulynome (Comm. de 13 Soc. Math.
de Kharkof, Sér. 4, t IX, 1434
4) Den Anl ss zu dies.r Arbeit hat m r die Abh.ndlung von K. Possé, C6 onnnu sonpoce
0 Baumensinx seand. #ax {{1pasomenne & XXAVHL - my tomy 3anucox A anewunn Hayk, 1880),
egeben. 4
. Dort ist eine spezielle Aufgibe gestcllt und gelost, welche mit der hier betrachteten
verwandl ist. el e
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Dass unsere Aufgabe mindestens eine Losung besitzt, ist klar und bediirft
keinen Hewels.

Ferner zeigt eine Wiederholung der Korkine - Zolotareffschen Uberlegun-
gen, diss alle Nullstielen des gesuchten Polynoms einfich sind und in dem
Intervalle < —1, 1> liegzn. Endl ch kann das g2suchte Polynom zwischen «
und g nicht mehr als eine Nullstelle besitzen; in d r Tat, wire

J(x)=(x—8(x—n) ¢ (x),
w0 2 < E<C < 3, so koénnten wir dis Polynom
filx)=f(x) —hg(x)
0<ﬁ.<p.=Mig(x—E)(x—n)
und wir hiiten offenbar i
AV =11 — ) =T [f] =k I[z] <I[f].

Aber auch eine Nullstelle im Intervalle (2. B) k'nn das gesuchte Polynom f(x)
nur in ausgezeichneten Fillen habeén. In der Tat, ist

Fx)=(x—8e(x) (2 <5<P)

biiden; WO

so haben wir

1] =_J;(E-—-x)|f;(x)]dx+gr(«’f'—f)l‘?(x)ld-"":

a o 1
—.ﬁ“ If_:«(x)tdx—f ?{,t][d.\:] —fxl-,:(.v:)'dx—i- fxiz,-v(x)ldx.
-1 B —1 B
Wire nun der Ausdruck in Klammern von Null verschieden, so kdnnte man
bei pissender Anderung der Zahl £ die Grdsse /[f] kleiner michen, so dass

f(x) die Ldsung der Aufgabz nicht sein kOnnte; daher muss in diesem Fall
-die Gleichung

Tle)de=[ o(x)|ax
-] a
statt finden ?).

Hat also das gesurhte Polynom f(x) eine Nullstelle § zwischen = und 8,
so besteht die Gleichung

o 1
LF (U,
§—x x—£
-] ﬂ
und in diesem Falle besitzt unsere Aufgabe offenbar unendlich viele Losungen
der Gestalt
KA,
F(x)= xT_'gf (x),
wo # eine beliebige der Ungleichung

a<h P
geniigende Zahl bedeutet, .
Die Form dieser Lésungen zeigt. dass wir ohne Anderung der Grosse 111
die Nullstelle £ durch « oder § ersetzen kénnen, so diss wir berechtigt sind,
nur solche Polynome su betrachten. welche ausschliesslich e nf che und in

den Intervallen < —1, 2>, <8, 1> gelegene Nullstellen besitzen.
§ 3. Es seien

E<h<...<h (—1LE, B
) Vgl. K. Possé, a. a. O,




samtliche Nollstalles &5 gesuchten Polynoms und s ==
E"‘gzt ﬂ"ge"“}—ll

WO R irgend cine der Zhies 0 1.2.....4 ist und im F
b=—1 (baw 2., — I} 2= serst=h-n ist.
Das Integral (3) nimme &2 Gestalf

If1=(—1y4 [ fitx — At 1y [
—3 5 E'.

an. Bezeichnen also Pis Py ..., Pn d'e Koeffizisnten des Polynum#ﬂt), So
nehmen die gewdhalichen Bedingungen ;

J . P
a}-‘I[f]_O E=12...,n ‘
fir das Extremum die Gestalt folgender Gleichungen an, welche cur Bestim-

mung der Nullstellen s S0 o0y & dienen konnen:
& & a

_r'.t‘dx—-fxfdx+...+(— 1)* [ xidx |-
-1 5= E. !
En‘,_z 5::;2 1 4 )

T f xdx - (— 1+ [ ey (1) [ xige =0

3 J S
(i=0.1,2.....n-1)

Die Losung dieser Gleichungen st eipe sehr schwere Aufgabe. Wir wollen

daher nnch Tchébyscheff und Korkine - Zolotareff beachten %), dass auf Grund
der Gleichuiigen (4) die Bez. hung >

& s ;

s ; dz
[55— z:f—gﬁ“"'“L‘*l)tfm'-F
£ S »

Sat1 2

1
dz 4 dz dz
Fy Y Clrras — 141 — — —_—
At ) fh_z S
g ‘t'k-l-l e
M M
‘:-')‘.n-]fl.*-_xn-:!—*-"'
stattfindet.
Es ist daher
Cet Dix—gyrie gy, Hé};‘—‘;,v-_;,.—_‘;‘—; 1y M
C—hr@—t T m—ty., — R
und wenn wir also fiir n=2m-|
(x-—-é,l(.r—i,}.,.tx—-&_-,»_—.L.‘.q.r'z )
{x—E,)--f—-é'---(-t—iuq*= Vasii(x)
seizen, so erhalten wir. dass fir gerades &-
4 Dix—3) - N2 () — fx—2) Voulx)=AxtB 5)

) Vgl a';-._-t K._.:'ﬁ:sé. 220
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und ungerades R:
(x=+1) (x—=2)(x = 1) U2 (x) — (x—§) Vanlx)=Ax+B (5,)

ist dagegen n=2m eine gerade Zahl und wird
(X — &) (X —8). .. (X — Eom) = Pp(x)

(£ —5) (x—5) ... (x —&m—) = Qn (¥) i
gesetzt, so erhalten wir ganz ebenso, dass fiir gerades k:
(x4-1) (x—B) P (X) — (x — ) (x — 1) Q% (X) = Ax+ B (6,)
und wngerades k:
(x4 1) (x—a) P2 (x)— (x—B) (x — 1) Q% (x) = Ax—+}B. (6,)

§ 4, Wir wollen jetzt die unbestimmten Gleichungen des vorigen Para-
graphs n elliptischen Funktionen l6sen.
Dabei werden wir uns auf den Fall n=2m -}~ 1 beschrinken.
Wir setzen
2(f—a)
RS N e 7
T—a) (1P o
und nehmen R(0< k< 1) als Modul der Jacobi'schen Funktionen.
Ferncr bestimmen wir die Grosse p aus der Gieichung

a=1-—2sn%p (8)
und der Nebenbedingung
O<p<K
Aus (7) und (8) folgt dann, dass
5 cnSP Ly .
p=2gat—1 ©)

Endlich setzen wir
__ sn*u-cn*p--cnu-sn¥p

sn*u—sn*p (10)
so dass
2sn*u-cnp (1—pY)dn*u.-dn*p
= —_— bk i =

A sn*u—sn*p’ Y 2(F—4&%(sn*u—sn?p) ’ :
3 . (11

gD, - 230%p-City

~ 2(sn*u—sn%p)’ " sn*u—snip’

Die Beziehung (10) gibt die konforme Abbildung der zweiblittrigen Riemann-
schen Flache mit den Verzweigungspunkten D x = —1), Aix=a), B(x=p),
C(x=1) und den Ubergangslinien DA, BC auf das Periodenparallelogramm

mit den Ecken
n=K+iK', — K+ iK'

Dabei entspricht das Rechteck AB”B” A’ (Fig. 1) dem oberen Blatte der
Riemannschen Fliche und das Rechteck AB5’A’ dem unteren
Wir nehmen die Funktion

0tn)=]/""+’ Gired L PR Y

X =0

wo U, (x), Vg (x) der Gleichung (5,) geniigende Polynome sind, und die
Wurzel| derart bestimmt ist, dass ¥ («) in dem oberen Blatte der Riemannschen
Fliche und also im Rechtecke AB”B™A’ endlich bleibt,



Aus dieser Definition der Funkt'on @ /u) folgt, dass der Punkt 2 =p eh1
(m 4-1) —fache Nullst lle der Funktion @ (a) ist.
1 Anderseits zeigen' die Gleichungen (11, dass
® (a) = QSnp-cn?-sn u_-c.n a-dnu
_ sn*u—sn’p

Us(xj— Vau (x) !
‘Daraus folgt erstens, dass 2
D (u-}2K) = (2 +2iK") — @ (1)

und zweitens, dass
= = Ax-B
R e ]‘/(X+ﬂl:-—il(x D 4 () — l”—.+:{x)=——(?__.—3¢(—¢j- |

Diese letzte Eigernsch.ﬁﬁ zeigt uns, dsss der Punkt u=—p fir O(a) el

(m 1) —lacher Pal ist; ausserdem hat @ (u) einen Pol erster Ordnung it
Punkie u = iK',

AN Sy i

Alle diese Tatsachen und die doppelte Periodizitait der Funktion @ (&
ermoglichen, diese Funktion folgendermassen darzustellen:

e |He—=o """ 6@+ 2m ) ,
@ (1) = Const [H(p+ﬂl] 8 @) .

Wir haben daher die beiden Gleichungen: ':
: — T h m41 ———
Vm(x)_]/(x—I—l)(;r B IJU_W=C[H(9 u) 9(n+2m+2|

_ = HG+u) 0 (u)
i + m4 al o
Limeh +fo+l'.'(:::z)(x-_l) AT g{(;i:} mH Q (1 ez;:)+2—"l

und kdnnen folglich die in Rede stehende Losung der unbestimmten (.‘tleldll
chung (5,) in der Gestult

_ __Ci[Hlp—u)|™" 8 (a4 2m + 2p) [H(p—l—u\ ™+ 8 (u— 2m + %)
e (x)“—fi[H(_r'+u1_ T 8w " |He—a) 8 ()

(12
3 m_\_c_ 78 ~X—a ”H(p+u1]"‘+'9rn—2m+2p)_
=3V GFoe—peE=nllHe—wu Bu)
i ,fﬁg_:_u)]"*'ﬁ(u+‘"55:l??p)
Hp—+u) 8 ()
darsiellen.

R
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3 Eb‘ nso erhalten wir, dass die in Rede stehende Losung der Gleichung (,)5
die Form

D |Hipg—uw|" 8, (u+Zm+2p) [Hrp+m]"'+'em—mé‘§)'
v.+,tx)“§“m;+u, “Ow  TIHe—a) T e
(129)
U (x)__Ll x—B ”Hlp—&-u} ”‘9,(&;—72_#!-{»_-—29)
mNC2T 2 EFNx—a)(x—D{|Hpep—n 9, () =
Lt
H p—+u) 0, (u)

hat,

Dass umgekehrt. die re-hts in diesen Form: In stehenden Funktionen von u
zufolge der Iransform tion (10 als Polynome von x, und zwar Polynome der
Gr.de m-+-1. bzw m, sich «rwaisan, ist evident, abar a vrori weis m n nicht,
ob die Nullstellen dieser Polynome den im § 3 basprochenen Ungleichungen
geniig'n

Wir kdnnen aber schon ) tzt auf Grund uncerer Uberlegungen behaupten,
dass unter allen Umstinden mindestens ein Funktionenpaar (12,) oder (12,)
fiir n=2m -1 die LOosung

F(x)=Ux(x) Vas1 (x)

unserer Aufgabe geben muss.

Im folg nden Paragraphe werden wir zeigen, wie bel gegebenen 2 und f
_entschieden werden kann, welche unter den Funktonenpaaren (12,), (12,) die
Losung liefert.

§ 5. Es sel

@2m +2p=pK-+o

wo p eine ganze Zahl bedeutet und = der Ungleichung
0<s<K
genigl

Es isl zweckmissig, drzi folg-nde Fille zu unferscheiden: 1) 0 <LK

p—ungerade Z hl; 2) 0< 3< K, p—gerade Zahl, 3) s=0 oder s=K.
Erster Fall: 0 <3< K. p— ungerade Zahl. s
Wir nehmen die Funktionen (12,) und schreiben sie in der Gestalt

D[Hp+w)|™"0,(u—3m+:
Va9 =3 | e | 2 el
D x—3 Hip +m|™ 8, (t—2m~-2p)
Un (x)= 21/(x-i—IJ(x—sj(x—l}lH{s--—")] 0, (u) {1....9(;;)}
wo

o ()= |Hle— “)]”"“ 0, (n -+ 2m1-2p)
He+w)|  6,u—Im+2)
geselzt ist.
Eine leichte Rechnung zeigt, diss

Q(0)=1, Q(K)=1 QK+iK)=—1, 2K =1

man erkennt aber leicht, dass die Grossen x=—1, «, §, 1 keine Nullstellen
der Polynome Vpii(x). Un(x) sind. :
Ferner sehen wir, dass in den Intervallan < —1, a>>, < B, 1> dle
Funktion 2(n) dem Modul nich gleich Eins ist
Die Nullstelizn der Polynome Upn(X) Vms:(x) in den 'ntervallen (— 1,2),
(8, 1) ents. rechen daher denjenigen Stellen der offenen Strecken DA und B*C,
an welchen € (u) =-+1.
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Um die Anzahl dieser Stellen zu finden wollen wir mit dem Punkt P
den Weg DAMB"CND (Fig. 2) b s hreiben; und wir setzen w=iK’' 4o, 9
Nach diesem Umlaufe eridhrt arg € (u) den Zuwa.hs A

—(2m 4 2)25 4 2= 1

Setzt man [
arg ©,0)=0, S

so wird also : \
[

arg (K =—s(2m~+2)+ 25 = —2m=.

Wir haben ferner 'r]

. A arg Q (iK' -1 K) = arg R (iK") +-= 11

= und .

K = (9m L 9) arg T )0 8 (ast-o0) l

arg Q(iK') = (m -+ 2) arg s+ iE a0 e

1 ‘ Nun ist aber l
' Hp—iK) _ %

'p—-‘—” c Hlp-} iK’]— ex ]l
QK Fa) by =T
- Buk—a = ¢ "

L
und da im Punkte A bei Erreichung dieser Stelle lings DA arg%@:r:—;

negativ und absolut kleiner als Zx sein muss, so ist

Hiz— n)l e, .
S e e o
i_h_:]lich sieht man, dass
rH{u—’f )| o o R
arg o o) I.,.-.-.v =%—73

Folglich ist
arg L (iK') = — (2m -+ 2]::—}-::—{-‘—:; [(2m~+-2)p —s]=—=(2m~+1—p).

und daher
argQ (iK' + K) = — = (2m — p).

Die Anderung, welche argQ u) auf der Strecke DA erfihnt, ist =(2m 4 1-- p).
und auf der Strecke B”C’ ist d.¢se Anderung =p.

Nun st p eine ungerade Z hl, es sif p=7g-+1: dann h-ben gewiss
beide Polynome Uplx), Viiiix) im Intervalle (8, 1) je ¢ Nullstellen und
diese Nullstellen trennen si h; wenn in diesem Intervalle weitere Nullstellen
dieser Polynome gelegen héatten so misste entweder in irgend einem Punkte
{(a=u,) dieses Intervalls Q(u)= +1 und 2'w,)=0 sein. oder in zwel
Punkten (u = u,, u = u,) missten die Gleic hungen £(,) = 2(u,) = 41 stattfin-
den, wahrend zw:s hen ihnen 2(u) von -1 verschieden wire; im ersten
Falle hatte das eine Polynom e ne mehriache Nulistelle, und im zweiten
hatten wir zwei Nullstellen des einen Polynoms ohne e:ne Nullstelle des ande-
ren zwischen ihnen; beide Maogl chkeiten widers;rechen der Eigensd haft der
Nulistellen des gesurht:n Polynoms f(x).

Ahnlich sehen wir, dess im zweiten Intervalle die Anzahlen der Null-
stellen unserer Polynome, die den Ungleichungen des § 3 geniigen kdnnen,
gleich m —gq-— 1, m — ¢ sind. Folgl«h erhalten wir in beiden Intervallen fir

10



- ydas eine Polynom m — 1 Nullstellen und fir das andere m Nullstellen, die
den Ungleichungen von § 3 geniigen. Die Summe ist kleiner als 2m -+ 1.

Diese Uberlegung zeigt, dass im betrachteten Falle die Polynome (12,)
keine Losung liefern, folglich muss diese Ldsung dem Produkt der Poly-
nome (12,) gleich sein, und in der Tat zeigt hier eine #hnliche Uberl_egunli,
dass im Intervalle (—1, z) die Polynome Upy(x) und Vi (X) je m —g Nul
stellen haben, wihrend im Intervalle (3, 1) die entsprechende Anzahlen g,
g-+1 sind, wobei die Ungleichungen von § 3 stattfinden.

Zweiter Fall: 0 <L s < K p— gerade Zahl.

In diesem Falle erkennen wir nach dhnli hen Uberlegungen, dass die
Losung der Aufgabe dem Produkt der Polynome (12,) gleich ist, und ist p = 2g,
so hat die Losung der Aufgabe im Intervalle (1. x)

om—92g -1

Nullstellen.

Die Polynome (12,) geben in diesem Falle keine Losung.

Dritter Fall: (2m+-2)p = 0(mod. K.

Wir haben hier einen Grenziull, wie des ersten, so auch des zweiten
Falles.

Daher bekommen wir hier zwei LOsungen:

V=AY et ez - [t
h(x)=4 (_t_l_l)(x—-fl)(x—l)HHlp—ITlEJ'_ H(p—u) ]

= x—B H(p— u) [+ [H (et u)]"™+
f’("“Al/tx+lux—zi(x—h”HEJr_uJ o _H(.-I:T:)]

Diese Losungen haben die Gestalt

Si(%) =(x—a)p(x),
LX) =(x—Pf)2(x),
wo ¢(x) ein Polvnom (n—1)-fen Grades ist, und sind verschieden; man

sicht leicht, dass unsere Aufgabe im betrachteten Falle unendlich viele
Losungen

x—) 2 (x) (2 <9 <P)

hat,
Unter diesen Losungen wollen wir die folgende herausgreifen
R x—1 H(p—u)r““r" H(p-}-u) "““]
x)=A : dmlil) — [321P >
e V(x+l){x—=,'[x—*§3)(x—'ilHHrP-i-u) Hip—u)
wo
v 2snp-cnp O (p)
PG, dnp O )

ist {diese Zahl liegt" zwischen « und B).
Die Bedeutung dieser speziellen Wahl besteht darin, dass ®

=2 Hile—p) W (u--p)
Vil—a)(1+3) H@u—p) H@+o)

Hfased

2m-+-2
H(p—un) ] 3

Folglich ist
( (o=— am-2
d [H p—u) (13)

1=B el e Fu)

l

und da
(2m +2)p=pK

ist, so unterscheidet sich das in den Klammern stehende Polynom naur um
einen konstanten Faktor von dem Polynom

Tomia (x; p, R),
it



welches ich in meinen fritheren Arbeiten®) untersucht habe. Dieses Poly
nom war in vielen Richtungen dem Tchébys heifschen Polynome 7, (x)=
=cosnarc cosx dhnlich; jetzt, hab2n wir no.h emne mit 7,(x) gemeinsam
Eigenschaft dieses Polynoms erhalten,

Bemerkung.

Eine leichte Rechung zeigt, dass der Koeffizient B in der Formel (13
den Wert?)

= 1 [9/MB, Q) _ -~ steiiy (13
 (2m +2)4“*’|‘3(p161(9JJ T 2m4-2 |
hat, ferner ist
i te e (12 [He—aP= , [HpS-alf*==1la
f'f"(x) d"“B_’ ,'d| H(p+u T|Hp—n)
B x<E
e (2m+T}=
— 2B [|dcos(2m +2) o1 =28 [ |d cosv|—
0 0
§
- 9B.(2m + 2)-2-E|‘1dcosu:=43(2fn+2). (13,)

Nun folgt aus dem Fundamentalsatze iiber Polynome minimaler Abweichung,
dass f,(x) in E in bezug auf die Belegung
| Vi=re=x =%
| —1l
unter allen Polynomen der Gestalt x**+! 4+ p x?=_L __ im Tschébyscheffschen
Sinne am wemgsten von Null abweuht, wobei die Abweichung den Wert

2B (2m+-2)
hat.

Daher besteht fir (2m—+2)s =0 (mod. K) die genaue Beziehung von
S. N. Bernstein

Min [ |2t poxtm 4 pap| dix =
[

(x2mt o poxm e pams) Al x‘L(a_-—:x‘; @ x}l}z

=2 Min | Max | x2m+2Lg x* 4l - Qomia |I_

x<E

. =2 Min { Max
! *LE

§ 6. Wir haben im vorigen § unsere Aufgabe vollstindig geldst fiis
den Fall n=2m--1.

Das Resultat k.nn man noch anders ausdriicken wozu wir einige Bezeich:
nungen einfihren wollen. Es sei z fest. dagegen sel k& als veranderliche:
Argument und K als seine Funktion betrachtet; man denke sich die Gleichung

b

& p ) 1
a=1—2sp —— K, £ 14
e (:Zm 2k e
7y Die Grisse
1 [8mA, T
i lH'."'HL :) ]
tst der transfinite Durchmesser (M. Fekete) der Punktmenge E [vgl 9l
lim Speziellfalle

a=—§
besteht die Gleichung

"



1

él bezug k geldst, wobei p eine der Zihlen 1,2....,¢ bedeutet, wo g < 2m -2
’ie grosste natiirli-he Z:hl ist, fir welche (14) noch zu einem pos.tiven

chten Bruch k& fithrt (ist also cos ‘,;“_P}'—_—zga. so kann ¢ nicht grdsser als

\
sein).
! Wir erhalten so die Girossen . Ry,..., kg und nach der Formel (7) finden

vir dann entsprechende Werte fiir B
| B < Bg1 < ... << =1

1

Alsdann kOnnen wir, Boy1 —a gesefzt, behaupten, dass far
| By <B<Buy- (j=1,2..-; 2 <g+1)
Lmsere Aufgabe eine einzige LOsung besitzt, welche vermbge der Formeln (12;)
gegeben wird, fiir
‘ %%l<ﬂ<?’” U=0! lo---; Qf"i—l-f\:'?'f'”
existiert ebenfalls nur eine Ldsung, aber sie wird gegeben vermoge der For-
meln (12,); und nur fiir
B=8

gibt es unendlich viele Ldsungen. unter welchen eine ebenso mit den ellipti-
‘schen" Polynomen verbunden ist wie die Losung der Korkine - Zolotarefischen
Aufg b2 mit dem trigonometris hen Polynom €OS# 41 COs X

‘f Es ist nicht schwer asymptotische (falls m—co) Abschatzungen fiir

\

Min [ X241 p ot Pama | dX
s =
 anzugeben, wenn @ und ? feste Zahlen bedeulen.
| Fiir jedes m kann man zwei Zahlen g7 #mfinden derart. dass
Bl < B < B

und dabei wird
= Im o —f  U=Jm)

m-»oo

ist aber

Gampt (b)=Min | [ 12 poxm 1 dx 4 [l pyate +- ..|dx}.
-1 b

so haben wir offenbar
Gam1 (B) > Gamer (B™)
Gama (7)) = Gamt1 (#
und daher besteht die Ungleichung
[_ - sl ) MO oo G (Y
@ (-Q'mTQ Kii k") 91 ( om 42 Kis k’)

£ 0 (0; kit A, (0; &-1) A{m-+1
Slof( /1 & i+ 1
“ ( 2{’:—_}_2 K.H-I; kHI) e, (:‘?{?—!ﬁm+|; kH'l)

Daraus folgt ohne Miike, dass fir eine Folge

ml. m:.lt.'

13



lar welche 3 -0 die asymptotische Gleichung |
- i Q(0)0 40n41) |
(omtr (?) "‘“‘,1 [ (0) : fO)] :

27| 6169, 1)
stattfindet. -
§ 7. Es bleibt uns noch Form:In fiir gerades n(=2m) snzugeben.

Die Losung der Auigabe hat hier au.h entweder die Gestalt

Zary X—8 J|He—w) ™" 82 (u4-2m F1p) _
TO=4) cFne—amE—n) [mm] B e
Hp+ u}rm'H 02 (11— 2n ]'p)}
|Hip—u) 002 (uy s
oder:
g/ e [[Hp—a)™ 6t FnTy)
LIl (x+mx—‘m{xlu||.f7w+mj G —

[H(p—l-un L4 9’{a—2nz+lp)}
- HEe—u ~ O a)

und zwar die erste, falls in der Beziehung
2m+4-1)p=pK+= 0<s<K)
die ganze Zahl p — gerade ist und die zweite, falls p — ungerade ist.

Y3aranbHeHHs opHiei MiHiMyM - 3apayi
KopkuHa - Bonotapesa 5
H. AXIE3EP (Xapris)

PE3IOME

B crarti nogano poss'ssanus B
Ceped ycix noainomis euzandy

Pa(X) =x"4-pux"—t4- ...+ p,
INadme mof. 0aa AK020 supas

exnTHuEMX QyHKIISX Takol 3amayi:

a 1
J1Pa(x) | dx+ [[| Py(x)| dx
o | B

Mae MIHLMYM, npu womy «ucsa o, f(— 1 <2< p< 1) 3adano.
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