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Verallgemeinerung einer Korkine-Zolotareffschen
Minimum - Flufgabe

N. ACHYE$F.R (CharkoUl}

§ 1. Will man irgend eine im Intervalle< - I, I > sletig erklärte Funk
tion f x) vermöge fines Polynoms llpproxlmieren, so def'nlert m'ln zunächst
\He .Abwei('hung~ zw sehen zwei 'n < - I. I> stetigen Funkt oßen und
mrrn sucht n:lehd. m die Ko H!zlenlen des Polynoms fJ.~ (x) derart, dass die
Abwe chung zwischen j(x) und P,.(x) möglichst klein wird.

GewOhnlicil nimmt man, i1ls Abweichung, entweder dJe GrOsse

M" I{x)-P.(x)l
-l·-~· I

oder die GrOss.... ,
I 1I(x) - P. (xJl' P (x) dx,

;va p(x) eine Im Intervalle< - I, 1> nicht negative feste Funktion (Bele.
1!ongsfunktion) bez lehnet.

Aller auch die Abweichung,
II(x)-P.(xJjp(x)dx. (I)-,

welche einen einfachen geometrisch"" Sinn für p (x) = 1 hat, wurde mehrmals
In der Literatur betf<lchtel ' } Es Ist bemt rkenswert, dölss für eine grosse Klasse
von Funktionen f(Xr. welche u a aUth !,X)=X,,+I enthält, d ISJenlge Poly

nom Pli (XI, wekhes d s Integral (11 lum Minimum macht. einfth'h das Inter
pol ·tlonspolynom für f(:() ist in b zug auf ein festes lvor, fex) unllbhänglges)
Knot~nsyslem

Dar.lUS gl;'ht hervor die Bed utul1g der folR'enden Aufg"be: Unter allen
Polynom"", PlI (x) = x." +P,)("·1+ ... +Pll soll dasjenige bestimmt werden,
tar Welches das Integral ,

..... I,P.(xJI,p(x).dx (2)
-,

der: kleinsten Wert hot
Zum ersten Male wurde diese Auf,z'be gelöst (für p(x)= I) In der Arbeit:

.Sur un Ct'rtaln min;mum~ von A. Korkine und O. Zolotaref.

" Ttll~ ysthef. Sur l'lnlerfiolailon dans re cas d'u" grand nomblc de donnees (Ml!molre5 de
'Acad~m ..• d~ Pekr~b 'ur~. 18.')"):

Kllrldfl" el Zolo//Irl'f Sur un cNt ,ln m'nlmum IN 'uvell~s Annales. 1/173):
Stle'tj Je1s "v~r de ben,'derde v IOrSlcllll1g vall cene [undle dOlOr eene ;ndere (Delli, 18761;
..... A ~l'IP"O~, U n eleJl ....hlt """'I~ltI'll~ lIHTerpllll"1l 11 CaM3H C lU4repno.~lt/-'U.dHlteftl

I:'>lem" res de I A. ademle de Pekrsb"urg, 18 Il);
S B,rn(tein. Sur une pr...pru~u~ des p... IJ nomts de Tchcbychd (ComplU rendus de \'Aca

,j~ml" dt' ru. R. S. S., \~.!7J
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Der Fall einer beliebigen Belegunsfunktion ist unseres Wissens nicht
untersucht.

Au\ h die asymptot's\ hen Eigensrhaft.-n (für fL- co) desjeo'gen Polynoms
P,,(x), welches das Integral (2) zum Mln'mum m3chl. sind uns unbekannt.
Es gibt nur die Vermutung von S. N. Bernstein ~J, d,ISS

H"'t(x)]
1l1~"2, Ln [t (x)] = 2.

wo

"nd
L,,{t (x)] = Min L~/ll tlx)(x" +p,xn- I + .. +p,,)\},

während tex) l'lne gewissen Bedingun~fn unterworfene und sonst belleb'ge
Funkt10n (trigoncmelrisrhe Belegungsiunktllm nach S. BernsteIn) bedrutet.

In dieser Arbe.1 wollen w r d;e vollständige Lösung der oben gestellten
Aufg3be geben für den FilII, dass

• p(x)=J1 für-l~x<:lXund~<:x<:1

10 für rx<.x<ß

wo IX und ß(- I < Cl. < ß< I) zwei gegebene lllhirn sind.
Dieser Fall scheint uns prinZipIell interessllOt zu sein, da hier d'c Bele

gungsfunktion In einern TeillOtervalle des [ntegrat onsint rvalls id· ntlsch ver
SI hwindd während in ents n'chenden Untersu hungpn über orthogonale Poly
nom~ das Versl hwinden der I e:egungsfunkliC'n gewöhnlil h nur auf einer
Men~e vom Mlisse Null erl ubl wild (S, Bernstein, G. SzegO)

Die LOsung drückt slrh in elliplis hen Funktionen aus. und es ist bemer·
kenswert. d:lsS hier die rll ptischen Funk1ionen Ilusrelrhen. um die gen tue
Losung für Jedes n und Jede ';l" ß zu crh:lll~n. während in enlspre llt'nden
Aufgaben über die b~)te g"1, h hmässlge Approximatlon in zwei Intervall· n die
elliptischen Funktionen nur die asyml tolischen (fur n- ~I Ijez ehungf'n und
nur fur spezh lJe Lage der Punkte" ß die gen uen Beziehungen liefern'),

§ 2 ensere Aufgabe besteht <llso im folgendem:
Unter alu:n Polynomen

f(xl = X" +PI X"-
l + ...+p"

soll dasjenige bestimmt werden, far welches der Ausdruck. ,
/(f1 ~ f /(x) I dx+ f 1/(x)1 dx ~.r 1/(x)1 dx

_I ~ E

den kleinsten \Vert hat wo ". ß(-l <(l<ß< 1) gegebene Zuhlen bedeuten
UILd E die alls den. Intervallen.

<-I.,>. <ß.1>
bestehende Punktmenge bezeichnet 4).

" S. Bun$tl'in, Sur !es rolynomes orlhogonalllt relaUfs ä unseg ment f'nl (Jl'lum. de Math..
1. IX. I 311; l' 13))

3) N AchJ'l'ser. üb",r .'Inlge fllnkl "nen. welch,' In zwei g,·gebenen IOlavallen 3m wenig,
sten v"n Null ~bw khtn (Bul do: J'A, ~dl!:1I1'O: de rURSS. IVJl -"331

N. Achyeser. übet eine Elgens,hall d,r ~ellll'llschen· P"lynome (Comm. d~ 1J Soc. M~th.
de Kharkuf. Scr. 4, 1 IX, l\~l.ll

') D~n Anl ss tU d,es r ArbeIt hat m r dte Abh.ndlunJ! von K. Po,se, ('(i Olmn\l BOnl'OCe
o 1"",..eHbWltll 1...1l1t'l 11."1 {lJp.'.tU,;,t:H"C 11' X(AVlll· My TO"Y 3,"111,",011' A 3.!1.e"llll H~rll'. 1880).
gegeb,'n

Oorl Ist eIne spezielle Aufg,be gest~1I1 und go:lOsl. welche ml der hier betralhtelen
verwandl ISI.

•
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Dass unsere Aufgabe mindestens eine Lösung besitzt, Ist klar und bedürft
keinen Beweis.

Ferner zt'igl eine Wiederholung der I<nrklne-lolnt:lreffschen Oberlf'gun
gen, d 'S5 alle NullslIelen des gesu:hten Polynoms e:nl,eh s:nd und in dem
Intervalle< - J, 1> Iieg~n. Endl eh kann 1l,ls g~suchli' Polynom zwischen Cl
und ~ nicht mehr .ds eine NullsteIJe !:'es.lzen; in d r T.. t, ware

I(x)~(x-!)(x- ,).(x),
wo :t <« "l <~. so kOnnten wir d '5 Polynom

I. (x) ~ I(x) - h. (xl

0< h<"~ Min(x-!)(x-r,)
.cE

und wir hällen offenbar

III,J ~ 1[1 -h;) -/1/1 - h 1[,) </[lJ.
Aber auch eine Nul1s1elle ho Intervalle (::r.. ~l k on das gesuchte Polynom f(x)
nur In ausgezeichneten Fällen haben. In d~r Tat. ist

f(X)~(x-'I.(X) (a<!<ß)
so haben wir . ,

IIJ] ~ J (!-x) I.(x)[ dx+ f (x-!)I.(.t)1 dx~-, ,
• I • I

dJI.(x)ldx- f .(xlld.t)- f xl.(x) dx+ f xl.(x)ldx.
-I , l ,

Wäre nun der Ausdruck In Kl1mmern von Null verschieden, so kOnnte man
bel pIssender Ändl"rung der Zahl ~ die GrOsse Irf) kleiner m ,chen, so d:lss
j(x) die LOsung dt!r Aufgab~ nicht sein kOnnte; dJher muss In diesem Fall
die Gleichung

•
fl.(x)ldx~J ~(x)ldx
-I ~

statt finden ~).

Hat also das gesurhte Polynom f(x) eine Nullstelle ; zwischen ~ und ~.
so hestehl die Gleichung . ,

f
l/(X)1 dx ~ f'/(x) Idx
:: -x x-:-, ,

und In diesem Falle besitzl unsere Aufgabe offenbar unendlich viele Lösungen
der Gestalt

x-uF(x) ~ --. I(x),x--,
wo 3 eine beliebige der Ungleichung

l1<a<~
genügende Zahl bedeutet.

Oll" rorm dieser Lö~ungen zeigt. dass wir ohne Änderung der GrOsse I[f)
die Nullstelle , durch 0: oder ß ersetzen können, so d ISS wir bererhtlgt Sind.
nur solrhe Polynome su b.?:lr.1C'hten welche aussehliessllch e nl ehe und In
den lnlervililen < - I, ~ >. <~, I> gelegene NullsielIen besltzen.

§ 3. Es selen

!,<~< ...<" (-1";<,. <''';1)

') Vgl. i(. Posst!. ~, a. O.

,



sämlliche ~.;',0:&,",...

wo k lrgend e oe
4 = - J (bz... ~_

0:15 Integrit (3

Hen Polynoms Ul

: <"x. ß~~"TI.

- •.... Il ist und im f
n 151.

II
bZw.k=n

, I
-I "!jdX!

'--'
+(-I)'!ldx_,

,
'[jj=(-I)" '4.<- jdx+ ... +(-I)'!jdx+

-I <..

"
311. Bezeichnen :1150 PI' P:,· ..• 1'" de KoeffiZienten des Polynoms I(x)• ."'t.nehmen die gewöhnJidlen Bedingungen

a
dp/CI] =0 (i=1.2.... ,1l)

für das Exttemum die Grst1H folgender Gleichungen an, welche I.ur B~stlill'
mung der NulJstellen ~I' ~••..• ~" dknen können:

(41

(5)
t. (xl

= V. (X)

x-

•
=e-"

-. <. ~

! x'dx_ J."dx +...+(- I)'f x'dx+
-I' <.

fJo+I '.t+2 I

+(- I)'JX'dx+ (- 1)"" Ix'dx+.. H-I)" f x'dx~ 0
''''''TI <"

(i=O.I,2 ... ,n_I).

Die Lösung dieser Glelchung~n ,st eine sehr sl-hwere Auf.~abe. Wir wollen
d;,her n:lch Tcheb\'scheH und Kork:ne.ZololareH beilch~ene), dass auf Grundder Gleichuligen (4) die Bezl' hung

" E, ..

J-!!.Z_J dz + ... +(-I)'J_dz +x-z X-Z A-Z
_1 E, E",

E...,.I ".t+2 1

J dz J dz J dz+(-1)' x--z+(-I)'+' :<-=-z+ .. ·+(-I)" x=z~
~ <.\-+1 :.

_ MI + M, +
- A"+i X"+2 •

stattfindet.
Es Ist daher

(x+ Jl(x-~~)!(x_;~)!...
(X-~IJ'(x - '3): (x _'~y-.

und wenn wir also fflt n = ::m+ I

(x-4 x_;
(x -;

setzen. so t'rhartcn ~ cb.u

(x- I (A"-p ,c-

,) VlOf ... X.~ ..... 0.,



(6)

=Il)

(4,

- -----~

Ul t ung"'Tades k:

IX+ l)(x - .)(x - 1) U~lx)-lx-') V~+, Ix)~Ax +8

ISI dagegen ft= 2m eine gerade Z"hl und wird

(x - ~,) (x- ~~) (x - hm) = p. (x)

(x-<,) (x-<,) (x- ".-,)= Q. Ix)
gesotttt, so erhalten wir ganz ebenso, dass für gerades k:

(x+ 1) (x-1) p~ (x)- (x- .)(x - 1) Q~lx)= 11.<+8 (6,)

und ungerades k:

(x+ l)(x - .)~ (x)- (x- ßI (x- J) Q~ (x) = Ax+B. (6,)

§ 4. Wir wollen Jetzt die unbpslimmten Gleichungen des vorigen Para
graph') In t'rI'plischell Funktiont'n lOsen.

O,lbei werdln wjr uns :lul den F,llI fI=2m+ I beschränken.
W,r selzen

k,~_2Jß-') 17)
\1-·)(I+ß)

und nehmen kfO<k< I) als Modul äer J:lcobi'schen Funktionen,
Fern~ r bt;'stimmt'n wir die Grösse p aus der Gleichung

11= I - 2sn2 p (8)
und der Nebenbedingung

O<p<K
Aus (7) und (8) folgt dann, dass ,

ß =2cn~p_1on- p

Endlich setzen wir

SO dass

(9)

(10)

(11)

I)
U.(x)- V...+a(x),

2sn~II,cn'p (l-~')dn'u,dn'p

x+ I = sn'/1 snlp' x-ß= 2(1- k
'
J(snt ü="sn'p),

I-a.' 2sntp,cn'u
x-a.= x-J= ---.

:l(sn'/L snt~)' sn'll-sn'p

Die Hezlehung (10) gibt die konforme Abbildung der zweiblättrigen Rlemann
~cht'n Flach..- mit den Verzweigungspunklen D x = - 1), A IX = 11), 8 (x = ß),
Cfx = I) und den übergangslinien DA, BC auf das PerlodenparalJelogralß~
mit den Ecken

u =K±iK' , -K±iK'.
Dabei entspricht di'ls Rechteck AR"B'"N (Fig. 1) dem oberen Ulatte der
Rlem:tnnschen Flal'he und das Rel'hleck ABb'A' dem unieren
Wir nehmc:n die Funktion

l1l(u) ='. / Ix + I.(x ~)(x
V x.

wo VIII (x), Vm+l (x) der Gleichung (51) genügende Polynome sind, und die
Wurzel derart beslimmt ist, dass tP tu) in dem oberen Blatte der Rlemannschen
Fläche und .. Iso Im Rechtecke AB"H'" A' endlich bleibt.

7



Aus dieser Definition der Funkt on • D 0 ~ dass der Punkt u = p el
(m + J) - fache Nullst lJe der F'Jnkt on $' II I t

Anderseit~ zeigen die Gleichungen, 11 dass

~()_ 2snp·cnp·snu·cnu·dnu l.' ( _" ()
'l' U - 8! .. X, V.-+l Xsn·u sn ..

DAraus folgt erstens, dass •

4I(u-' 2K}-4l{u+2iK')-9'lU)

und zweitens, dass

~ (_ u) _ -1 /"("x;::+fI111II~~;~1"1,,,(':::xO--_".:JI) ( ( _ A.< +B_
'I' - .... a U... xl-V...,.., x)--(x_a.}dl(u)'

DieSE" letzte Eigensch,ft zeigt uns, dsss der Punkt u = - p für 41 (u) e
(m .J....1) - facher Pol Ist; ausserdem hat 11l (U) einen Pol erster Ordnung I
PunktE" u iK,'.

B Yr"
.P Ii 8 C

C',1 , , C -f
• -

fI.I -E6t'nt (u-l/lUltJ

1'/ 8'

fig. I

Alle diese Tllls1chen und die doppelte PE'riodlzltät der Funktion 41(
ermöglichen. diese Funktion folgenderrnassen d;lfzustellen:

~()-c t. [HIP-1I1j"'ll tJ(u+2m+2?)
u - ans H(p+/I) tt(u}

Wir haben d.'lher die belden Glelchuntien:

~ (l ,/(.<+I)(x ~l(.< Il U ()_Cl H ('-U»)"+19(u+2,..±1
..+1 x - V x er. .. X - HC?+u) O(a)

V (l+' 1(.<+I)(x ~)(x .!2 u ()~C[H.!L+U»)·+'9("-2m+2
",+1 x V x ......... er. .. x Hl?-Uj 8(u)

und können folglich die In Rede stehende LOsung der unbestimmten Gle
chung (51) in der Gest.11t

~ r l= c J[t'(p-U»)-+1 8 (U +'2tn_+ 2p)+ lH(P+fI)j",+1 0 (u-2m +2p)
.,1 x 2l HC>+u) (,j(U) HIP "J 9(u)

(12
C / x er. II-H(p+u))",+IO(U-2m+2P)

U.(x) 21 (x+l)(x ~)(x I) Hip-u) "I"J-
_[H(P-U») ..+I e (ll +2m+2p)I

H,p+u) 9(u)
darstellen.
,



haI.
Dass umgekehrt dIe Je his In dif"sen Form In siehenden runkllonen von u

zufolge der I ransform {Ion (10· als Polynome von x, untl zwar Polynome der
Gr ·de m+ 1. bzw tn. sich I rw~ls?n. ist eVident. ab~r :l Pt orl wels m n nicht,
ob die Null'5lellen dles~r Polynome den im § 3 b~sprochenen Ungleichungen
genug·n

Wir kOnnen aber srhon J tzt auf Grund un~erE"r Obf>rlegungen beh:lupten.
dass unter allen L'mständen mindeskns ein Funktlonenpaar (121) oder l121)

für n = 2m + J die LOsung

/lx)=U.(xJ V.+I(X)

unserer Aufgabe geben muss.
1m folg nden Paragraphe: werden wIr ze'~en. wIe bel gegebenen II und ~

entschieden werden kann. welche unter den runktonenpJaren (12,l. (121 , die
LOsung liefert.

§ 5. Es seI

p elnr Eh- nso erhalten wir, dass die in Rede siehende LOsung dE'J Gleichung (1)5
die rorm

\( x) _ q 'lH /r-=.!!.....]"'~l e\(ll+ 2m+2PI+ lH(f'+ II I]m+
1
el~-2m+2P)1

..+ll 2\ H{p+uJ 9 1(1lJ HIP-u) 9,(u)
(12,)

U, D .. / x ~ \' [HfP+ ")1-+1~1(1l-2m+211)
• (x) = 2 V (x+ 1)IX 0)(.( I) HlP Itl --ei (u)-- -

-lH (p -u)]_+I!:!1 (u+ 2m T -:.!P'!
H p+u) el(u}B

(ur

u) ein
ng im

(u)

2p)

p)

,.

Um,. 2)p=p:(+0

wo p eine ganze Zahl bedeutet und (I der Unglelrhung

O~H~.K
genügt

Es Ist zweckmässlg. dr~1 fo'~ nde fälle zu unterSlhelden: I) 0< (I < K
p ungerade Z,hl; 2) O<,<K. p-2l'f.lde Zahl, 3) 0=0 oder o=K.

t:rst. r Fall. 0<,< K. p - ungerade Zahl.
Wir nehmen die Funktionen (121 ) und slhreiben sIe In der Gestalt

" () D [H p+tl)1m+181(tl-2iit=t2PJI1+O( >Il', +1 x c:::. ---- -- - ... 11 ,
'" 2 H(p-/l) el (//)

V l ]"+' ---U (x)=D. x ~ Hfp-l-lIl e1 (1L-211l+2p)(I_Ia(U)}
• 2 (x+ll(x (t)(x I) H(r--u, edll)

"'0

}
)

gesetzt Ist.
EIne le~chte Rechnung zeigt, d ISS

Il(O)-I. Q(il(')~l. Il'K+il(')~-l. Q(K)=l;

man erkennt l,ber leicht. dass dIe GrOssen x=-l, «, ß. 1 keine Nullstellen
der Polynome V..+dx), U",(x) sind.

Ferner sehen wir, dass In den Intervallen < - 1. (1',>. <ß. 1> dIe
Funktion 2(11) dem Modul n 'rh glelrh Eins ist.

Die Nulbt~llcn der PJlynome V.. (x) \.!"'+' (x) in den Intervallen (- 1.(1',),
(fJ,1l euts rechen daher denjenigen Stellen der offenen Strecken DA und B~C,

an welchen '" (u) = + l.

•



WIr haben ferner

d Um die Anzahl dieser Stellen zu finden 9,'ollen wir mit dem Punkt ri'*
en Weg DAMH"(.' ND \Fig. :ol) b s hrelben; und WIr setzen 11) = iK' +0. d

Nach diesem Cmlaufe erlährt arg ~tUI den Zuwa~hs

-(2m+:2):l~+:2'1l'

So wird :1lso
arg2\O)=O,

Setzt man

negativ und <Ibso1ut kle;ner als ::::0: sein muss. so Ist

und da im Punkte A bel

1 I

H'p-u)
argH(p~+u)

lJ(p- iK') = _~,
HIp;' iK'J

e(iK'+~) -~.- - =-e
t1 ~lK; - e)

Erreichung dieser Stelle längs DA

argü (iK'-\- KJ = arg Q (iK')+1l:
und

. Hlp- u) ~(U+Q)Larg Q (,K') ~ (2m + 2)argH~-)+ arg U (--
~P-rU '0' U-Q) //(1

Nun Isl aber

C'

f1g 2

ß
~N

Hr?-II)
arg - -

H(:.+II) ,,_11\
ähnllcb sieht man, dass

\1(11..1.,) 1t
arg =1t--::I.

~(u -::I) ,,_jA' K
Folglich Ist

arg Q(iK') = - (2m+ 2)<+<+ ~ [(2m+2), -'1 = -«2m+ I-P),

und daher

MgQ(iK'+K,= - '1l:(2m-p).

Die Änderung. welche argQ u) auf der Strecke DA erfährt, Ist 'lf(2m+ 1 p).
und auf der Strecke B~L ist d I se Änderung =f'

Nun ISt p eine ungerade Z hl. es s· I f' =:q ~ 1: dnnn h' ben gewiss
beide Polynome U. IX), V"+l LX) Im Int~t\·alle (~, 11 Je q Nullstt'lIen und
diese Nul151ellen trennen 51 h; wenn In d'esf m IntervRlle wellf're NullsleIten
dieser Poh norne gelrgen hätten. so mü~sle entweder in Irgend einem Punkte
(1l=1I.) dieses Inlervill!s QluJ~::1-1 und 2'IU,)=0 sein oder in zwei
Punkte-n (u= u1. U u1) müsstf'n <!Ie Gleio hungen !.!('\) = 2(11,) = ± 1 st:'ltfin
den, wahrend zw,s hen Ihn!'n Qlu) \on +1 verSlhieden wäre; Im ersten
fi'alle hätte d:.s eine Polynom e ne mehrf:ll he r\ullslelle, und im zweiten
häUen wir zwei Nulbt~ll('n des einen Polynoms ohne e'ne l\ullstelle des linde
ren zwischen Ihnen; b~IJe M:Ogl chkelten wlde,s, rechen der Eigenslhaft der
NuJl~lellen des gesu, hh n POl) noms j(x).

ÄhnlC"h sehen wor, d;.ss Im zweiten Intervalle die Anzahlen der Null
sielien unserer Polynome. die den Lnglelchungen des § J genügen kOnnen.
gleich m-q-I, m- q sind. J-'olgLlh erh..lt~n wir ,n belden Intervallen für

10



'p - u)
(p+u)

Punkt Jdas eine Polynom In - I Nullstellen und fÜr dilS andere In NullsteIleIl, tUe
'+0. den Unglehhungen von § 3 genügen Die Summe Ist kleiner als 21n+ I.

Diese überlegung zeigt. dass im bdrarhteten Falle die Polynome (12,)
keine LOsung liefern. folglich muss diese LOsung dem Produkt der Poly
nome (121) gleich sein, und In der Tal zeigt hier eine ahnllt he Überlegung,
dass Im lnlerv,dle (- I,~) die Polynome U",(x) und V",+I (x) Je m - q Null
stellen haben. während Im Intervalle (ß. l) die enlspre:hende Anzahlen Q.
q+ 1 sind. wobei die L:nglelchungen von § 3 stattfinden.

Zweiter Fall: O<,,<K p-gerade Zahl.
In diesem Falle erkennen wir nach llhnll hell überlegungen, dass dll'

LOsung der Aufgabe dem Produkt der Pol .. norne (121) gleich Ist, und Ist p = 2q,
so hut die lOsung der Aufgabe Im Intervalle ( 1. a.J

2m-2q+'
'1ulJslell~n.

Die Polynome (121) geben in diesem Falle keine LOsung.
Dritter Fall: (2m-/-:lJP:::O(mod. KJ.
Wir haben hier einen Grenzf"lI. wie des erstell, so auch des lwellen

Falles.
Daher bekommen wir hier zwei LO~ungen:

.1- x -, -(lH(P-U)12"'+~ lN (p-/-11)]2"'+i,
I,(x) A V (x+l)(x-')(X-I) N,p+", - N(i-u) J'
ft(x) = A1I(X + lH:: ~)(X -1, {rz~: ~ ;;~r"'+2 - rZ;i+ :;1''''+1 ,.

Dies<, LOsungen haben die Gestalt

),

I'(x)~ (x - -h(x).
I, (x) ~ (x -'l" (xi,

wo 'f(x) ein Poh'nom fn-l)-ten Grades Ist, und sind versrhledeu; man
sieht leicht, d:Jss unsere Aufgabe im betwlhtelen Falle unendlIch viele
LOsungen

hat.
Unter diesen LOsungen wollen wir die folgende herausgreifen

f, (x)~A . x-1 ([N(,_u)jJ'+' -IHfp+"lj'""1
• 'V(x+l)(x-"HX-~){X-l) HlP-/-U) HIP-uJ •

wo

(2m+2)p~pK

Ist, so unterscheidet sich das In den Klammern stehende Polynom nur um
einen konstanten F.lklor von dem Pol) nom

72on+dx; P. k),

und da

Folglich

p),

wlS~

und
Iren
klo
wel
fin
len
len
deo

0<

11
en.
für

+2sn p.cn p H'(p)
1= ~ - dnp--t.f~p)

151 (diese lllhi lIegl· zwischen,. und ß).
Die Bedeutung dieser speziellen Wahl besteht darin, dass'

2«-1\ N'(,,-p) N'(u+p)
Vil--)(I+')~N(u-pi- N(,,+p)'

ist

d'[N(P-U)],"+' /N(P+")]"+')
!o(X)=BdX1.H(P+ll) + .H(p ---zij , (13)

11
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wel,hes ich In meinen früheren Arbeiten 'j ul1te~suchl h:lbe. Dieses Pol
nom W<lr in vielen Rkhtuilgen dem Tchebys heffschen Polynome T.. (x)
= cos n are <"os x ähnlich; Jetzt. hab ~n wir 110. h eme mit T" (x) gemelnsa
Eigenschaft dieses Polynoms erhalten.

Bemerkung.
Eine leichte l<echung zeigt, dass der Koeffizient B In der Formel (I

den WerP)

hat, lerner ist

1 It"t 016, tQ>J4-+l -:;bl+2
B=(:?m-t 2)4"'TI f:j(PIt1dPJ =2111+2 (13

(13

J x dX-BJ d'fHr
?-

U1l'"+' lH('+UI]"+'II~lfo() \ H(,+ U + HlP-uj
P , E

~ n-+1)'"
28 Ild (OS {2m +2)'V1 28 f ld cos'V 1=

• •••
28 (2m+2).2·fldCOSIl =4B(2m+2).

•
Nun folgt ;>us Jem Fundampntrllslltz.e Ober Pol) name minimaler Abweichung
dass f. (x) In E In bezug auf die Belegung

1I (1-=-x1 )(2. x) (~- xl
,x-TI

unter allen Polynomen der Gestalt X bl+1+ "IX'la+ ... Im Tschebyschelfsche
SinnE' am wenIgsten von Null abweu ht, wobei die Abweichung den Wert

2Br~m+2)
hal

Daher besteht ißr (2m~ 2)? =0 (mod. I() die genaue Beziehung yo
S. N Bernstein

Mln f Ix2llr+1+p1r-+_·· +Pla·Hldx=,
= 2Mln JMax 1(X2m+1i- p1x1"'+ .. ,+P2m+l) VII - x!)(a-=x}(~ -: Xlii ~

l.r<F x ,

:2 Min ~ Max X
2·+2+q1x'2-+ I+...+Qz.+2IJ.

'<E
; 6. Wir haben im yorlg~Jl § unsere AufgRbe vollständig gelöst für

den Fall n=2m+ 1
Das Resultat k nn m;!n noch anders ausdrücken wozu wir einige Bezeich

nungen einHIhren wollen. Es sei ~ f,'st dllgegen sei R <1ls veränderliches
Argument und K :.ls seine Funktlon btlr;lchlet; man denke sich <\Ie GlelLhun

%=l-:!"n~(-..!!...- Kk) (141
'2m+'l '

I_--;l

" Oie 0((.0',""

be!;(thl dl~ Gleichung

~=.' [AIOIA,(n.y.
2 li~'", ) I

\st d<:r transfInite Dlltchm~ser (M. h:kdc) d~r Pllnklm.:nge E (vg\. -)1.
Im Spezleltf;,lle · ;

,
"



POIYl bezug k gelOSt. wobei p eine der Zahlen 1. 2.. .. ,q bedeutel. wo q<2m+2
(x)=ie grOsste nattirlJ he Z .hl Ist, für wekhe (14) nol'h zu einem pos lIVen

'lSaml 'r.(~
ehten Bruch k führt (151 also cos ,-, 'L2-<Q, so kann q nicht grOsser ab

-", -,
l sein).

1 (13 Wir erhalten so die (jrössen klo k ,•... , kq und nach der Pormel (7) finden
"ir dann entspre~hcnde Werte IOr ~

,.<,._,<"'<~,<~.~ 1

"Isdann können wir, ~.-tl = IX gesetzt. beh:1Upten. dass rur
'.<~<fI,J-' (j~1,2,.,.; 2j-<;;q+l)

unsere Aufgabe eine einzige LOsung besitzt welche vermöge der Formeln (121)

gegeben wird, für
i1v.,<ß<:t.J (j~O, I",,; 2j i-I-<;;q-r I)

existiert ebenhlls nur eine LOsung, ab?f sie wIrd gegt'ben vermöge der For
meln (12,); und nur lür

(13"

ung

hen

gibt PS unendlich viele LOsungen. untE'r welchen eine ebenc:o mit den ~plllpn
sehen" Polynomen verbunden Ist wie die LOiung der Korkille - Zolotarelfschen
~ulg Ib~ mit dem Uh.;onO,lletrls hen Polynom cos n .Ir.: COjX.

Es Ist nicht schwer asym.,lotlsch~ (Ialls rn- :0) Ab.schlltzungen für

Min f I .(2_+1. t· PIX2IIf + ......... p2IJt+ll dx,
anzugeben. wenn Q und ~ feste Zahlen bedeuten.

For Jedes", kann m,m zwei Zdhlen ~+{ "ttl floden derart. dass

\"00 ßj+: ~ ß~ ~-)

und dabei wird

für

ch
Iles
ng

14)

'')1 aber . '
02mtl (b) -= Mln ~ JIx2m+1+PIXZ", +.. .1dx+ f-, .

so haben wir offenbar

.(711I+1 +PIX2m +... [dX) .

13
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lür welche, -0 die Bsymptolische Gleichung

! [8 (0)8, (O)J'.+"
<i"m+l (ß) ~22'" . e-tPJ ~Ilrj

stattfindet.
§ 7. Es bleibt uns noch Porm-]n rür gerades n(= 2m) rnzugeben.
Die Lösung der Aufgilbe hat hier au, h entweder die Gestalt

x;o A- 1 __ x-~ J[H(P_-U)]2m+18~(1l+2iii+tP)_
J() V (x+l)(x a)(x I») H\p+uj e~(u)

_[Her + u)j2m+1 ~5 (!l - 2m -r IP})
H p-u) 8~(1l)

ode"

x -8/'- -,=-:..,.- ~IIH(P--tlfI2"'+lei(U+2m+1P)_
f()- J (x+ll\x-,)(x-!) HIP+ul 8'(u)

_[H(P+ UI]2t1O+1 8' (u- 2m + Ip) l
H(p-u) ~'(u) I

und zwar die erste. falls In der BezIehung

(2m+ l)p =pK+ ~ (O~ J~K)

die ganze Zahl p - gerade Ist und die zweite. falls p - ungerade Ist.

Y3araJlbHeHH~ O/lHief MiHiMyM - 3a/lc:yi
KOpKI1Ha -30ilOTapeSa

H. AXI€3EP (Xap/{is)

PE310ME

B CT3TTI 1I0.ll.3HO P038'H3aIlHl'I B eJllnTHl{HIiX QlYHlwlRx TaKo; 33ll.3'1! =
CepeiJ ycix fWAiHOMitl 8UVl-Hdy

f',,( ....)-=X"+PI,X" l+ ... +p"
.~Natimu moli. (}.IIll llK01.n 811pn3

, ,
!IP.(xil dx + !JP.(x)ldx-, .

.Mall MiitiMyM, "PU 'tOMj' 'IllCAa /1. ß(-l <a<ß< I) 3adaNO.
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