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SUR L'APPROXIMATION DES FONCTIONS;

Pan M. LEBESGUE.

Weierstrass a démontré (') le premier que toute fonction con-
tinue pouvait étre représentée, avec une approximation donnée,
par un polynome. Je vais indiquer quelques considérations élé-
mentaires permettant de démentrer ce théoréme et quelques-unes
de ses conséquences. ‘

Soit f(z) une fonction finie et continue dans un intervalle (a, b).
On peut partager I'interwalle (a, b) par les points o= a, Z,
Ty oery Tnot, Ta="b de telle facon que dans chaque intervalle
(iy Tisr) I'oscillation de la fonction soit moindre qu’an nombre
positif donné <.
~Toscrivons dans la courbe y = f(x) la ligne polygonale
A, A, ... A, dont les sommets ont pour abscisses ZoZy ... Zn; elle
représente dans I'intervalle (a, b) une fonction continue y=0(z)
qui différe de f(z) de moins de ¢. Or o(x) est égale d la fonction
continue b, représentée dans Uintervalle (a, b) par la droite qui
porte le coté Ay Ay, plus une fonction g, représentée par une ligne
polygonale A| A ... A’ dontle premier coté Ay A est sur I'axe Ox.
o, esl la somme des deux fonctions continues Uy et @a; b, est
nulle entre z, et z, et est représentée par la droite qui porte ALA|
entre x, et Z,, 9» est représentée par une ligne polygonale

ApAL Al AL A, A} sont sur O x. On arrive finalement &

o= +ds+. by,

(") Journal de Liowville, annéc 1386,
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J; élant une fonction continue nulle entre a et x;_,, représenltée
+
par un segment de droite entre z, , et . Si P'on fait le change-

ment de variable
' X=mzx-—+n,

en choisissant convenablement m et n, U; sera définie dans une
portion (x, 3) de I'intervalle (— 1, + 1) par la relation
Y= k(X +[X]),
ce qui s’écrit v
b= kX =T+ (X=1]

Si I'on développe le radical par la formule du binome en y con-
sidérant X2 — 1 comme une lettre, on obtient une série de poly-
nomes en X, et par suite en z, qui converge uniformément vers ;.
La somme des n développements analogues est une série unifor-
mément convergente de polynomes représentant ¢(z). En prenant

" un nombre suffisant de termes dans cetie série on obtient un po-
lynome P(z) qui differe de »(x) de moins den, 7 étant choist a
'avance. P(z) differe de f(z) de moins de ¢ -+ 1, donc :

1. Etant donnée une fonction finie et continue dans un in-
tervalle (a, b) on peut trouver un polynome qui, dans tout
Pintervalle, en différe de moins d’une quantité positive quel-
conque donnée a ’avance.

1I. Comme premiére application, Weierstrass développe une
fonction continue quelconque en série de polynomes de la facon
suivante : Soient &y, €2, - des quantités positives telles que la
série Tz, soit convergente, la série dont la somme des n premiers
. termes est un polynome P, qui différe de la fonction continue
donnée f(z) de moins de =, converge uniformément vers f(z).De
plus, cetle série est absolument convergente car I'on a

]u/z.i:} pn“‘Pn-—l%gi Pu—fi‘:“i Pu-—l‘—"fl< E Raniy SRT

III. Une autre conséquence du théoréme de Weierstrass est que
toute série de fonctions continues dans un intervalle (@, b) y peut
étre remplacée par une série de polynomes. En effet, =, 21, ...
étant des nombres positifs fendant vers zéro, la série de poly-
nomes dont la somme des n premiers termes différe de la somme
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des n premiers termes de la série proposée de moins de =, répond
a la question.

Fonctions ayant des points de discontinuités. — En dérivant
terme A terme la série de polynomes représentant

z @],

on obtient une série de polynomes convergente dans l'intervalle
(—1, 4+ 1) saur au point O, représentant o pour z négatif, 1 pour
z positif. Par V'addition de séries de cette nature a une série de
polynomes représentant une fonction continue on développe en
séric de polynomes toute fonction n’ayant qu’'un nombre fini de
discontinuités. La série obtenue est divergente aux points de dis-
continuités. Par un procédé différent nous allons arriver & une
conclusion plus générale.

Soit f(z) une fonction qui dans l'intervalle (@, b) n’a de dis-
continuités que pour un ensemble dénombrable de valeurs

ry= a, r =0b, Za, z3,

Marquons les points Ay, Ay, ..., A, représentant la fonction
y =/f(x) pour £ =2, Ti5 ..., Zn. Quelques-uns de ces points
pourront étre & I'infini. Soient 24 'une des n valeurs considérées
pour x, &, celle de ces n valeurs qui lui est immédiatement su-
périeure.

1° Supposons A et A; 4 distance finie.

A. Entre z; et z; n'existe aucun intervalle ou la fonction est
continue, ou bien il en existe plusieurs; tracons le segment AzA,.

B. Entre x; et z; existe un intervalle (2, ") et un seul ou-
Jf(z) est continue. Dans cet intervalle la fonction est représentée
par un arc de courbe «f. '

a. f(x) est continue & droite pour z =z’ et i gauche pour
x=2a"; tracons le segment Aja, I'arc 2B, le segment BA; les seg-
ments Az, 3A; peuvent étre nuls.

b. f(x) n'est pas continue a droite pour x ==z’ ni i gauche
pour z = z’; tracons le segment A;P,, 'arc P,Q,, le segment
QrAs; Puet Q. étant deux points de l'arc qui tendent respec-
tivement vers z et 3 quand n croit indéfiniment.
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c. f(x) est continue & droite pour z = z' et n’est pas continue
A gauche pour  =2"; commencons le tracé comme dans le cas (a),
terminons-le comme dans le cas (b).

d. f(x) n’est pas continne & droite pour z = Z’ et est continue
a gauche pour z = z" commencons le tracé comme en (b), termi-
nons-le comme en (a).

»° Sil'un des deux points Az, A;ou tous les deux sont & P'infini,
nous remplacerons celui ou ceux de ces deux points qui sonta I'in-
fini par des points de méme abscisse et dont l'ordonnée croitra
avec n.

Dans tous les cas, nous tracons dans l'intervalle (@, 6) une
courbe représentant une fonction v,(z), on peut méme supposer

que la fonction f soit infinie dans un certain nombre, fini ou non,

d’intervalles, a tondition de compter les extrémités de ces inter-
valles comme des points de discontinuités et de faire jouer le role
de la courbe =B & une paralléle a Oz dont I'ordonnée croitra indé-
finiment avec n.

La fonction 3,(x)a pour limite pour n infini f(z), en entendant
par la que 2, (X) tend vers f,, (X) quand X est pris arbitrairement
dans (a, b). Ceci est évident si X est une valeur de discontinuité,
ou appartient & un intervalle ou la fonction est continue, ou est
extrémité d'un pareil intervalle. Pour une autre valeur, X est la
limite d’une suite z(", (2, ... de valeurs de discontinuités,
f(X) étant continue pour z =X, f(X) est la limite de la suite
Sz, f(x), ... D’autre part, pour n assez grand o, () est

o}

compris entre f(2) et f(83), et § étant les extrémités de celui

des intervalles, obtenus 4 l'aide des points de subdivision

Zoy Ty .., Zn, qui contient X, d'ou
Lim 2,(2z) = Lim f(z#) = f(X).
N n--x p:ﬁ
Donec

(@) =21(z)+ 2[9a(2) — 22-1(2)];

. f(z) est représentable par une série de fonctions continues et,
par suite, par une série de polynomes.

1V. Toute fonction continue dans un intervalle (a, b), sauf
pour un ensemble dénombrabtbe de valeurs de la variable, est
développable dans cet intervalle en série de polynomes, abso-
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lument et uniformément convergente dans tout intervalle o
n’existe pas de points de discontinuités.

Il est facile de donner des exemples de fonctions ayant une
infinité dénombrable de discontinuités.

. I { - . .
Premier exemple. — Entre - et — » la fonction f(x) est

n—+1
égale a une fonction continue quelconque A,. Aux points de
discontinuités, elle a une valeur quelconque finie ou infinie.
I

A, sera limitée ou non; ce sera, par exemple, A, =

z‘_._
n
Deuxiéme exemple. — x,, z,, ... étant donnés, on consideére
une fonction nulle s1 z n’est pas une des valeurs données, et égale
N . .
4 — pOUr I = Tp. Les points x,, z,, ... sont les seuls points de
discontinuités.

[l existe donc, en particulier, des séries de polynomes nulles
pour toutes les valeurs commensurables (ou algébriques) d’un
intervalle et pour celles-la seulement.

Troisieme exemple. — fes fonctions a variation limitée de
M. Jordan.

Dans ce qui précéde, nous n’avons pas obtenu les fonc-
tions les plus générales représentables par des séries de poly-
nomes; M. Baire a indiqué (Comptes rendus, 21 mars 13g8) une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d’une
variable soit représentable par une série de polynomes.

Fonctions de plusieurs variables. — Soit f(z, y) une fonc-
tion de deux variables finie et continue par rapport a I'ensemble
(x,y) pouraszSb; cSySd. Cherchons a le représenter approxi-
mativement par un polynome.

On peut trouver des valeurs z, < Zo<l.o. . Xy, Y1 <Ya2<.e¥n
telles que pour z;SxSx;i—+1, ¥,;Sy<y;-+1, loscillation de la
fonction soit moindre qu'un nombre donné .

Soit A;; le point de coordonnées z = z,, ¥y =y, s=f(z; ¥;).
Le paraboloide de plans directeurs 50z, 5Oy passant par A ;;
Ay Nijeis Aspy, j41 Teprésente pour 2, Sz Sxi; ViSy Sy
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une fonction qui différe de f(x) de motns de =. Or, la fonction
continue représentée par ’ensemble de ces fragments de parabo-
loides est une somme de ‘fonctions continues telles que la sui-

vante : ,
RIXY + XY+ X Y] =YX ]

que l'on peut représenter par une série uniformément convergente
de polynomes. On achéve comme précédemment.

Le méme raisonnement réussit avec un nombre quelconque de
variables; l'image géométrique fait seule rapidement défaut. Il
faudra parler, par exemple, de fonctions linéaires par rapport a
chacune des variables la ou l'on parlait de droite ou de parabo-
loide. ’

Les propositions I, II, 1Il sont donc encore vraies, quand on y
remplace fonction d’une variable continue dans un intervalle
(a, b) par fonction de plusieurs variables continue par rapport
& Uensemble dans un domaine fini. _‘

Des artifices analogues a ceux qui ont conduit au théoréme 1V
nous conduiront & des propositions telles que la suivante :

V. Si{ une fonction de deux wariables, définie dans un
domaine fint Q, connexe ou non, partout continue par rapport
a Uensemble des variables, sauf en des points formant un
ensemble dénombrable et sur des courbes C{') formant unen-
semble dénombrable, est telle que, sur chacune des courbes C,
par rapport & un paramétre fixzant d’une facon continue la
position d’un point sur cette courbe, la fonction soit continue,
sauf en un ensemble dénombrable de points, elle est repré-
sentable par une série de polynomes, absolument et unifor-
mément convergente dans tout domaine ne contenant pas de
discontinuités.

On peut aussi supposer que la fonction est infinie sur certains
arcs des courbes. C ou dans certains domaines en nombre fini ou
non i condition de compter les courbes frontiéres de ces domaines
comme faisant partie des courbes C.

N »
(') Le mot courbe est pris dans un sens restreint; aucune des courbes C ne
doit passer dan?® le voisinage de tous les points d’une aire. '
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Fonctions de plusieurs variables continues par rapport
chacune d’elles. — M. Baire (Comptes rendus, 1897) a montré
comment lon pouvait construire des fonctions de plusieurs
variables continues par rapport i chacune d’elles sans D'étre par
rapport a 'ensemble. La méthode employée précédemment permet
d’obtenir des développements de ces fonctions.-

Soit f{x, y) une fonction définie pourasz<b,cSy<d continue
séparément par répport a z et par rapport a . Divisons 'inter-
valle (a, b) en n parties égales; soient x, =Q, Ly, Ta, v, Ty
Zn=0b les points de divisions.

Considérons la fonction v, (Z, y) continue par rapport a l'en-
semble zy et définie entre z, et ., par

-ty

ou(, y)= L2 20 = 20) = f (20 )8 — ),
,'1-:—1—-1'/1

Les fonctions on (2, ) ont f{x, y) pour limite quand 2 croit
indéfiniment. En effet, soit X, Y un systéme de valeurs pour z, y.
Choisissons n assez grand pour que dans chaque intervalle z;,

5 P q q
zi.y Voscillation de la fonction J(z, Y)soit moindre que &, ¢ étant
donné a I'avance. Si X est dans l'intervalle Zpy, Tpyt, U'expression

SXAY) —a(X, Y
est plus petite que la plus grande des deux suivantes
ff(xﬂ Y)hf\rlh Y)i Jf(xy Y>_Jf‘(‘z‘/’+l’ Y)‘

qui sont plus petites que z.
On peut done écrire

n—w®o
f(xy Y) = ?MZ‘,}’)«—E (L?/z-kl—:?n);
n—1
J(x, ) est représentable par une série de fonctions continues, et,
ar suite, par une série de polynomes: on peut méme remarquer
) y ) p
ue cette série est uniformément convergente pour v dopné.
2 P Y
Le méme raisonnement prouve que :

VI. Une fonction desvariables Tiy Loy eoey Ty Vs Yoy ooy ¥y
continue par rapport i I’ensemble des x et par rapporta l’en-

semble des y, est représentable dans tout domaine fini par une
série de polynomes. '
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Dans le cas de plus de deux variables, on est conduit 4 des
propositions telles que la suivante :

VIL. Une fonction de quatre variables x, vy, sz, t, continue
dans un certain domaine par rapport a chacune de ces va-
riables, est représentable dans ce domaine :

1° Par une série de fonctions continues par rapport auz
ensembles (xz, y)(z, 3)(z, t);.

2° Ou par une série de séries de fonctions continues par
rapport aux ensembles (z,y, 5)(z,y, t);

3° Ou par une série de séries de séries de polynomes.

Cette proposition subsiste si I'on fait jouer le réle de Z,¥, 5, ¢t
a des ensembles (1, Za, ..y Zp), (Y1, X2y -+159), (51y Say -evy 3r)y
(tyy Loy ooy ts).

Les mémes artifices que précédemment permettent de supposer
que ces fonctions ont des discontinuités du genre de celles ren-
contrées aux théorémes IV et V.

Approximations a l'aide des suites de Fourier. — Weier-
strass a démontré que toute fonction continue ayant la période
27 peut se représenter avec telle approximation que l'on veut,
par une suite finie de Fourier ou, ce qui est la méme chose, par
un polynome en cosz et sinz (').

M. Picard déduit cette proposition des propriétés de 'intégrale
de Poisson, et en conclut la possibilité de représenter approxima-
tivement une fonction continue par un polynome.

On peut de bien des maniéres passer inversement de I’approxi-
mation par un polynome i l'approximation par une suite de
Foarier. :

Soit f(x) une fonction continue ayant la période 2=. On peut
trouver une fonction continue ©(x) ayantla période 2= qui différe

{*) M. Volterra [ Su! Principio di Dirichlet (Rendiconti del Circolo Matema-
tico di Palermo, tome XI)] démontre cette proposition de la facon suivante :
on peut approcher autant que 'on veut d’une courbe a l'aide d’une ligne poly-
gonale. Une telle ligne représente uné fonction qui, nayant qu’un nombre fini
de maxima et minima, peut, d’aprés Dirichlet, étre développée en série dc
Fourier uniformément convergente.
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de f{z; de moins de : et qui soit telle que, pour « assez petit, on
art

\

. 3= 3 N\

o Y < NN €
Posons

2(z) = A(cosz) -~ sinz B(cos?z) + sinz cosx C(cos?z).”

" En échangeant dans cette eXpression £ en = —2, "~ I, 27—
on tire

o(x)+o(27w—x)

A(cosz) = 2

Bloosto) = 22 225 = 2) wo(z—m) —o(z o)
4 s -

Cleostay= HEB—202m—2)—9(x —z)+o(x+a)

4sinz cosz

Donc A, B, C sont des fonctions finies et continues de cosz, et,
par suite, 2(z) ou f(z) peut étre représentée avec telle approxi-
mation que 'on veut, par un polynome en sinz et cosz.

Sous la seule réserve que les intervalles dont il s’agit soient
plus petits que 2=, les théorémes I, I, T1I sont exacts si U'on rem-
place dans leur énoncé polynome par suite finie de Fourier.

Ce résultat se déduit plus facilement encore du théoréme sur
les fonctions de deux variables.

Une fonction continue ayant la période 2% peut, en effet, éire
considérée comme attachée aux points de la circonférence

X = cosz, Y = sinz.

Soit F(X, Y) une fonction continue par rapport a l'ensemble
(X, Y) et égale sur la circonférence a la fonction proposée. On
peut trouver un polynome P(X, Y) qui différe de moins de = dans
un domaine comprenant la circonférence; donc P(cosz, sinx)
differe de la fonction proposée de moins de .

Sous cette forme, la démonstration se généralise 1mmé-
diatement. '

Soit une fonction continue par rapport & I’ensemble de n va-
riables x, 2, ..., z,; ayant la période = pour chacune des n
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premlel es variables et la perlode 27 POUr Zg, telle que pour
zi=o (i=1,2, ..., n) la fonction soit indépendante des variables
Zists -y Zn. On peat la regarder comme attachée aux poinls de
la variété
X, = cosz,, Xs=sinz, cos&s. ..., Xp= sinz; SinZs ... SINZ,—y COSTy,

I 2
X,y = sinzy $inZs .. .5INZ,—1 SINT,
ou
X2+ Xi+. ..+ X =0;

elle est donc représentable avec telle approximation que ’on veut
par un polynome en X, Xy ooy Xyt -

—— e

SUR LA THEORIE DES ABAQUES A ALIGNEMENTS
N, Par M. E. DUPORCQ.
N

1. Dans' le numéro de juillet dernter dru Bulletin des Sciences
mathemathztes, M. d’Ocagne a =1ana/le entre autres problemes
soulevés par I’ etuele de la nomogra ie, 'intérét qui s’attache ala
question suivante : etant donnee dne relatlon entre plusieurs va-
riables, rechercher si elle pewt étre représentée graphiquement
par un abaque d'un type determme. M. d’Ocagne insiste, en par-
ticulier, sur le cas des abaques dits @ alignements, qui sont
parmi les plus almples Ie probléme se réduit, dans ce cas, au
suivant : vérifier si une fonction donnée de trois variables,
F(z, y, 5), peut étre mise sous la forme

L ou(@) (@) dil@) 1
(1). F(z‘ i) =1 eay) f200) ()
| 2a(3) 1a(2) al3)

La recherche des équations différentielles, auxquelles doit
satisfaire la. fonction F, conduit pratiquement & des calculs inex-
tricables ;- mais le probleme que l'on a en vue sera résolu tout
aussl blen si, au lieu de ces équations différentielles, on parvient
A établir des équations fonctionnelles nécessaires et suffisantes.
La méthode que je vais présenter, et dout j'ai signalé déja les



