ZUR ALLGEMEINEN THEORIE DER HALBGEORDNETEN RAUME
L. Kantorovitch und G. Lorentz (Leningrad)

Diese Arbeit ist einer Untersuchung von allgemeinen halbgeordneten Réumen gewidmet, welche eine
Verallgemeinerung der Theorie der linearen halbgeordneten Riume darstellen soll®).

In §1 werden Axiome und Grundbegriffe eingefithrt. §2 behandelt verschiedene Limesbildungen, die
in einem halbgeordneten Raume eingefithrt werden kénnen und ihre Beziehungen zueinander. Weiter in
63 untersuchen wir Rdume mit metrischer Funktion. In §4 wird eine algemeinere Klasse von Rdumen von
diesem Typus behandelt. Als eine Anwendung geben wir in §5 eine Theorie der halbstetigen Funktionen,
deren Werte Elemente eines halbgeordneten Raumes sind.

§1. Axiome und Grundbegriffe

Es sei in der Menge Y = {y} fiir einige Paare von verschiedenen Elementen y1, yo die Beziehung “kleiner
als”: y1 < yo definiert (dies Beziehung schreiben wir auch yo > y1).

Axiom I. Aus y; < y2, y2 < y3 folgt y1 < ys.
Aus diesem Axiom folgt sogleich, dass die Bezichungen y1 < 2, y1 > ¥2, y1 = y2 einander widersprechen.

Axiom II. Fiir zwei beliebige Elemente y1,y2 gibt es zwei andere ys,ys derart, dass y3 < y1, ys < Y2;
Y4 > Y1, Ya > y2 (wir schreiben ys < y1, wenn entweder y3 < y oder ys = y1 gilt).

Eine Menge E C Y heisst nach oben beschrankt und yo ihre obere Grenze, wenn fiir alle y € E gilt
y < yo. Analog wird die untere Grenze einer Menge definiert.

Es ist, unter Benutzung des Axioms II, leicht zu zeigen, dass jede endliche Menge nach oben und nach
unten beschrankt ist.

Gibt es unter allen oberen Grenzen einer nach oben beschrankten Menge F eine kleinste (sie ist dann
offenbar eindeutig definiert) so heisst sie das Supremum der Menge E, sup £ = sup,cp y. Analog wird das
Infimum der Menge E, inf E, als die grosste ihrer unteren Grenzen (wenn es eine solche gibt) erklart.

Axiom III. Fiir jede nach oben beschrankte Menge E existiert das Supremum sup E.
Satz 1. Fiir jede nach unten beschrankte Menge E existiert das Infimum inf E.

Beweis: Wir betrachten die Menge E; aller unteren Grenzen von E. Diese Menge ist nach oben durch
jedes Element y von E beschrénkt und hat nach Axiom III ein Supremum yoy = sup E;. Dieses y ist offenbar
das Infimum von F. O

Ist eine Menge E nach oben (unten) nicht beschrénkt, so schreiben wir sup E = +o00, bzw. inf £ = —oc.
400 und —oo sollen dabei als ideale Elemente betrachtet werden mit —oco < y < +oo fiir all y € Y. Diese
Elemente werden nur dann eingefiihrt, wenn es in Y kein grosstes (kleinstes) Element gibt.

Es gelten folgende leicht beweisbare Beziehungen.

a). supE > inf E.
b). sup E1 < sup Ey, inf E1 > inf E5, wenn E; C Es.
¢). Ist y1 < yo fiir alle y1,y2 mit y1 € E1, y2 € Eo, so ist sup E1 < inf Fs.
d). Fir £ =3 .z E¢ gilt:
supE = 216113 {supE¢}, infE = g1I€1£ {inf E}.

e). Ist ye <y for alle { € E, so ist

su <supy., infye < infyl.
gegyg = gegyg Pt Ye = Pt Ye

1) Vgl. L. V. Kantorovitch, Lineare halbgeordnete Rdume, Rec. Math. 1937, Bd. 2, N. 1,2, 121-168. C.
Ore, Annals of Math, 36, p.406-437.



Wir fiithren jetzt den oberen und den unteren Grenzwert einer Folge {¢,} (lim und lim) folgendermassen
ein
limy, = inf{sup(yn, yns1,--.)}

limy, = sup{inf(yn,ynt1,.-.)}

Fallen sie zusammen und ist yo ihr gemeinsamer Wert, so nennen wir die Folge {y,, } konvergent, und yy den

Grenzwert von y,: limy, = yo.
Es gilt:

a). Eine konstante Folge {yn}, yn = yo ist konvergent mit dem Grenzwert yq.

b). Ist yn <y}, so ist imy, <limy,, limy, <limy),.

¢). Eine monoton wachsende Folge y1 < yo < --- <y, < --- konvergiert und ihr Grenzwert ist sup yy,.

d). Ist nj — 00, 50 ist iy o0 Yn, < 1My o0 Yn, UMy Yn, > lim, . Yn.

Wir beweisen nur d). Es sei iy, = inf(ng, ng41, - . .), offenbar ist @y — co monoton. Dann ist:

Sup(yﬁkayﬁk+1’ s ) > Sup(ynk5ynk+1’ s ) > inf(ynk5ynk+15 c ) > lnf(yﬁk » Ygrr - - )

Es folgt daraus
n@oyn > k@oynk > kli_m Yny, > lim y,
und unsere Behauptung ist bewiesen.

Im Raume Y werden wir noch eine andere Art von Konvergenz einfithren. Die Folge {y,} heisst (x)-
convergent gegen y;

Yo =y (x), limy, =y (%),
wenn es zu jeder Teilfolge {yn,} eine andere {yn, } gibt, fiir welche limy,, =y ist.
Der Raum Y wird durch die (x)-Konvergenz zu einem Raum vom Typus L* von Alexandroff-Uryson?.
Es gilt namlich folgendes:
1°. Aus y, — y (%) folgt yn, — y (%), {yn, } eine Unterfolge von {y,}.
2°. Ist y, =y fiir alle n, so ist auch y, — y (x).
3°. Ist y, — y (%) nicht erfiillt, so gibt es eine solche Unterfolge {yn, }, dass fiir keine Teilfolge {yn,, } die
Bedingung yn,, — y (*) erfiillt ist.

Eines Beweises bedarf nur 3°. Hétte es keine solche Unterfolge {y,,, } gegeben, so wiirden wir y,, — y (*)
haben, entgegen der Voraussetzung.

Ist yp — vy (%), 2n, — y (%), so folgt aus der Definition der (*)-Konvergenz, dass auch uy — y (%), wo
uy, eine Folge ist, die aus verschiedenen Elementen der beiden ersten in beliebiger Reihenfolge besteht.

Die (x)-Konvergenz kann auch auf eine andere Art eingefithrt werden. Wir machen Y zum topologischen
Raume, indem wir eine Menge E C Y abgeschlossen nennen, wenn alle Limes ihrer konvergenten Unterfolgen
wieder der Menge E angehoren. Diese Topologie induziert eine topologische Konvergenz: vy, konvergiert
gegen y, wenn jede offene Umgebung von y fast alle y,, enthélt.

Satz 2. Die eben definierte topologische Konvergenz ist mit der (x)-Konvergenz identisch®).

Es sei zuerst y, — y (x). Ist nicht y, — y topologisch, so gibt es eine Umgebung U von y, die
kein Element einer bestimmten Unterfolge {y,, } enthélt. Fiir die abgeschlossene Menge Y \ U haben wir
y € Y\U, {yn,} C Y\U, also kann keine Unterfolge von y,,, gegen y konvergieren, was unserer Voraussetzung
yn — Y (%) widerspricht.

Es sei jetzt y, — y topologisch. Wir beweisen die Unméglichkeit davon, dass y,, nicht gegen y (x)-
konvergiert. Man kann y, # y voraussetzen. Es gibt eine Folge {yn,}, deren keine Unterfolge {yn, }
gegen y konvergiert. Hat die Folge {y,,} tUberhaupt keine konvergenten Unterfolgen, so bildet sie eine
abgeschlossene Menge, die y nicht enthélt, was einen Widerspruch mit der Annahme bedeutet. Hat aber
diese Folge konvergente Unterfolgen, so sei y,, — z (z # y). Die Menge {yn,, } + {2} ist abgeschlossen und
enthélt nicht y — das ist aber unmoglich.

Wir fiithren noch weitere Axiome ein.

2) Vgl. K. Kuratowski, Topologie, I, S. 76.
3) Vgl. F. Hausdorff, Gestufte Rdume, Fund. Math. 25, S. 486502, insbes. Satz IV.
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Axiom IV. Fiir jede Menge E C Y gibt es eine abzihlbare Teilmenge E' C F derart, dass

supE' =supE, infE =infFE 4,

Axiom Va. suplyi,inf(yz, y3)] = inf[sup(y1, y2), sup(y1, y3)]-

Axiom Vb. ) )
sup(y, inf {y}) = inf {sup(y,yr)},
inf(y, sup {yx}) = sup {inf(y,yx)},
k=1,2,... k=1,2,...

wenn infy yi, bzw. sup, yr endlich sind.

Axiom Vec.
sup{inf B¢} = inf {supy.}, E: CY,

¢eE {ye} ¢e=
inf {sup F¢} = sup{inf ,
geE{ pE¢} {yg{gegyf}

wenn alle inf¢ E¢, bzw. sup, E¢ endlich sind. Das Infimum (bzw. Supremum) in diesen Formeln rechts wird
auf alle Mengen {y¢}, £ € = erstreckt, fiir welche bei jedem & € = ye der Menge E¢ angehért.

Aus Va folgt das duale dazu und sogar Vc fiir endliche Z, E¢ 5). Aus Vb folgt leicht Ve fiir endliche
=, abzéhlbare E¢. Ist Va erfiillt, so nennen wir den Raum Y distributiv, im Falle Vb nennen wir ihn stark
distributiv 9.

Wir geben jetzt einige Beispiele von halbgeordneten Raumen an. Dort, wo es sich um R&aume von
Mengen handelt, soll y; < yo immer bedeuten: y; C yo, aber y; # yo.

Beispiel 1. Der Raum aller Untermengen y einer festen Menge A.

Dann sind die Axiome I, I, IIT erfiillt, IV im Allgemeinen nicht. Da hier das Supremum die logische
Summe, das Infimum den Durchschnitt der Mengen bedeutet, so ist unter den Distributivitatsaxiomen sogar
das stéarkste Vc erfiillt.

Beispiel 2. Der Raum aller konvexen Untermengen der Geraden (d.h., die Menge aller offenen, halb-
offenen und abgeschlossenen Intervalle).

Die Axiome I-IV sind erfiillt; Infimum ist der Durchschnitt, Supremum die konvexe Hiille der Summe.
Dagegen ist Va nicht richtig: ist z.B.

Y1 = (05 1)5 Y2 = (152)5 Ys = (253)5

so wird
sup[yi, inf(ya,y3)] = (0,1), inf[sup(y1,y2),sup(y1,y3)] = (0,2).

Beispiel 3. Der Raum Y besteht aus allen messbaren Untermengen des Intervalls I = (0,1). Dabei
sollen alle dquivalenten Mengen identifiziert werden.

Die Axiome I, II sind erfiillt: Supremum oder Infimum einer endlichen oder abzéhlbaren Menge ist die
Summe oder der Durchschnitt. Das Axiom III ist auch erfiillt: es sei E = {y¢}, £ € =, eine beliebige Menge
der Elemente y¢ € Y.

Wir betrachten alle endlichen Summen ( n eine beliebige ganze Zahl):

Yer T Yeo 0+ e, s

my sei die obere Grenze von ihrem Mass. Dann kann man eine solche wachsende Folge z1 C zo C --- C 2, C
.-+ dieser Summen angeben, dass

lim mes z, = myg,
n—oo

4) Das Axiom ist auch dann erfiillt, wenn es zwei abzihlbare Teilmengen E’, E” von E gibt mit sup B/ =
sup F, inf B = inf E.

%) Vgl. z.B. Ore, loc.cit..

6) Im Weiteren wird immer angegeben, welches von den Axiomen V als giiltig vorausgesetzt wird.
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also mes z = mg, wo z = 21 + 22 + - - 2, + - - -. Nun enthélt z alle y¢! Denn sonst wiirde es ein yo geben mit
mes(yo + z) > my, also mes(yo + 2,) > my fir grosse n, was der Definition von mg widerspricht. Wir haben
also z =sup E.

IV ist auch mitbewiesen, denn setzt man

Zn = Yern T Ycon + 0 +y§kn7n’

soist B/ ={ye.n}, k=1,2,...,kn,n=1,2,...eine abzdhlbare Untermenge von E mit sup E/ = sup F = z.
Vb ist hier erfiillt, Vc aber nicht: setzen wir

ye1=(0,1); w2 =(t,1); Ei={yi1,Yt2}, 0<t <1,

so ist
inf{sup E;} = (0,1) # S?f))[hgf{yt,i(t)}] =0 () =1,2).
2(t

Die Konvergenz ist hier die Konvergenz der Mengen fast {iberall, die (x)-Konvergenz ist die Konvergenz
nach dem Mass. Das folgt auch aus den Satzen 9 und 10 von §3.

Beispiel 4. Der Raum aller Untermengen y von (0,1) wobei Elemente, die sich um eine héchstens
abzahlbare Menge von Punkten unterscheiden, identifiziert werden.

Die Axiome I, IT sind erfiillt, IIT nur im Falle einer hochstens abzéhlbaren Menge E (und Supremum
ist dann die Summe der Mengen). Fiir unabzihlbare Mengen ist III falsch: Zerlegt man (0,1) in eine
unabzéhlbare Menge E = {y¢}, £ € Z, von disjunkten Mengen ye, so existiert sup E nicht.

Das Axiom Vb ist erfiillt, IV und Vc¢ sind sinnlos.

Beispiel 5. Y besteht aus allen Punkten y = (u,v) des Quadrats 0 < v < 1, 0 < v < 1. Es soll
(u1,v1) < (ug,v2) dann und nur dann sein, wenn entweder w1 < ug, oder u; = ug, v1 < vy ist. Hier sind alle
Axiome I-1V, Vc erfiillt.

Als weitere Beispiele kann man die linearen halbgeordneten Riume”) und die “Systeme von normierten
Dingen” von V. Glivenko®) anfiihren.

§2. Limesbildungen

Wir fithren folgende Limesbildungen einer Folge {y,,} ein: Den grossten oberen Limes
o limy, = inf{sup(yn, Yni1,...)} = limy,

Den kleinsten oberen Limes
o limy, = inf {sup{yn, }}
{nk} &k

(das Infimum wird auf alle Teilfolgen von {y,} erstreckt).
Den grossten oberen  (x)-Limes o lim” yn erklaren wir als das kleinste Element y, das die folgende
Eigenschaft besitzt: Zu jeder Unterfolge {yn,} gibt es eine weitere Unterfolge {yn, } derart, dass y >

o lim; o0 Yn,, -

Es konnen endlich duale Limes zu diesen betrachtet werden: der kleinste untere Limes, u limy,, = lim y,,
der grosste untere u limy,,, und der kleinste untere (*)-Limes u lim" y,,.

Wir zeigen jetzt, dass die definierten (%)-Limes wirklich existieren. Nach IV kénnen wir eine solche
Folge {y®)} angeben, die aus Elementen besteht, die die Eigenschaft (A) besitzen, dass yo = infy{y®)}
gleich dem Infimum aller solcher y ist. Nehmen wir eine beliebige Teilfolge {y,, }, so gibt es eine Unterfolge
{¥ny, }, fiir welche Yy > Tim, o Yn,,,; aus dieser kann man eine weitere Unterfolge {yn, } herausgreifen,

fiir welche ¥ > Tim;_, Yny,, ; ws.w. Fiir eine Diagonalfolge {yz,} von allen diesen Unterfolgen haben wir

y*) > Tm g,

1—00

™) loc.cit. in Fussnote 1.
8) V. Glivenko, Géométrie des systémes de choses normées, Am. Journ. of Math., vol. 58, pp. 799-828;
Contribution a I’étude des systémes de choses normées, Amer. J. Math., vol. 59, pp. 941-951.
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fir alle &, also auch o
Yo = lim yg,

11— 00

Yo hat also die Eigenschaft (A), w.z.b.w.
Fir den kleinsten oberen Limes kann man auch schreiben:

olimy, = inf {limy,, } ¥ (1)
{nx}
Es ist ndmlich o
{135}{11mynk} = {glkf}{lgf[sup(ynk,ynkﬂ, =
= inf [Sup(ynkaynk+1a e )] = inf {sup ymk}'
Moy Mh1,-- {me} &

Fiir die Limes gelten folgende Ungleichungen:

u limy,
o limy,

o limy, > o lim*y, > { } >ulim*y, > ulimy,. (2)

Ist aber das Axiom Ve erfiillt, so fallen alle gréssten (und alle kleinsten) Limes zusammen:

olimy, = i%f{sup(yn, Yntls---)} = {sup {ilgfynk} =u limy,.
ng

Satz 3. Damit eine Folge {y,} (x)-konvergent sei, ist notwendig und hinreichend, dass
o lim*y, = u lim "y, (3)
lim™ y,, ist dann diesen beiden Limes gleich.

Beweis: Es sei die Folge {y,} (*)-konvergent und lim" y,, = y. Das Element y erfiillt offenbar die
Bedingung (A), es ist also y > o im_ y,. Ahnlich wird y < u lim* y,, bewiesen, was mit (2) zusammen (3)
ergibt.

Umgekehrt, sei (3) erfiillt und y = o lim y,. Zu jeder Teilfolge {Yn, } gibt es dann eine weitere Teilfolge
{¥ny, }, fiir welche y > lim; Yny,,- Nach (3) und der Definition des unteren (x)-Limes lisst sich eine andere
Teilfolge {yn,, } aussondern, fiir welche gilt

y <limyp,
J Y

Es ist also

y =limyy,, ,
J J

und wir haben y, — y (%) bewiesen.
In den folgenden Sétzen wird das Axiom Vb benutzt.

Satz 4. Der obere Limes § = limy,, ist das kleinste y, fiir das gilt:
sup(y, yYn) = Y- (4)

Beweis: Isty = —o0, so ist unsere Behauptung offenbar richtig. Wir diirfen alsoy > —oo voraussetzen.
Bezeichnen wir 3, = sup(yk, Yk+1, - - -). Die Bedingung (4) ist mit der folgenden gleichbedeutend:

y = lim[sup(y, yn )],

das heisst
y = inflsup(y, yr, ye+1, - )] = mf{sup(y, 7p)} = sup(y, inf gy.) = sup(y, ),

oder y > 7. O

%) Einen kleinsten oberen (x)-Limes nach diesem Analogon einzufiihren: o limy,, = infy,,;{o Tim” vy, }

hat keinen Sinn, denn dieses fallt zusammen mit o lim y,,, wie man leicht zeigt. Wir werden deshalb o lim’ Yns
—x
u lim” ¢, auch so schreiben: lim y,, im" y,.



Satz 5. Der obere (*)-Limesy* = im" y,, ist das kleinste Element y, fiir welches gilt

sup(y, yn) — Y (%) (5)

In der Tat, diese Bedingung ist damit gleichbedeutend, dass aus jeder Teilfolge {yy, } eine weitere {yy, }
sich aussondern lasst, fiir welche gilt

sup(Y; Yni,) — ¥

das heisst L
y > lim Yny, -

Nach der Definition des oberen (x)-Limes bedeutet also (5)

w.z.b.w.

Satz 6. Es gilt
a) lim, {sup(yn,y,)} = sup(lim, yn, limy;, )
b) mn{sup(yn, y;z)} = Sup(mn Yn, my;)
Es gelten die Formeln a*), b*), wo lim durch lim* ersetzt ist und endlich duale zu den vier angegebenen
(lim mit lim zu ersetzen und sup mit inf).

Beweis: a) und a*) sind evident; wir beweisen nur b) und b*). Im weiteren setzen wir 7, =
Sup(ynay_fﬂrla .. ')a y;z = Sup%, y;ﬂrla e ')a

b) lim{sup(yn, y,)} < lim{sup(¥,,,¥,,)} = infr{sup(y,,¥,,)} = infn m{sup(y,,¥,)}
= sup(inf, 7, inf,, 7,,) = sup(limy,,, limy,,). Die umgekehrte Ungleichung ist aber trivial.

b*) Es ist

lim *{sup(yn, )} > sup(lim "y, lim *y;,) = yo. (6)

Aus der Definition des oberen (x)-Limes folgt, dass es zu jeder Teilfolge {yy, } eine weitere, {yn,, },

gibt, fiir welche gleichzeitig
yo = limyn, . yo > limyj,, .

Daraus ergibt sich nach b)
vo = sup(limyn, ,Timy,, ) = Hm{sup(yn,, v, ),

und wenn man alles zusammenfasst, o
Yo > lim ™ [sup(yn, y,,)]-

Mit (6) zusammen ergibt das b*). O

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass sup und inf in Bezug auf die gewdhnliche und die (%)-
Konvergenz stetig sind: aus y, — vy, y, — v folgt sup(yn,y,) — sup(y,v’), inf(yn,y,,) — inf(y,y),
u.S.W.

§3. Radume mit metrischer Funktion

Wir betrachten jetzt einen Raum Y = {y}, in dem die Axiome I-IIT 1*) und Va erfiillt sind. Es sei fiir
jedes Paar von vergleichbaren Elementen, y1,y2 (y1 < y2) die nichtnegative Funktion p(y1,y2) definiert, die
wir als metrische Funktion des Raumes Y bezeichnen und die folgende Bedingungen erfiillen soll:

1°. p(y1,y2) = 0 ist mit y; = yo gleichbedeutend.
2% p(yr, y2) + p(y2,43) = p(y1,ys) (1 < y2 < ys).

3% p(yr,y2) = p(sup(y, y1), sup(y, y2)) und p(ys, y2) = p(inf(y, y1), inf(y, y2)).
4°. Konvergiert y, monoton gegen y, so ist p(y,yn) — 0 [bzw. p(yn,y) — 0].

10) Es geniigt, das Axiom III nur fiir abzéhlbare E geltend vorauszusetzen.
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5°. Fiir keine monoton gegen +o0o oder —oo konvergierende Folge {y,} soll sein

lim  p(Yn, Ym) — O.

n,m— oo

Spezialfalle solcher Raume sind z.B. die linearen halbgeordneten Réume mit metrischer Funktion )
oder ihre Untermengen.
Wir setzen allgemein

Y1, Y25 -5 yn) = p(inf (Y1, Y2, - Yn), SUD(YL, Y25 - - -5 Yn))-
Dann wird 1°, 3° fiir beliebige 1, y2 richtig. Es ist z.B.

p(y1,y2) = p(inf(y1,y2),sup(y1, y2)) > p(sup(y, inf(y1, y2)), sup(y, sup(y1, y2)))
= p(inf(y}, v5), sup(¥1, ¥5)) = p(Y1, ¥a),

wo 4 = sup(y, y1), ¥a = sup(y, y2) gesetzt wurde.
Aus 3° folgt fiir y1 < y2 < ys,

p(y1,y2) < p(y1,u3);  p(y2,y3) < p(y1,y3). (1)

Die Dreiecksungleichung gilt im allgemeinen nicht; als ein Ersatz kann dafiir die folgende Ungleichung
dienen:

p(y1,y2) + p(Y2,y3) + - +p(YUn—1,Yn)
> p(inf(y1, y2), sup(y1, y2))
+ p(sup(y1,inf(y2, y3)), sup(y1, sup(yz, ys)))
_|_ e
+ p(sup(yr, - Yn—2, (Y1, yn)), SUP(Y1, - -5 Yn—2, 5UP(Yn—1,Yn)))
> p(inf(y1, y2), sup(y1, Y2, - - -, Yn))-

(Wir benutzten 3°, (1) und eine Folgerung aus Axiom Va). Ebenso ist

p(y1,y2) + p(y2,y3) + -+ p(Yn—1,yn) > p(inf(y1,y2,. .., yn),sup(y1,42)),

und es folgt
Y1, Y25 - Yn) < 20(y1,Y2) + -+ 20(Yn—1,Yn)- (2)

Fiur n = 3 haben wir
Py, Y2, y3) < p(inf(y1, y2, y3), inf(y1, y2)) + p(inf (y1, y2), sup(y1, v, y3)) < ply1,v2) +2p(y2,y3).  (3)

Um so mehr ist
p(y1,y3) < plyr, y2) + 2p(y2, y3)

und daraus folgt leicht
lp(y1,y2) — p(y1,y3)| < 2p(y2, y3). (4)

Als Verallgemeinerung haben wir

lp(y1, y2) — p(z1, 22)| < |p(y1,y2) — p(y1, 22)| + [p(y1, 22) — p(21, 22)| < 2p(y2, 22) + 2p(y1, 21)-

1) Vgl. Kantorovitch, loc.cit., §8.



Setzen wir ¢ = inf(y1,y2,..-,Yn), s = sup(y1,yY2, - - -, Yn), SO wird

oY1, Y2, -+ 3 Uns YY) — P(Y1, Y2, - - 5 Yns 2)| = |p(inf (i, y), sup(s, y)) — p(inf(4, 2), sup(s, 2))|
< 2p(y, 2) + 2p(y, 2) = 4p(y, 2).

Daraus folgt leicht
1P(Y1, Y25+ - yn) = p(215 225+ oy 20)| < Ap(yr, 21) + -+ 4p(Yns 20).- (5)

Endlich fiihren wir die folgenden Ungleichungen ein:

(yl,---,yn)+p(21,...,zn)
(yl’""yn)+p(zla"'azn)a

p(sup(y1, 21), sup(y2, 22), - - ., SUP(Yn, 2n))

<p
p(inf(y1, 21), inf(y2, 22), .. ., inf(yn, 2,)) < p

Es werde z.B. die erste Ungleichung bewiesen:

p(sup(y1, 21), - - -, SUP(Yn, 2n)) = p(inflsup(yr, z1), . .., SUP(Yn; 2n)], SUP[YL, - - -, Yns 21, - - -, 20])
S p(inf[sup(yla Zl)a e Sup(yna Zn)]a SUP[yla <oy Yn, inf(zla R Zn)])
+ p(sup[yla"'aynainf(zla"'azn)]asup[yla"'aynazla"'azn])'

Diese letzte Ungleichung folgt aus 3°, denn wir haben
SUP[Y1, - -+, Yn, il (21, ..., 2,)] = illif[sup(yl, e Yns 2k)] > ilgf[sup(yk, 2k)]-
Es folgt weiter

p(sup(y1, 21), - - -, sup(¥Yn, 2n))
< p(sup[inf(y1, ..., yn),inf(21, ..., 2n)], sup[sup(y1, - . -, Yn), inf (21, .. ., 2)])
+ p(inf(z1, ..., 2n),sup(21, . . ., 2n))
< plyry -y yn) +p(21, -, 2n)

w.z.b.w.

Satz 7. p(y1,...,yn) Ist eine stetige Funktion von y1, ..., Yn.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass aus y*) — y p(y®),y) — 0 folgt. Bs sei 4 = inf,>py*,
7k = SUpP,, > y*®). Dann streben 7*), 7*) monoton gegen y und deshalb ist nach 4°

p(G™, 7% < p(a™,y) + p(y,7*) — 0.

Da y and y*) zwischen 7*) und 7*) liegen, ist um so mehr

p(y™,y) — 0.

(k)

Nun sei y;’ — i, = 1,2,...,n. Dann ist nach (5)

y ) = oy, yn)| < 40 ) - 4pyP ) — 0,

[
w.z.b.w.
Bemerkung Wie man sich leicht {iberzeugt, ist unsere Behauptung auch in Bezug auf die (x)-Konver-
genz richtig.



Satz 8. Damit die Folge {y,} gegen ein endliches Element konvergiere, ist notwendig und hinreichend, dass
Tim p(yn, - -5 Yntp) =0 (7)

Beweis: Ist die Folge gegen y konvergent, und ¢,, ¥, dhnlich wie in Satz 7 definiert, so ist nach 4°

Es ist aber

PWYns - Yntp ¥) < (U0, Tn) — Py, y) =0,
also sogar mehr als notig war.
Es sei jetzt die Bedingung (7) erfiillt. Wir setzen
ygzm) =Sup(Yn, - -+, Ym), (M >n).

Es ist
p(@™, FFP)) = p(supYns - -+ Y )y SUP Yy - - - s Ymp)

< (Y SUPYns - - s Ymeap)) < PWYmis -y Ymap) — 0

fiir m — oo. Nach Bedingung 5° ist also die monotone Folge {yﬁ{”)} gegen ein endliches Element 7,
konvergent. Ebenso ist endlich

Un = 0 (Y, Ynt1s - )-
Es folgt daraus, dass auch die Elemente

Sup gn = lm gp = y.,  lim 7, =infy, =y*, y. <y",

endlich sind. Wir haben nach Satz 7
P(GnsYn) = T p(yns- - Ym),
Py y") = f p(gn, 7,) = 0,
also y. = y*, w.z.b.w.
Satz 9. Damit die Folge {y,} gegen das Element y konvergiere, ist notwendig und hinreichend, dass
Jim p(yns - s Yntpr y) = 0.

Beweis: Die Notwendigkeit wurde oben schon gezeigt; dass die Bedingung auch hinreichend ist, sieht
man sofort ein, wenn man die Folge y1,y, y2, ¥, ys, - . . betrachtet; sie ist nach dem vorstehenden Satz konver-
gent. Thr Limes kann aber nur y sein; es ist dann auch y,, — y.

Satz 10. Damit die Folge {y,} gegen das Element y (x)-konvergiere, ist notwendig und hinreichend, dass
Jim p(yn, y) = 0. (8)

Beweis: Es sei y, — y (). Ware dann (8) nicht erfiillt, so wiirde es dann eine Teilfolge {yn, } und ein
e > 0, mit p(yn,,y) > €, geben. Aus dieser Folge ist es nicht méglich, nach Satz 9, eine gegen y konvergente
Folge herauszugreifen. Das widerspricht aber der Definition der (*)-Konvergenz.

Es sei jetzt (8) erfiillt. Es sei eine wachsende Folge ganzer Zahlen nq, no, ... so gewéhlt, dass

pyn,y) < 1/2% fiir n > ny.

Dann ist nach (2)
PWUnis Ynigrs s Yniins ¥) = PUnis Ys Yniypas Yo - - > Yniyps ¥)
< 4p(ynk ) y) + 4p(ynk+1 ) y) 4
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Nach Satz 9 haben wir also y,, — v.



Satz 11. Damit die Folge {y,} gegen ein endliches Element konvergiere, ist notwendig und hinreichend,
dass

Tim p(yn, yntp) = 0. )

Die Notwendigkeit folgt aus dem vorstehenden Satz und (3). Umgekehrt, ist (9) erfiillt, so kann man
leicht eine Teilfolge {y,, } angeben, fiir welche gilt

A p(ynss Yn,) = 0-
Dann ist y,, — y (y endlich), also p(yn,,y) — 0. Daraus und aus (9) folgt dann lim, p(yn,y) = 0,
Satz 12. Ausy, — y, y,, — ¥ folgt sup(yn,y,,) — sup(y, ).

Aus yn =y (%), Y, — ¢ (%) folgt sup(yn,yy,) — sup(y,y’) ().
v,y werden von —oo verschieden vorausgesetzt; dhnliches gilt fiir inf statt sup.

Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Ungleichungen (5):

PSUDP(Yn, Yn)s - - > SUPYntpy Ynip)s SUPY, U)) < p(Yns - -3 Yntps ) + PWns -+ -5 Yngpr )
PSP (Yn, 4y,),sup(Y, ¥') < p(Yn,y) + p(Y,,,Y')-
Satz 13. Aus den Axiomen I-IIT'?), Va, 1°-5° folgt Vb.

Beweis: Es sei inf, y, # —o0, y beliebig. Dann ist, unter der Benutzung der vorigen Satzes,
inf{sup(y,yn)} = lim inf {sup(y,yx)} = lim sup(y, inf yx) = sup(y, inf y,,).
n n—oo k<n n—oo k<n n

Ahnlich wird auch die zweite Halfte von Vb bewiesen.
Geniigt die metrische Funktion der Ungleichung

p(y1,y2) < plyr,ys) fiir y1 <yo <ys,

so folgt auch das Axiom IV aus den iibrigen. Ausserdem kann dann in III die Existenz des Supremum nur
fiir abzéhlbare nach oben beschrinkte Mengen gefordert werden, fiir unabzéhlbare wird das beweisbar!®).

Unter den zu Anfang dieses § gemachten Voraussetzungen kann man in Y eine andere metrische Funk-
tion 7(y1,y=2) einfithren, die fiir all y1,y2 einen Sinn hat, den Bedingungen 1°-5° und ausserdem noch der
Dreiecksbedingung geniigt und der metrischen Funktion p(y1,y2) equivalent ist (d.h., p(y,y,) — 0 und
r(y,yn) — 0 bedeutet dasselbe). Betrachten wir

ry,y) = b Aply, ) +p(yrsyz) + o+ p(yn, v}
Es ist nach (2)

%p(y, y) <r(yy) < ply.y)
r(y,y") had alle angefithrten Eigenschaften; so ist z.B.

r(y,y') = oo, if Ay y) +-+ plyn, )}

.....

2
2

7(sup(y, z),sup(y’, ))

fiir beliebige y, v/, 2.
Es sei noch erwéhnt, dass die Bedingung 2° sich durch die folgende schwichere ersetzen lasst:
2*. Es gibt eine positive Funktion ¢(g), die fiir alle ¢ > 0 definiert ist, derart, dass aus y; < y2 < ys und

Py1,y2) <&, py2,y3) <e py1,ys) < p(e) folgt.
Dann lisst sich eine mit p(y1, y2) equivalente Funktion einfithren, fiir welche 1°-5° gelten®).

12) Vgl. Fussnote 10),
13) Wegen des Beweises vgl. Kantorovitch, loc.cit., insb. S. 148 oder Beispiel 3 in §1 dieser Arbeit.
14) Man vergleiche z.B. Frink, Bull. A. M. S. vol. 43, n°2, 1937, S. 133-142.
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§4. Raume mit metrischer Funktion, die unsymmetrisch ist in Bezug auf Infimum und Supremum

Wir betrachten jetzt eine allgemeinere Klasse von Rdumen, als die in §3 betrachtete. Es sei Y = {y}
ein halbgeordneter Raum, in welchem die Axiome I-IV '®) und die erste Hilfte von Axiom Vb,

sup(y, inf y,,) = inf(sup(y, yn)),

erfiillt sind.
Ausserdem soll in Y fiir vergleichbare 41, y2 (y1 < y2) die nichtnegative metrische Funktion p(y1,y2)
definiert sein mit den Eigenschaften 1°, 2°, 4° des §3 und den folgenden:

3%, p(sup(y, y1), sup(y, y2)) < p(y1,92); p(y1; y2) < p(yr,ys) fiir yr < ya2 < ys.
5*. Fiir keine gegen +oo konvergente Folge {y,} soll sein

lim p(Yn, Ynip) = 0.
n—oo

Wir setzen fiir beliebige y1, y2
P(y1,y2) = p(y1,5up(y1, y2))-
Dann gilt fiir beliebige y1, y2 die erste Halfte von 3*:
p(y1,y2) = p(y1,sup(y1, y2)) = p(sup(y1, y),sup(y1, y2,y)) = p(sup(y1, y), sup(yz, y)).
p(y1,y2) = 0 ist mit yo < y; gleichbedeutend. Aus 3* folgt

p(y1,y3) = p(y2,ys) fir g1 <yo <ys.
Es gilt die Dreiecksungleichung

p(y1,y3) < p(y1,sup(y2, y3)) < p(y1,sup(yi, y2)) + p(sup(y1, y2), sup(yi, y2, ¥3)) < p(y1, y2) + p(y2, vs)-
Satz 14. Fiir die Ungleichung y > limy,, ist notwendig und hinreichend, dass

Jim p(y, sup(yn, - -5 Yntp)) =0 (p > 0).

Dabei wird limy,, > —oo vorausgesetzt.

Beweis: Die Bedingung ist hinreichend. Es sei

Un = SUP(Ys Yns - -+ Ym)s Un = SUP(Y, Yn,...) (m >n).

Dann ist

—m —m-+p

PR T P) = p(sup (Y, Yns - - 5 Ym)» SUD(Y, Yns - - - Ymtp)) < PYs SUP (Y, Yy - - 5 Ymap)) — 0.

Nach 5* ist also y,, = lim,,, y;;" endlich.
Aus der Ungleichung

P, Y5) < P U0 + p(Tn' )
folgt, wenn man 4* heranzieht, dass p(y,7,) — 0. Dann ist
p(y,infy,) <infp(y,y,) =0, infy, <v.
n n n
Es ist aber o
infy, = inf{sup(y, sup yx)} = sup(y, inf{sup yx.}) = sup(y, limy,)
n n k>n n o k>n

und deshalb y > limy,,. o
Die Bedingung ist notwendig. Aus y > limy, folgt

p(y, supyr) < p(y,limyx) + p(lim y, sup y) = p(lim yx, sup yx) — 0
k>n k>n k>n

nach 4°. Um so mehr ist unsere Bedingung erfiillt.

15 Aus dem Axiom IT brauchen wir weiter nur die erste Hilfte (mit sup).
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Satz 15. Fiir die Ungleichung y > o lim’ Yn Ist die Bedingung

(Y, yn) — 0

hinreichend; ist fiir keine Unterfolge {yn, } limy,, = —oo, so ist sie auch notwendig.

Beweis: Es sei die Bedingung p(y, yn) — 0 erfiillt. Aus der Ungleichung (m > n)

P(Y, sup(Y, Yn)) + (Y, SUp(Y, Yn+1)) + - - + p(y, sup(y, ym))
> p(y,sup(y, yn)) + p(SUP(Y, Yn ), SUp(Y, Y, Ynt1)) + - -
+ p(sup (¥ Yns - -+ Ym—1)SUD (Y Yns - - -, Um))
> p(y,sup(Yn, - - -, Ym))

folgt leicht, dass es eine Unterfolge {y,,} gibt, fir welche die Bedingung des vorigen Satzes zutrifft. Dann
ist aber y > limy,,,. Da diese Schlussweise auch fiir jede Teilfolge von {y,} gilt, so ist y > Iim" Yn.-

Um die Notwendigkeit zu beweisen, setzen wir voraus, dass p(y, y») nicht gegen Null konvergiert. Dann
ist fir eine bestimmte Teilfolge {yn,} p(¥,yn,) > € (¢ > 0). Aus dieser Folge, nach Satz 14 kann keine

Unterfolge {yn, } herausgegriffen werden, fiir welche y > lim; y,,, sein wiirde. Das widerspricht aber der
Definition des oberen (#)-Limes. '

Die zusétzliche Bedingung des Satzes ist insbesondere dann erfiillt, wenn der Raum Y die folgende
Eigenschaft besitzt:
6°. Fiir jede Folge {y,} ist limy, > —oo.

Wir definieren jetzt den grossten und den kleinsten metrischen Limes plimy,, bzw. plimy, folgender-
massen: plimy, ist das kleinste y, das der Bedingung p(y, y,) — 0 geniigt. plimy, ist das grosste y, fiir
das gilt p(y, yn) — 0. -

Wenn es keine solche y gibt, so setzen wir plimy, = +o0o bzw. plimy, = —oo.

Ist die Bedingung 6° erfiillt, so folgt aus Satz 15, dass plimy,, stets existiert und es ist

plimy, = o lim*y,.

Wir zeigen nun, dass auch plimy, immer einen Sinn hat.
Aus p(yn,y) = 0, p(yn,y') — 0 folgt

PWn>sup(y,y')) < p(Yn,sup(y, yn)) + p(SUp (Y, Yn), sup (W, ¥, yn)) < p(WUnsy) + p(Yn,y') — 0

und ebenso fiir eine beliebige endliche Anzahl solcher y.

Es sei jetzt {y*)} eine Folge von Elementen ¥, fiir welche gilt p(y,,y) — 0, die so beschaffen ist, dass
sup y*) = yo gleich dem Supremum aller solcher y ist. Man kann offenbar 4(*) monoton wachsend annehmen.
Aus der Ungleichung

PYns90) < P> y™) + p(y™, 30)
folgt, dass auch p(yn,yo) — 0; yo ist also der kleinste metrische Limes.

Satz 16. Es ist
olimy, > plimy, > ulim*y,. (10)

Es wird dabei vorausgesetzt, dass fiir keine Unterfolge {y,, } limy,, = +oo ist.

Beweis: Es sei p(yn,y) — 0. Dann ist um so mehr p(g*, sup(y,y.')) — 0, fiir n — oo (m > n). Hier

bedeuten 7' = sup(Yn, - - - Ym), Gy, = SUPYn, - - -)-
Wir haben

P(Tn»sup(y,7,,)) < p(@,'ssup(y, 7,,)) < p(Fy' s sup(y, 7,')) + p(sup (v, 7,,'), sup(y, ,,))-

Der erste Summand rechts ist beliebig klein fiir grosse n, der zweite ist kleiner als p(g)',7,,) und das kon-
vergiert gegen Null fiir m — oco. Es ist also

P(Tn>sup(y,7,)) — 0;
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anderseits ist diese Zahlenfolge monoton nichtabnehmend, folglich p(7,,,sup(y,7,,)) = 0, y <7, und y <
limy,,. Diese Schlussweise ist auch fiir jede Teilfolge von {y,} anwendbar, also ist y < o limy,,. Damit ist
die erste Hélfte von (10) bewiesen.

Es sei jetzt yo = ulim*y,. Wir zeigen, dass p(yn,%) — 0, d.h. yo < plimy,. In der Tat: im
entgegengesetzten Falle hitten wir eine Teilfolge {y,, } mit p(yn,,yo0) > € > 0. Es gibt eine weitere Teilfolge
{¥n,, }, fiir welche yo < limyy, = zo. Dann ist

P(Yni,+Y0) = P(Yny, »SuP(Y0: Yny,))
p(ynki ) Sup(ynki ) ZO))
PYni> 10y, )+ p(IDE ) 20)-

IAIA

Das zweite Glied ist beliebig klein fiir grosse m, das erste gleich Null fiir festes m und gentigend grosse %,
also

P(Yny,»Y0) — O,

was einen Widerspruch ergibt.
Fallen der obere und untere metrische Limes zusammen, so heisst die Folge metrisch konvergent und

plimy, = plimy, = plimy, =y
ihr metrischer Limes. Mit anderen Worten, {y,} nennen wir dann und nur dann metrisch konvergent, wenn

P yn) — 0, p(yn,y) — 0.

In den Réumen des in §3 besprochenen Typus ist eine Folge {y,, } dann und nur dann metrisch konvergent,
wenn sie gegen ein endiches Element (x)-konvergent ist. In der Tat, mit Hilfe der Bedingung 3° bekommt
man

P(Ynsy) = P(Yn, sup(y; Yn)) = p(inf(yn,y), inf (yn, sup(y, yn))) = p(nf(yn, ), yn)-
Ist also die Folge {y,} gegen y metrisch konvergent, so ist

JTim p(inf (yn, y), sup(yn, y)) =0,

also nach Satz 10 y,, — y (x). Das Umgekehrte folgt aus Satz 10 und der Definition der metrischen Funktion.
Ist der Raum Y kompakt, d.h. gilt das

Axiom VI. Aus jeder Folge {y,} lasst sich eine konvergente Unterfolge mit einem endlichen Limes ausson-
dern.

So fallt die metrische Konvergenz mit der oberen (x)-Konvergenz zusammen:
plimy, =y bedeutet olim Yn =0 limy, =y 9.

Es geniigt zu zeigen: plimy,, = o limy,. Es sei o limy,, =y, aber p(y,,y) nicht gegen Null konvergent.
Wir nehmen eine Unterfolge {y,, } derart, dass p(yn,,y) > ¢ > 0. Nach VI gibt es eine konvergente Teilfolge

{¥n,, }- Da, wie man unschwer beweist, die metrische Funktion stetig ist, bekommen wir

p(limy,,,,y) > 0.

Das ist aber ein Widerspruch, denn es ist y < limys,, .

Beispiel 1. Wir betrachten die Gesamtheit Y aller abgeschlossenen nichtleeren Mengen y eines kom-
pakten metrischen Raumes T. Fiithrt man auf natiirliche Weise die Beziehung < (y; < y2 bedeutet y1 C ya,
y1 # y2) und die metrische Funktion

p(y1,y2) = inf & (y1 <y2)
y2CUs(y1)

16) Vgl. die Fussnote 9.
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ein, wo Us(y1) die 6-Umgebung der Menge y; ist, d.h. die Gesamtheit der Punkte, die einen Abstand < ¢ von
der Menge y; haben, so erhalten wir den halbgeordneten Raum, den wir den Hausdorff’schen Raum'”) des
Raumes T nennen werden. Die Axiome I-IV'®), Vb (erste Halfte) sind sogar dann erfiillt, wenn T separabel
(und nicht notwendig kompakt) ist. Nur IV bedarf eines Beweises. Es sei E = {y¢}, £ € Z. Hier ist sup E die
abgeschlossene Hiille der Summe Z—yg, inf E' der Durchschnitt ITye.. Wir wéhlen eine in ) ye iiberall dichte
abzéhlbare Punktfolge, nehmen die entsprechenden Mengen y¢, und erhalten auf diese Weise die Menge
E = {yén}, n=1,2,..., mit sup E’ = sup E. Da in einem separablen Raume eine fallende wohlgeordnete
Folge von abgeschlossenen Mengen nur hochstens abzihlbar sein kann, ist es moglich, eine Menge £ = {y

so anzugeben, dass inf B = inf F wird. Damit ist IV bewiesen. VI ist nur fiir kompakte T' richtig'®).

Die Bedingungen 1°, 2°, 3*, 5* folgen fast unmittelbar aus der Definition der Funktion p(y1,y2) (sogar
fiir beliebige beschrinkte T'); auch 4° kann fiir kompakte T unter Benutzung des Heine-Borel’schen Satzes
leicht bewiesen werden.

Die obere Konvergenz von {y,} gegen y (d.h. o limy, = o limy, = y) ist mit

o0
ve= 1D v =v
n

{nr} k=1

hE

[e%S)
n=1

k

gleichbedeutend, also mit der topologischen Konvergenz der Folge {y,} gegen y 29. Da fiir den Haus-
dorff’schen Raum die Bedingung

p(y, sup yr) < sup p(y, y)
k<n k<n
erfiillt ist, fallen o lim” yn und o limy, zusammen. Es ist also
plimy, = o limy,, plimy, =olimy,.

Beispiel 2. Wir betrachten die Gesamtheit Y aller nach oben halbstetigen reellen Funktionen y(t), die
in einem kompakten metrischen Raume T = {t} definiert sind. Die Mengen

Ey= ¢ [teT .z <y),

(t.x)

die als Untermengen des Produktraumes T' x X anzusehen sind (X ist die Gerade), sind abgeschlossen.

y1 < y2 bedeute soviel wie y; (t) < y2(t) und nicht identisch gleich, oder, was dasselbe ist, £, C E,, und
E, # E,,. Dadurch wird Y zu einem halbgeordneten Raume, der einer Untermenge des Hausdorff’schen
Raumes fiir 7' x X isomorph ist, ndmlich der Menge aller E,. Die Axiome I-IV, Vb (erste Halfte) sind erfiillt,
da sup und inf von Ey-Mengen wieder solche sind.

Man kann in Y auch die metrische Funktion einfithren. Durch die Schrankungstransformation der
Geraden X in die Strecke (—1,+1) werden die Mengen E, beschrénkt, und man fiihre fiir diese Mengen, wie
in Beispiel 1, die metrische Funktion ein, die dann als eine metrische Funktion der Elemente y betrachtet
werden kann. Diese Funktion geniigt den Bedingungen 1°, 2°, 3*, 4° 5*.

Hétten wir fiir die Funktionen y(t) auch die unendlichen Werte zugelassen, so wiirde Y sogar kompakt
sein.

17) Vgl. z.B. Alexandroff und Hopf, Topologie I. S. 111-116.

18) Wegen des Axioms II vgl. die Fussnote °; fiir zwei disjunkte abgeschlossene Mengen yi, y» wird man
inf(y1,y2) = —oo setzen miissen.

19) Eine konvergente Teilfolge kann man aus einer gegebenen Folge fiir separable T aussondern (vgl. Haus-

dorff, Mengenlehre, S. 148), aber ihr Limes kann auch —oo sein.
20) ygl. Alexandroff und Hopf, S. 112.
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§5. Halbstetige Funktionen, deren Werte Elemente eines halbgeordneten Raumes sind

In diesem Paragraphen werden wir stetige und halbstetige Funktionen y = f(z) betrachten, die einen
metrischen Raum X = {z} in einen halbgeordneten Raum (Axiome I-IIT) Y = {y} {iberfithren.

Die Distanz zwischen zwei Punkten # und «’ des Raumes X wird weiter unten mit (z, ') bezeichnet.

Wir nennen f(x) im Punkte xg stetig, wenn fiir jede gegen das Element x konvergierende Folge {z,} die
Beziehung gilt lim f(x,,) = f(x¢). Ist im Raum Y eine metrische Funktion definiert (wie in §3, Bedingungen
1°-5°), so kann man die Stetigkeit im Punkte x¢ auch so ausdriicken: fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0 derart,
dass aus den Ungleichungen

(xo, 1) <6, (x0,22) <6, ..., (wo,2p) <0

folgt
p(f(xo), f(z1),..., fxp)) <e.

Wir zeigen, dass f(z) nicht stetig sein kann, wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist (das Umgekehrte ist
evident). Es existiert unter dieser Voraussetzung ein bestimmtes € > 0 und fiir jedes ganze k eine endliche
Gruppe der Elemente xf, ..., zk , wobei (zo, 2§) < 1/k, ..., (zo, 2}, ) < 1/k; p(f(x0), f(2}), ..., f(x}, ) > e

Die Folge 1, x5, ..., 2, , 23, .. konvergiert offensichtlich gegen g, aber die Folge der zugehorigen Funk-
tionswerte konvergiert nicht gegen f(z¢) (Vgl.§3, Satz 9).

Ist der Raum X kompakt, so ist die oben angefiihrte Bedingung sogar gleichmassig erfiillt, d.h. die
Funktion f(z) ist dann gleichméssig stetig.

Es sei jetzt y = f(x) eine beliebige Funktion (deren Werte auch +00 oder —oo sein kénnen), die X in
Y iberfiihrt. Die obere Schranke von f(z) im Punkte xo definieren wir durch die Gleichung

M(xo) = My(wo) = inf{ sup f(x)}.

>0 (z,m0)<r

Wir werden sagen, f(z) sei im Punkte zo nach oben halbstetig, wenn My (zo) = f(z¢) ist. Eine in allen
Punkten nach oben halbstetige Funktion nennen wir schlechthin nach oben halbstetig. Auf dhnliche Weise
konnen die untere Schranke einer Funktion und die nach unten halbstetigen Funktionen eingefiihrt werden.
Wir beschranken uns aber im Weiteren meistenteils auf die erste Klasse der halbstetigen Funktionen.

Es ist immer f(z) < My(x). Wir zeigen, dass My, (x) = My(x) ist; mit anderen Worten, My (x) ist
nach oben halbstetig. In der Tat:

Mug;(zo) = inf  sup My(x) <inf sup  sup f(a') <inf sup f(z') = My(xo).
r>0 (zo,z)<r >0 (zo,2)<r (z,2")<r >0 (zo,z")<2r

Satz 17 Y. Sind die Funktionen f¢(z), ¢ € Z, alle halbstetig nach oben, so ist auch f(z) = infeez fe(2)
halbstetig nach oben.

Wir haben M;(z) < My, (z) = fe(z) fiir alle £, also auch My(x) < f(x), woraus unsere Behauptung
unmittelbar folgt.
Um weiter zu gehen, werden wir zwei folgende Axiome nétig haben, denen der Raum Y geniigen soll.

Axiom IV*. (Eine Verschirfung von IV). Ist fiir die Mengen E, CY

lim [sup E,,] = v,

n—oo

so existieren endliche Untermengen E!, dieser Mengen, E!, C E, derart, dass

lim [sup E)] =y

n—oo

21) Die Sétze 17-21 wurden in der Arbeit von L. Kantorovitch, Einige Sitze iiber halbgeordnete Riume
allgemeiner Art, C.R. de I’Acad. des Sc. de USSR, t.II, n° 1 (1936), ohne Beweis mitgeteilt.
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wird. Diese Behauptung soll auch mit inf statt sup richtig sein.

Axiom VII. Fiir zwei beliebige Elemente y1, y2, wobei y1 < yo ist, soll ein Element y; existieren, das
zwischen y1 und ys liegt: y1 < y3 < ya.

Satz 18. Fiir die Halbstetigkeit von f(x) nach oben im Punkte x¢ ist notwendig und hinreichend, dass

lim f(z,) < f(o)

n—oo

fiir jede Folge {x,}, die gegen xy konvergiert.

Beweis: Es ist immer lim,, o f(2,) < My(0), also ist die Bedingung notwendig. Jetzt setzen wir
voraus, dass unsere Bedingung erfiillt ist. Wir haben:

My(xo) =inf sup f(z).
n (z0,2)<1/n

Nach IV* kann man solche endlichen Punktgruppen =7, ..., z; mit (zo,z}) < 1/n firi=1,2,...,p,
wahlen, dass

My (xzo) = lim sup f(x}).
" i<pn

1

Bilden wir jetzt die Folge x1,...,x, ,27,... und bezeichnen ihre Elemente, der Reihenfolge nach, mit

Tk, k=1,2,..., so haben wir

My (xzo) = lim sup f(x}') = infsup sup f(z;') = inf sup f(Tx) = lim f(@r) < fxo),
n i<pn S n>si<pn, n k>n k—o0

also die Funktion f(z) ist wirklich nach oben halbstetig.

Auf dhnliche Weise kénnen die nach unten halbstetigen Funktionen charakterisiert werden. Daraus
ergibt sich: eine Funktion f(x) ist dann und nur dann stetig, wenn sie nach oben und nach unten halbstetig
ist.

Aus Satz 18 ergibt sich unmittelbar der folgende

Satz 19. Fiir eine nach oben halbstetige Funktion f(zx) ist die Menge &, [f(x) > y] nach oben abgeschlossen.

Satz 20. Ist der Raum X kompakt, so ist jede endliche und nach oben halbstetige Funktion f(x) nach oben
beschrinkt.

Beweis: Wiirde f(x) nach oben nicht beschrankt sein, so kénnte man nach IV eine Folge {z,} angeben
(die man gegen ein bestimmtes x konvergent voraussetzen kann), fiir welche sup f(z,) = 400 ist. Dann
wiirde aber auch f(z¢) = 400 sein.

Hilfssatz. Ist der Raum Y separabel (als topologischer Raum, vgl. §1) und yo,y1 (yo < y1) zwei Elemente
dieses Raumes, so existiert eine monoton wachsende, stetige Funktion y(t), 0 <t < 1, deren Werte im Raume
Y liegen und fiir welche gilt y(0) = yo, y(1) = y1.

Beweis: Durch transfinite Induktion kann man (mit Hilfe von VII) leicht eine Menge Y, angeben,
die geordnet ist (d.h. alle ihre Elemente sind vergleichbar), nur aus Elementen, die > yo und < y; sind,
besteht und in keiner grosseren Menge dieser Art enthalten ist. Nun ist bekannt®?), dass in diesem Falle eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung der Elemente der Menge Y; und der Zahlen der Strecke [0, 1] existiert, bei
der die Beziehung < erhalten bleibt.

Auf diese Weise bekommen wir eine monoton wachsende Funktion y = y(t); wir haben offenbar y(0) =
Yo, y(1) = y1. Diese Funktion ist stetig, denn aus ihrer Definition folgt, dass ¢, — ¢ mit y(¢,) — y(t
gleichbedeutend ist.

22) Vgl. z.B. Hausdorff, Mengenlehre, 2.Auflage, S. 52.
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Satz 21. Sind die Rdume X und Y separabel, so kann jede nach oben halbstetige Funktion f(x) als ein
Grenzwert einer abnehmenden Folge von stetigen Funktionen oy (t) dargestellt werden.

Beweis: {z,} sei eine in X iiberall dichte Folge. Wir setzen

yni= sup f(x).
(Tn,x)<1/d
Dann kénnen wir, unter Benutzung des Hilfssatzes, eine stetige und monoton wachsende Funktion yy, ;(¢),
0 < ¢ <1 bilden, die im Intervall [0,1/(i + 1)] gleich y, ; ist, im Intervall [1/(i + 1),1/i] von y, ; bis +00
wéchst und fir ¢ > 1/4 gleich +o0 ist.
Die Funktionen

fri(@) = yni((z, 20))
sind stetig und > f(z). Wir bilden die ebenfalls stetigen Funktionen

on(a) = inf {fni(a)},

die auch > f(z) sind und mit wachsendem k abnehmen. Fir jedes x und jedes ganze i kann man n = n(7)
so wahlen, dass (z,z,) < 1/(i 4+ 1) wird; daraus folgt
foi(x) =yni= sup  f(@')< sup f(2)
(wn,2")<1/i (w,a")<2/i
und fiir geniigend grosse k auch ¢x(x) < sup(, ,)<2/; f(2'). Wir haben demzufolge limy . ¢r(2) <
My(x) = f(x), also lim gy (z) = f(x) und unser Satz ist bewiesen.

Satz 22. (Einschiebungssatz). Ist f(x) < g(z), wo f(x) eine nach oben halbstetige, g(x) eine nach unten
halbstetige Funktion ist, so gibt es eine stetige Funktion ¢(x), die folgender Ungleichung geniigt

f(z) < p(z) < g(x).
Hier wird vorausgesetzt, dass der Raum 'Y ausser den bisher benutzten Axiomen auch noch Vb erfiillt (stark
distributiv ist).

Beweis: Nach Satz 21 gibt es zwei Folgen stetiger Funktionen {f,(z)}, {gn(x)}, von denen die erste
monoton abnehmend gegen f(x) konvergiert, die zweite monoton wachsend gegen g(x). Wir bilden die
folgenden stetigen Funktionen

p1(z) = g1(x);  p2(x) = sup(g1(2), f1(2)).
Allgemein sei gesetzt

P2i-1(x) = inf(p2i-2(2), gi(2));  pai(z) = sup(p2i-1(2), fi(x)). (1)
Wir haben (hier und weiter werden zur Abkiirzung die Argumente unter den Funktionszeichen wegge-
lassen) @2; > Q2i—1, gi+1 = gi > P2i—1, also ist
02i+1 = inf (24, git1) > @2i-1-
Ahnlich beweist man auch die Ungleichung ¢2; < @9;_s.

Wir bezeichnen lim; oo p2,-1(2) = @« (), lim; o0 @o;(z) = ¢*(x). Offenbar ist ¢.(x) nach unten,
©*(z) nach oben halbstetig. Durch Grenziibergang in (1) erhalten wir

p. =inf(", g), " = sup(px, f).

Daraus folgt ¢* > f, aber auch g > f, also ¢, > f. Dann erhalten wir ¢* = sup(px, f) = ¢«. Bezeichnet
man die beiden zusammenfallenden Funktionen ¢, (x) und ¢*(z) mit ¢(x), so ist ¢(z) stetig und erfillt die
Ungleichung 2%)

f(z) < p(z) < g(2).

Leningrad,

Das Mathematische Institut der Universitat

23) Die hier benutzte Beweisform (Vgl. H. Hahn, Reelle Funktionen, Berlin 1932, S. 252), kann auch in
anderen Féllen von Nutzen sein; man vgl. z.B. die Arbeit von M. Javez, Classification des éléments d’un
espace semiordonné, Berichte der Math. Ges. Charkow, Bd. XV3, 1938, S. 35-41, wo der Einschiebungssatz
auf diese Weise ohne die Voraussetzung, der Raum sei eine Abel’sche Gruppe, bewiesen werden kann.
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