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CLASSE DES SCIENCES.

CONCOURS ANNUEL DE 1911,

Bection des solences mathématiques et physiques.

QUATRIEME QUESTION.

On demande de nouvelles recherches sur les développements des
fonctions (réelles ou analvtiques) en séries de polynomes. —
Prix : 80O francs. '

RKapport de M. de la Vallée Poussin, premisr commissaire.

« Mémoire adressé en réponse a la quatrieme question pré-
citée.
Devise :
La vie est bréve...
Un peu de réve,
Un peu d'espoir,
Et puis honsoir.

Ce mémoire a pour titre : Sur Lordre de la meilleure appro-
ximation des fonctions continues par des polynomes de degré
donné, et c'est des fonctions réelles qu'il s'agil presque exchi-
sivement.
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Le but principal de ce travail, dit 'auleur dans son introdue-
tion, est de résoudre la question suivante posée par M. de la
Vallée Poussin (*) : Est-il possible ou non de représenter
'ordonnée d’une ligne polvgonale, ou (ce qui revient au méme)
.r dans Uintervalle (— {, 4 1), par un polvnome de degré »
avec une approximation d’'ordre supérieur 3 1 : n. La possibilité
d’atteindre cette approximation était d'aillenrs démontrée dans
le mémnoire cité.

La méme question élargie a été reprise a 1'Université de
Gottingen comme question de concours (**), et la Faculté de cette
Université vient de couronner un important mémoire de
M. Dexuaw Jacksox, présenté en réponse 4 cette question et
publié comme dissertation inaugurale (***). Ce Lravail a paru
trop tard pour venir & la connaissance de 'autenr dun mémoire
que j'ai a examiner avant la remise de son manuscrit. Aussi.
ftant donné 1'identité des sujets, les deux auteurs devaient
nécessairement se renconlrer sur quelques points. lls se ren-

(*} Bull. de U'Acad. roy. de Belgiyue (sciences). 1908, p. 403.

{**) Voici I'énoncé de celle question :

Bekanntlich hat Wererslrass vor 23 Jaliren zuerst bewicsen, dass jede in
einem Intervall stetige Funktion nit betiebiger Genauigkeil dureh eine gunze
rationale Fankiion approximiert werden kann. Ueber die Abhingigkeit iles hierzn
erforderlichen kleinsimogliclien Grades dieses Polynoms von der vorgeschriebenen
Genauigkeitsgrenze sind die ersten Cntersuchungen in neuerer Zeil gomnacit
worden, von de fa Vallée Poussin {Bull. de U'Acad. 10y de Belyigue, 1908. und
Lebesgue (Rendiconli del Circolo matemativo di £alerno, B:i 26, und Annales de la
Faculté de Toulouse, sér. 3, Bd 1). Ob die hierbei erziellen Abseliltzungen des
Grades als Funktion der Genavigkeitsgrenze noeh ihertroffen werden kénnen, ist
ein offener fragenkomplex.

Di¢ Fakultdl winscht, dass in dieser Richtung ein weseniiicher Fortsehritl
gemacht werde; ein solcher wirde z. B, in der Beantworlung der folgenden von
de la Vallee Poussin gestelllen Frage liegen : konvergirt im Falle eines festen
gegebenen Linienzuges das Produkt von Genauigkeilsgrenze und zugeldrigen
Minimalgrade mit ersterer gegen Null?

(*7*) Ueber die Genauiykeil der Annéiiherung sterigen Funkiionen durch gunse
rationale Funktionen gegebener Grades und frigonometrische Smnine gegebener
Ordnung. Gottingen, 1914.
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contrent eftectivement dans la recherche des relations yul
existenl entre I'ordre de la meilleure approximation et les pro-
priétés differentielles de la fonction, question fondamentale qu
occupe toute la premiére partie du mémoire qui nouns est pré-
senté. Mais cette rencontre n'est pas i regretter, parce que les
deux auteurs se placent i des points de vae inverses, l'un, qui
nous intéresse, partant de la meilleure approximation pour
arviver aux propriétés différentielles, l'autre, M. Jackson, par-
tant des propriétés différentielles pour en conclure I'ordre de la
meilleure approximation. Or chacun d'eux va plus loin que
['autre & son point de vue.

Par contre, si nons revenons au probléme que j'ai posé quant
A 'approximation de !x{, M. Jackson apporte peut-étre quelques
nouvelles eontribulions & sa solution, mais, pas plus que ses
devanciers, il n'arrive  trancher la question. C'est ce que fail
Fanteur du mémoire envové & I'Académie royale de Belgiyue.
Il fournit méwe, pour obtenir une borne inférieure satisfaisante
de I'approximation de Jx! dans Uintervalle (— 1, 4+ 1), deux
méthodes essentiellement diftérentes. Toutes deux supposent
toutefois une certaine extension de la définilion du polynome
d'appiroximation, introdaile par l'autenr (20) et que voici :

L'awteur appelle polynome généralisé relaiif 4 une suile
d'exposunts posilifs donnés o5 < 2, < ... < =, une expression
de la forme

Ar™ 4 A% 4 e 4\ T

Le polynome d'approximation de f(r) relativement a cette
suite ’exposants est alors celal, R,, des polynomes de la forme
précédente pour lequel le maximum de [/ — R,! atteint son
minimum. L’auteur étend aux polynomes généralisés presque
toutes les propriétés connues jusqu'ici des polynomes d’appro-
xunation ordinaires.

Grice i cela, I'auteur parvient 3 son but principal et démontre
que l'vrdre de la meilleare approximation de jx) ct, par suite,
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de I'ordonnée d'une ligne polygonate par un polvnome de
degre n, est celui de | : » exactement.

(est a la solution de cette question (u’est consacrée la majo-
rité de la seconde partie du mémoire, el celle-ci. & mon avis.
mériterait déja le prix a elle seule.

Je ne fais cependant pas moins de cas de la premiére partie
dont j'ai parlé tout & I'heure et j'ai encore beaucoup d’estime
pour la troisieme et derniére, consacrée aux développements en
série de polynomes trigonométriques. c'est-a-dire de la forme

T, = cosn arc cos r.

Mais ces parties seraient trop longues i analyser, il fandrait
reprendre tout an long les ¢énoncés des nombreux théoremes
enchainés par 'auteur et entre lesquels il est difticile de choisir
sans mutiler sa pensée. Voict seulenient ma conclusion :

Par le nombre et la valeur des résultats nouveaux qu'il
contient, le mémoire présenté o I'Acadéie est le plus impor-
tant qui ait été fait jusqu'ici sur le développement des fonctions
réelles en séries de polynomes. Yai I'honnear de proposer 4 la
Classe de lui décerner le prix et je fais dles veeux pour gue son
impression puisse se faire le plus (0L possible. »

M. Demoulin, second commissaire. s'est ralli¢ 3 ces conelu-
sions; elles sont adoplées par la Classe.

L’ouverture du pli cacheté fait connailre comme auteur :
M. Serge Bernstein, & Charkow (Russie).

Lrurelles — hinprimerie Haver, ene de Lauvain, 142,
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